Korlatozas és szétvalasztas a hatizsakra

Ez a kézirat a http://www.math.bme.hu/~hujter/bb.ps fijlban talalhato.
(Az elézményért a http://www.math.bme.hu/“hujter/becs.ps helyre érdemes ellatogatni.)

Az tgynevezett hdtizsdk feladatot a kovetkezOképpen értjik: Adottak az n,aq,...,a,,b,ci,...,c, pozitiv
egész szamok. Legyenek tovabba zq,...,x, a {0,1} halmaz elemei. A z = ¢y + cowy + ... + ¢, x,, Osszeg
maximumat keressiik, ahol a2z, + axxs + ... 4+ a,x, < b. Feltessziik, hogy a

Ci Co ... Cp
a; Qg ... Qp

matrixban a j-edik oszlop a kozvetleniil utdana 1év6 oszloppal egyiitt nemnegativ determindnsi matrixot
alkot minden j = 1,2,...,n — 1 esetén. (Ez a feltétel egyenértékii azzal, hogy a ¢;/a; szdmok monoton
nemcsokkend sorozatot alkotnak.) Legyen r» = 0 ha a; > b és madskiilonben legyen r az {1,2,...,n}
halmaznak a legnagyobb eleme, melyre a; + as + ... 4+ a, < b. Alkalmazni fogjuk azt a tételt, mely szerint
az=cT + Ty + ...+ c,x, kifejezés legnagyobb értéke:

C.=ci+c+...+c¢

minden olyan esetben, amikor r = n, vagy ay +as + ...+ a, = b, vagy ¢,;1(b— (a1 +as+ ... +a,)) < b.y1.
Ilyenkor egy optimélis megoldas: z; = 22 = ... =, = 1, a tébbi z; = 0. (Természetesen C értékén nullat
értiink.) Ha pedig a harom feltétel egyike sem teljesiil, akkor a z kifejezés lehet8 legnagyobb értékére a max z
jelolés alkalmazédsdaval annyit mondhatunk, hogy (maxz) — C,., ami egy nemnegativ egész szam, legfeljebb
acy1(b—(ay +as+ ...+ a,))/b.1 pozitiv hanyados egész része. Ezt az utébbi nemnegativ egész szdmot
ugy hivjuk, hogy hézag, (angolul: gap), és gy jeloljiik, hogy ,. Azt, amikor a fentieket alkalmazzuk a

cCi C ... Cy
a, as ... ap b

alakban megadott hatizsakfeladatra, és a
max z < C,. + 7,

becslést nyerjiik, igy mondjuk, hogy ez a korldtozds.

Példa. Adjunk optimélis megolddst vagy korlatozast a kovetkezé adatokkal definilt hatizsak feladatral

3 10 15 7 5
20 81 122 63 93 300

Megoldas: Mindenekel6tt ellenérizziik, hogy a determindnsok rendben vannak-e: valéban 3 - 81 — 20 -
10,10 - 122 — 81 - 15,15 - 63 — 122 - 7,7 - 93 — 63 - 5 mindegyike nemnegativ. Kiszdmitjuk: r = 4, mert
20 + 81 4+ 122 + 63 = 286 < 300, de 286 + 93 = 379 > 300. Kovetkezésképpen: v, = [5- (300 — 286)/93] = 0.
Ezért maxz = Cy =3+ 10+ 15+ 7 = 35 és egy optimdlis megoldds: x; = a9 =3 =24 = 1,25 = 0.
Példa. Adjunk optimélis megoldédst vagy korlatozast a kovetkezé adatokkal definidlt hatizsak feladatra!

30 19 13 38 20 8
15 12 9 27 15 8 62

Megoldas: Mindenekel6tt ellenorizziik, hogy a determinansok rendben vannak-e: valéban 30 - 12 — 15 -
19,19-9—-12-13,13-27—-9-38,38 - 15 — 27- 20,20 - 8 — 15 - 8 mindegyike nemnegativ. Kiszamitjuk: r = 3,
mert 15+ 12 +9 = 36 < 62, de 36 + 27 > 62. Kovetkezésképpen: 3 = [38 - (62 — 36)/27] = 36. Mésrészt
C5; =30+ 19 4+ 13 = 62. Ezért most a max z < 62 4 36 = 98 korlatozast nyerjiik.

Ami most kovetkezik, az gy hivjuk, hogy szétvdlasztds. Mivel az utébbi példdndl nem kaptuk meg az
optimalis megoldast, két esetet fogunk vizsgalni. Kiragadunk egyet az x,x,,...,x, viltozdk koziil. Hogy
melyiket, tulajdonképpen mindegy. Valaki a legels6t veszi ki, valaki a legutolsét. Vegyiik ki mondjuk a



legels6t. Ez tehat: x,. Most két esetet kiilon fogunk vizsgalni: x; = 0 vagy x; = 1. Lathato, hogy az x; =0
esetben az eredeti feladat lezsugorodik a kovetkezd feladatra:

19 13 38 20 8
129 27 15 8 62

Erre alkalmazva a korlatozast most r = 3, mert 12 + 9 4+ 27 = 48 < 62, de 48 + 15 > 62. Mivel most
[20 - (62 — 48)/15] = 18, ezért ebben a esetben a maxz < (19 + 13 + 38) + 18 = 88, korlatozast nyerjiik.
Mivel itt a fels6 korlat kisebb, mint az el6bb megkapott felsé korlat, ezért most figyelmiinket az x, = 1 eset
felé forditjuk.

Most tehat x, = 1, és két alesetet vizsgdlunk: z, = 0 vagy z, = 1. Az x5, = 0 alesetben az eredeti feladat a

30 13 38 20 8
15 9 27 15 8 62

feladatra zsugorodik, melynél r = 3, mert 15 + 9 + 27 = 51, de 51 + 15 > 62. Most [20 - (62 — 51)/15] = 14.
Tehdt a korlatozds: max z < (30 4+ 13 + 38) + 14 = 95.

Pillanatnyilag az x; = 1,25 = 1 esetre kordbban megkapott max z < 98 korldtozas az eddigiek koziil még
mindig a legnagyobb fels6 becslés. Ezért most az 1 = 1,2, = 1 esetet bontjuk tovabb: x5 = 0 vagy z3 = 1.
Ha xz; = 1,2, = 1,23 = 0, akkor az eredeti feladatbdl ez marad:

30 19 38 20 8
15 12 27 15 8 62

Most is r = 3, mert 15 4+ 12 + 27 = 56 < 62, de 56 + 15 > 62. Masrészt [20 - (62 — 56)/15] = 10, igy a
max z < (30 4+ 19 + 38) + 10 = 97 korlatozést nyerjiik.

Tehat pillanatnyilag a legnagyobb fels6 felsd becslés az 1 = 1,25 = 1,23 = 1 esetben van, éspedig 98. Mivel
azonban (15 4+ 12 + 9) + 27 > 62, csak az lehet, hogy x1 = 1,2, = 1,23 = 1 esetén x4 = 0. De ha 24 = 0,
akkor az eredeti feladat a kovetkezére zsugorodik:

30 19 13 20 8
15 12 9 15 8 62

Tekintettel arra, hogy 15 + 12 4+ 9 + 15+ 8 = 59 < 62, ebben az esetben tudjuk, hogy maxz = 30 +
19 + 13+ 20 + 8 = 90. Ehhez tehat az x; = 1,25 = 1,23 = 1,24 = 0,25 = 1,24 = 1 megoldas tartozik.
Vigyaznunk kell azonban, mert a tobbi korlatozas kozott még van olyan, melyben a felsé becslés nagyobb,
mint 90. Ezért a figyelmiinket most az életben maradt felsé becslések kozil a legnagyobbra forditjuk. Ez
az v1 = 1,25 = 1,23 = 0 esetben a 97 volt.

Most ezt az esetet valasztjuk szét: x4 = 0 vagy x4, = 1. Az el6bbi esetben az eredeti feladat a kovetkezére
zsugorodik:

30 19 20 8
15 12 15 8 62

Tekintettel arra, hogy 15+ 12415+ 8 < 62, itt max z = 30+ 1942048 = 77, de ezt elfelejtjiik, mert ennél
mar jobb megoldasunk is volt a korabbiakban. Marad tehdt az utobbi eset, amikoris x1 = 1,25 = 1,23 =
0,24 = 1. Most viszont x5 = 1 lehetetlen, mert 15 + 12 4+ 27 + 15 > 62. fgy x5 = 0, és ekkor az eredeti
feladatbol ez marad:

30 19 38 8
15 12 27 8 62

Itt 15 + 12 + 27 + 8 = 62, ezért maxz = 30 + 19 + 38 + 8 = 95. A kordbbi korldtozdsaink alapjan pedig
latjuk, semmilyen més esetben sem lehet ennél nagyobb a max z. A végeredmény tehat: x, = 1,25 = 1,253 =
O,zy =1,25 = 0,24 = 1.



