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Tartalmi �osszefoglal�o: Euler egyik elfelejtett t�etele de-
termin�ansokra �es pontok t�avols�ag�ara vonatkozik. Ha nem
gond �otsz�or-�ot�os determin�ansokkal sz�amolnunk, akkor a
t�etellel a geometrai sz�am��t�asaink | s}ot a neh�ez geomet-
riai t�etelek bizony��t�asai is | pillanatok alatt elv�egezhet}o
rutinfeladatt�a v�alhatnak. A jelen dolgozatban nemcsak
ilyen bizony��t�asi m�odszereket k��v�anunk tan��tani, hanem
| n�emi fanyar humorral vegy��tve | Euler �es kort�arsai
gondolatainak, felfedez�eseinek matematikat�ort�eneti h�at-
ter�et is ismertetj�uk.

Bevezet�es, avagy a fav�ag�o keservei

Euler minden id}ok egyik legjobb matematikusa. Nagyon
sok fontos t�etele ismeretes. Van k�ozt�uk egy geometriai
t�etel, amit azonban m�eg a szakemberek is csak alig-alig
ismernek. J�omagam is csak v�eletlen�ul tal�altam r�a. Az-
t�an pillanatok alatt megszerettem. Szinte minden h�eten
felhaszn�alom, amikor fels}o�eves egyetemi hallgat�oknak ta-
n��tok alkalmazott matematik�at. K�ul�on�osen olyankor na-
gyon praktikus a t�etel, amikor sz�am��t�asi munk�ainkhoz fel-
haszn�alhatunk olyan sz�am��t�og�epes szoftvert is, ami k�epes
nemcsak numerikus sz�am��t�asokra, hanem form�alis algeb-
rai m}uveletekre is.

J�omagam a DERIVE program 4.07-es v�altozat�at haszn�a-
lom DOS k�ornyezetben. Ennek fejlettebb v�altozat�at az
internetr}ol k�onnyen let�olthetj�uk. Alkalmasak ilyen c�elra
a MAPLE, a MATHCAD, a MATHEMATICA, a MAT-
LAB programcsomagok is. Ha net�an az olvas�onak van
sz�am��t�og�epe, sz�uks�ege is van geometriai sz�am��t�asokra, de
nem ismer a fent felsorolt programok k�oz�ul egyet (s}ot
m�eg hasonl�ot) sem, annak ok��t�as�ara hadd mondjak el egy
anekdot�at.

Az amerikai fav�ag�o (az ottani ,,sz�ekely") hallotta a kocs-
m�aban, hogy l�ancf}ur�esszel ak�ar �otsz�or annyi f�at is ki le-
het v�agni naponta, mint fejsz�evel. Keservesen megsp�orolt
p�enz�en vett teh�at egy l�ancf}ur�eszt, de egy h�et m�ulva m�el-
tatlankodva vitte vissza a boltba az alaposan megviselt
eszk�ozt mondv�an, hogy b�armennyire is er�olk�odik, m�eg
annyi f�at sem tud vele kiv�agni, mint kor�abban a fejsz�e-
j�evel. ,,Bizony�ara nem szakszer}uen be�all��tva haszn�alta a
g�epet", mondta udvarias rosszall�assal az elad�o, �es ber�an-
totta a motort. ,,Hopp�a!", mondta a fav�ag�o, ,,Mi ez a
furcsa zaj?"

Ny�ajas Olvas�o! A sz�am��t�og�ep, amely k�epes ak�ar egy �ot-
sz�or �ot�os determin�ansot is egy pillant�as ideje alatt kisz�a-
molni (nemcsak numerikusan, hanem k�epletekkel is), az
a mi l�ancf}ur�esz�unk. Euler t�etele lesz a zsin�or, amit meg
kell ismern�unk �es vele be kell r�antanunk a motorf}ur�eszt,
hogy a hosszas sz�amol�asok fav�ag�o munk�aj�at l�enyegesen
megk�onny��ts�uk.

Ki volt Euler, az ,,ezerszem}u" gyeng�enl�at�o?

Nem m�as, mint a h�aromsz�az �evvel ezel}otti b�azeli k�alvinis-
ta pl�eb�anos �a! Paul Euler pl�eb�anos �ur is okos ember le-

hetett abban az id}oben, amikor itt Magyarorsz�agon a ku-
rucok kergett�ek a labancokat (vagy �eppen ford��tva). Paul
papa, amikor a b�azeli egyetemen teol�ogi�at tanult, szorgo-
san l�atogatta a k�es}obb messzi f�old�on is h��ress�e v�alt b�azeli
matematikuscsal�ad egyik tagja, Jacob Bernoulli el}oad�a-
sait, annak �occse, Johann Bernoulli pedig j�o bar�atja volt.
(Tulajdonk�eppen Paul �es Johann egy�utt laktak Jacob h�a-
z�aban egy ideig.)

Jacob az ,,Ars conjectandi", azaz a ,,tal�algat�as tudom�a-
nya" t�em�aban ��rt k�onyv�eben oldotta meg a tetsz}oleges
r�ogz��tett k = 3; 4; 5; ::: eset�en az 1k + 2k + :::+ nk �osszeg
z�art k�epletbe form�al�as�anak k�erd�es�et. A k = 1 �es k = 2
esetek m�ar kor�abban is ismertek voltak; az el}obbi az
n(n + 1) szorzat fele, az ut�obbi a (2n)(2n + 1)(2n + 2)
szorzat 24-ede. A k�erd�esk�ornek m�eg teol�ogiai jelent}os�e-
ge is van, mert k = 1, n = 17 eset�en a J�ezus felt�ama-
d�asa ut�ani ,,csod�alatos halfog�as" 153-as sz�am�at kapjuk,
n = 6 �6, eset�en pedig a Jelen�esek k�onyve alapj�an az ,,an-
tikrisztus" sz�amak�ent elh��res�ult 666-ot. Ez ut�obbi sz�am
m�ar csak az�ert is �erdekes, mert a 6-os sz�amra �ep�ul, ami
maga is 1 + 2 + 3 alak�u, �es itt 3 maga is 1 + 2 alak�u,
m�arpedig a h��res latin mond�as szerint ,,omne trinum per-
fectum", azaz ,,minden, ami h�armas, t�ok�eletes, h�arom
az Isten igaza". A t�ok�eletes sz�amok az aritmetik�aban |
de�n��ci�o szerint | olyan tulajdons�ag�uak, hogy a n�aluk
kisebb pozit��v oszt�oik �osszegei. A h�armas ebb}ol a szem-
pontb�ol is t�ok�eletes, s}ot m�eg a k�etszerese, a hatos is az.
Nek�unk magyaroknak k�ul�on�osen kedves az ,,�ot�odik t�ok�e-
letes sz�am", 33550336, amit M�aty�as kir�alyunk matema-
tikaprofesszora, Regiomontanus tal�alt meg 1461-ben. A
t�ok�eletes sz�amokr�ol m�eg annyit, hogy minden eddig tal�alt
t�ok�eletes sz�am olyan 1+2+3+ :::+n alak�u sz�am, ahol n
nemcsak, hogy pr��msz�am, hanem kettes sz�amrendszerben
csupa 1-essel, m�eghozz�a pr��msz�am darab egyessel ��rhat�o
fel. (A pr��msz�amok | de�n��ci�o szerint | olyan 1-n�el na-
gyobb eg�eszek, melyek semmilyen n�aluk kisebb, de 1-n�el
nagyobb sz�ammal nem oszthat�ok.) A kettes sz�amrend-
szerben fel��rt n = 11; 111; 11111; 1111111; 1111111111111
sz�amok t��zes sz�amrendszerben a k�ovetkez}o t�ok�eletes sz�a-
mokat adj�ak: 6, 28, 496, 8128, 33550336. Ezek k�oz�ul az
els}o n�egy m�ar a r�egi g�or�og�okn�el is csod�alat t�argya volt,
az utols�o pedig | mint fent eml��tett�uk | Regiomonta-
nus (magyarosan: Kir�alyhegyi J�anos) j�ovolt�ab�ol f�elezer
�eves. A jelen ��r�as c��mszerepl}oje, Leonhard Euler is tal�alt
k�es}obb k�et �ujabb t�ok�elete sz�amot, m�eghozz�a azokat, ame-
lyeket el}o�all��t�o n sz�amok kettes sz�amrendszerben 17 �es 19
egyessel ��rand�ok le. Euler t�ok�eletes sz�amai teh�at olyan
1+ 2+ :::+ n alak�u sz�amok, ahol n = 26+6+6�1 � 1. Azt
is Euler bizony��totta, hogy egy p�aros t�ok�eletes sz�am min-
dig 1+2+:::+2m�1 alak�u, aholm eg�esz �es 2m�1 pr��m. A
p�aratlan t�ok�eletes sz�amokr�ol pedig }o sem tudott semmit
mondani, m�eg azt se, hogy l�eteznek egy�altal�an. Most az
�evezred legv�eg�en is csak annyit tudunk, ha l�etezik egy�al-
tal�an p�aratlan t�ok�eletes sz�am, akkor annak iszonyatosan
nagynak kell lennie. Egyszer maga Descartes | akir}ol
majd k�es}obb r�eszletesebben lesz sz�o | azt hitte, hogy
siker�ult p�aratlan t�ok�eletes sz�amot tal�alnia. Vette ugyanis
a (11 � 2002� 1) � 3003 � 3003 sz�ep szorzatot, �es mivel en-



nek pontosan annyi oszt�oj�at tal�alt, melyek �osszege mege-
gyezik a tekintett szorzattal, azt gondolta, megfogott egy
p�aratlan t�ok�eletes sz�amot. De eln�ezte a sz�amol�ast, hiszen
a tekintett szorzatnak 19 is pr��mt�enyez}oje, �es a 19-et �es
annak t�obbsz�or�oseit kifelejtette az oszt�ok k�oz�ul.

A k�et legkisebb t�ok�eletes sz�am, a 6-os �es a 28-as is fontos
a teol�ogi�aban a fenteml��tett 153 = 32 �17 �es 666 = 2�32 �37
mellett. A 6-os t�ok�eletess�eg�et az is mutatja, hogy a J�o-
isten hat nap alatt teremtette a vil�agot. A 28-as sz�am
pedig azon �ejszak�ak sz�ama | napnyugt�at�ol sz�am��tva az
�ejszak�at | am��g a hold l�athat�o. A huszonnyolcadik �ej-
szak�an azt�an m�ar csak napkelte el}ott lehet megpillantani
a holdat keleti ir�anyban, majd vagy m�asf�el, vagy k�et �es
f�el nap m�ulva nyugaton jelenik meg �ujra az ,,�uj" hold. A
hold egyes f�azisai | �ujhold, els}o negyed, telihold, utols�o
negyed, a hold elt}un�ese | k�oz�ott ��gy 6{6 nem holdf�azisos
�ejszaka telik el M�at�e evang�eliuma szerint J�ezus nemzet-
s�egt�abl�aja is hasonl�o rend szerint �ep�ul fel. A teremt�est}ol
| a nagy �ujholdt�ol | D�avid kir�alyig | a nagy telihol-
dig | 14 nemzed�ek a 14 napnak megfelel}oen, D�avidt�ol
a babiloni fogs�agig | ami a hold elt}un�es�enek felel meg
| �ujra 14 nemzed�ek, majd J�ezusig | az �uj nagy telihol-
dig | �ujra 14 nemzed�ek. J�ezus hal�ala | a megv�alt�as
| teliholdkor | a h�onap 14. napj�an | k�ovetkezett be,
ami p�enteki nap volt | a h�et 6. napja |, a felt�amad�as
pedig harmadnapra, a h�et els}o napj�ara | vas�arnapra |
k�ovetkezett be.

Az 1+2+ :::+n alak�u, �ugynevezett ,,h�aromsz�ogsz�amok"
teol�ogiai kapcsolata m�ar csak az�ert sem elvetend}o gon-
dolat, mert nemcsak Paul Euler, hanem tan�ara, Jacob
Bernoulli is kezdetben teol�ogi�at tanult. Igaz�ab�ol Kir�aly-
hegyi is kinevezett p�usp�ok volt! Neki csak az�ert nem
siker�ult n = 26+6�1 � 1 mindegyik�ere az n-edik h�arom-
sz�ogsz�amk�ent nemcsak egy, hanem k�et �uj t�ok�eletes sz�a-
mot is tal�alni, mert 211�1 = 2047 nem pr��msz�am, hiszen
2047 = 23 � 89, ez�ert a 2047. h�aromsz�ogsz�am oszt�oinak
�osszege a 23 �es a 89 t�obbsz�or�osei miatt nagyobb lesz, mint
maga a 2047. h�aromsz�ogsz�am.

Jacob Bernoulli eredm�enyeit t�argyalva ne felejtkezz�unk el
a k = 2 esetr}ol sem az 1k + 2k + ::: + nk �osszegn�el. Az
egyik legszebb p�elda: 12 + 22 + :::+ 242 = 4900 = 702.

Rakjunk le egyforma �agy�ugoly�okat v��zszintesen egy 24-
szer 24-es n�egyzetbe �ugy, hogy a goly�ok egym�assal �eszak-
r�ol, d�elr}ol, keletr}ol, nyugatr�ol �erintkezzenek. A keletke-
zett 23-szor 23 g�od�orbe �ujra rakjunk goly�okat, �es ezt foly-
tassuk a fels}obb r�etegebe is. �Osszesen teh�at 4900 goly�ot
tudunk ��gy g�ul�aba rakni. Az n r�eteget tartalmaz�o ku-
pacot befoglal�o n�egyoldal�u g�ula t�erfogat�at k�onnyen ki-
sz�am��thatjuk. M�ar n�egy �evsz�azada Kepler �ugy sejtette,
hogy ha a lehet}o legs}ur}ubben akarjuk elhelyezni a t�erben
a goly�okat, akkor az elmondott m�odszern�el nincs jobb.
Ezt azonban | teljes precizit�assal �es elfogadhat�oan egy-
szer}uen |mindm�aig senkinek sem siker�ult bebizony��tani.
(A zseni�alis Keplerr}ol itt most csak annyit, hogy karrier-
j�et csillagj�osl�assal �es mestere kutat�asi eredm�enyeinek el-
tolvajl�as�aval kezdte, tov�abb�a a bolond Rudolf kir�alyunk
m�eg ink�abb elbolond��t�as�aval, azt�an nagyszab�as�u peres-
ked�esei k�oz�ott azt is komolyan bizony��tania kellett a t�or-

v�eny el}ott, hogy �edesanyja nem igazi boszork�any (akit be
is b�ort�on�oztek ezzel a v�addal).

Az azonban nem volt sz�ep dologMad�acht�ol, hogy Kepler-
n�et led�er n}ok�ent tette meg }osany�anknak, �Ev�anak a Tra-
g�edi�aban.)

Borb�ala asszony ugyan nem volt j�o feles�ege Keplernek,
meg is }or�ult, �es hamar meg is halt, de hagyott legal�abb n�e-
mi vagyonk�at a gyermekeire. Kepler k�es}obb �ujra n}os�ult,
most m�ar nagy k�or�ultekint�essel megv�alasztva a meny-
asszonyt, de m�asodszorra sem volt t�ul sok szerencs�eje.

Maradjunk m�eg egy kicsit Kepler 4900 �agy�ugoly�oj�an�al,
melyek 24 r�etegben vannak g�ul�aba rakva. Le lehet-e
szedni a r�etegeket eg�eszben a g�ul�ar�ol �ugy, hogy a r�eteg-
n�egyzetekb}ol �eppen egy 70-szer 70-es n�egyzetet rakjunk
ki? Ezt Gardner, a h��res matematikus-rejtv�enyk�esz��t}o
k�erdezgette 1966-t�ol kezd}od}oen. Rendk��v�ul neh�eznek
bizonyult a feladat! Term�eszetesen senki sem tudott
el}o�allni a megold�assal, pedig nagyon sokan pr�ob�alkoztak.
Azt�an 1978-ban Mullin bebizonyitotta | nagyon neh�ez
sz�amol�asok ut�an | hogy nem lehet a k��v�analmaknak
megfelel}oen lebontani a g�ul�at.

Nyolc �evvel ezel}ott magam is megpr�ob�alkoztam a bizo-
ny��t�as leegyszer}us��t�es�evel. Bevallom, nem siker�ult. Azt
azonban �eszrevettem, hogy ha a r�etegeket nem egy 70-szer
70-es n�egyzetbe, hanem egy 71-szer 71-esbe kell raknunk,
akkor meg lehet oldani a feladatot.

A 1k + 2k + :::+ nk �osszegr}ol a k = 3 esetben csak meg-
eml��tj�uk, hogy Jacob Bernoulli eredm�enyei szerint ez az
�osszeg �eppen a n-edik h�aromsz�ogsz�am n�egyzete. Ez a
fenteml��tett ,,teol�ogiai" sz�amoknak meg a szerencsesz�am-
k�ent is ismeretes 6. h�aromsz�ogsz�amnak, a 21 = 3 � 7-nek
is k�ul�on �erdekess�eget ad, hiszen

1 � 1 � 1 + 2 � 2 � 2 + :::+ 6 � 6 � 6 = 32 � 72

1 � 1 � 1 + 2 � 2 � 2 + :::+ 7 � 7 � 7 = 24 � 72

1 � 1 � 1 + 2 � 2 � 2 + :::+ 17 � 17 � 17 = 1532 = 34 � 172

1 � 1 � 1 + 2 � 2 � 2 + :::+ (6 � 6) � (6 � 6) � (6 � 6) = 666 � 666

Jacob Bernoulli �occse, Johann | Paul Euler j�obar�atja |
kezdetben orvosnak k�esz�ult, b�ar apja keresked}onek sz�an-
ta. Neki k�osz�onhetj�uk a | tan��tv�any�ar�ol elnevezett |
L'Hospital-szab�alyt. (Ennek a szab�alynak a seg��ts�eg�evel
nagyon j�ol k�ozel��thetj�uk p�eld�aul k�et nagyon kicsi pozit��v
sz�am h�anyados�at, mint p�eld�aul az (1 � cos 2x)=x2 h�a-
nyadost, oly m�odon, hogy a sz�aml�al�ot is �es a nevez}ot is
n�eh�anyszor deriv�aljuk | mindegyiket ugyanannyiszor |
am��g csak a a h�anyadosuk k�onnyen megbecs�ulhet}ov�e nem
v�alik. P�eld�ank eset�eben a sz�aml�al�o m�asodik deriv�altja
4 cos 2x, a nevez}o�e 2, ��gy az eredeti h�anyados nagyon k�o-
zel van 2-h�oz, hiszen cos 2x nagyon k�ozel van 1-hez.

Paul Euler pl�eb�anos �ur nemcsak a tan�ar�at �es bar�atj�at v�a-
lasztotta meg j�ol, hanem �elete p�arj�at is. Feles�ege szint�en
r�egi b�azeli tud�oscsal�adb�ol sz�armazott. A jelen ��r�asunk
c��mszerepl}oje 1707. �aprilis 15-�en sz�uletett �es a Leonhard
nevet kapta a kereszts�egben. Mivel a csal�ad tud�asv�agy-
ban nem, de anyagiakban meglehet}osen sz}uk�olk�od�ott, az



apa a ��at papnak sz�anta. Mivel nem esik messze az al-
ma a f�aj�at�ol, �es ifj�ukor�aban maga Paul Euler is szeretet-
tel foglalkozott matematik�aval Jacob Bernoulli ir�any��t�asa
mellett, nem meglep}o, hogy az ifj�u Leonhard is nagy szor-
galommal l�atogatta Jacob �occs�enek | apja bar�atj�anak |
Johannak az �or�ait. (Jacob m�ar Leonhard sz�ulet�ese el}ott
meghalt.) Johann Bernoulli hamar felismerte az ifj�u Le-
onhard Euler kirobban�o tehets�eg�et, �es k�ul�on is foglalko-
zott vele. Leonhard j�o bar�atja lett Johann Bernoulli k�et
��anak, Nicolausnak �es Danielnek is, akik szint�en h��res
matematikusok lettek k�es}obb. A Bernoulli csal�ad azt�an
r�abesz�elte Euler pap�at, hogy hadd ne menjen papnak Le-
onhard, aki azut�an annak rendje �es m�odja szerint kiv�al�o
eredm�ennyel magiszteri tudom�anyos fokozatot szerzett.

Ez m�ar h�arom �evsz�azada is ��gy volt: Miut�an a rendk��-
v�ul tehets�eges �atalember kit}un}o eredm�ennyel befejezi a
tanulm�anyait, egyszer}uen nem jut neki semmilyen �all�as.
Tizenkilenc �evesen sikertelen�ul p�aly�azott meg egy tan�ari
�all�ast, mell�ekelve hangtani t�argy�u disszert�aci�oj�at. Csak-
hamar elnyerte a p�arizsi akad�emia elismer�es�et is egy ha-
j�oz�assal kapcsolatos probl�ema megold�as�aval egy p�aly�azat
keret�eben. Elismer�es, szakmai siker volt teh�at, de meg-
�elhet�es nem. Az eg�eszb}ol az lett, hogy h�usz�evesen fel�ult
egy rajnai haj�ora, �es a tengerre �erve elvitorl�azott Szent-
p�eterv�arra, ahol bar�atai, a kor�abban odatelep�ult Daniel
�es Nikolaus v�art�ak. }Ok eszk�oz�oltek ki az �ujonnan alap��-
tott akad�emi�an egy megh��v�ast az ifj�u Eulernak. Mit tesz
az egy nyomorg�o zseninek, ha nem a mathezis, nem is a
physica, hanem az �elettan tudom�any�aban kell m}uk�odnie?

Meg�elhet�esi gondjai nyilv�an folyamatosan voltak, de ma-
g�an�eleti gondjai nem nagyon, hiszen Euler 1741-ig ott
is maradt a Szentp�eterv�ari Akad�emi�an, �es meg is n}os�ult
26 �eves kor�aban. Feles�ege a fest}oakad�emia igazgat�oj�a-
nak le�anya. (K�es}obb �osszesen tizenh�arom gyermek sz�u-
letett Eulerr�ekn�al.) Eulernek a munk�aja is k�ozelebb ke-
r�ult a matematik�ahoz. Az akkoriban iszonyatos m�ere-
t}uv�e hatalmasod�o Oroszorsz�ag t�erk�epeinek kidolgoz�as�an
munk�alkodott. R�ament f�el szeme vil�aga harmincegy �eves
kor�aban. Azt�an a politikai helyzet is elromlott Oroszor-
sz�agban, �es ez | t�obbek k�oz�ott | a tudom�any m}uvel-
het}os�eg�enek sem tett j�ot. �Igy 1741-ben Euler elfogadta
a berlini akad�emi aj�anlat�at, �es az ottani akad�emia mate-
matikai oszt�aly�anak vezet}oje lett 1766-ig.

Katalin c�arn}o akkor visszah��vta Szentp�eterv�arra. Az ak-
kor 59 �eves Euler munkalend�ulete azonban m�eg teljesen
t�oretlen, b�ar m�ar megmaradt f�el szem�ere is majdnem tel-
jesen vak. �Elete v�eg�eig, 1783-ig, rendk��v�ul sok tudom�a-
nyos m}uvet ��rt �es dikt�alt tan��tv�anyainak. A negyed�e-
vezreddel ezel}otti matematika minden fejezet�eben vannak
rendk��v�ul fontos, Eulert}ol sz�armaz�o eredm�enyek. Annyi
a Euler-t�etel, hogy nagyon k�onny}u egyet | ha m�eg oly
fontos is | egy kis id}ore elfelejteni.

Euler olyannyira term�ekeny �es zseni�alis volt, annyira �esz-
revett mindent, ami ak�ar nehezen �eszrevehet}o, ak�ar nem
lehetett nem �eszrevenni, hogy a vaksi tud�ost ,,ezersze-
m}u" mesternek nevezt�ek. ,,Olvass�ak Eulert, }o a meste-
r�unk mindenben," ��rta a francia Laplace, az Euler ut�ani
tud�osnemzed�ek egyik legkiv�al�obbja. (Laplace nemcsak

kiv�al�o tud�os volt, hanem igazi j�o k�op�onyegforgat�o politi-
kusk�ent is nevet szerzett. Egyszer, amikor az akad�emia
titk�ari sz�ek�ere a Fourier �es a Biot nevek k�oz�ul kellett
v�alasztani, Laplace ezt nyilatkozta | feltehet}oen az�ert,
hogy egyik jel�olt p�artj�anak a j�oindulat�at se vesz��tse el |:
,,K�et szavaz�olapot t�olt�ottem ki, az egyiket megsemmis��-
tem, a m�asikat az urn�aba teszem; ��gy magam sem tudom,
kire szavaztam." T�an kiatal�alta, Ny�ajas Olvas�o | hiszen
politikusr�ol van sz�o |, hogy mindk�et c�edul�an ugyanaz a
n�ev szerepelt?)

Mi az a rettenetes ,,determin�ans", �es hogy a
csud�aba v�egezz�unk vele?

A jelen munka c��mszerepl}oje egy olyan t�etel, amely �ot-
sz�or �ot�os determin�ansok kisz�am��t�as�at ig�enyli. Akinek pa-
p��ron k�ezzel kell ilyen determin�ansokat s}ur}un kisz�amolni,
az m�eg a h�aromsz�az �evvel ezel}otti b�azeli pl�eb�anos nej�et is
felemlegeti. De Euler munk�ass�aga �ota eltelt egy negyed
�evezred, �es egy �ujkiad�as�u vaskos tudom�anyos k�onyv �ar�a-
b�ol m�ar eg�eszen j�o sz�am��t�og�epet lehet venni. Azzal pedig
ugyanolyan k�onnyeds�eggel lehet ak�ar �otsz�or �ot�os deter-
min�ansokat is sz�amolni, amilyen k�onnyen el lehet osztani
mondjuk kalkul�atorral egy nyolcjegy}u sz�amot egy m�asik
nyolcjegy}uvel, vagy ki lehet sz�am��tani a 2 tizenkettedik
gy�ok�et (ez ut�obbi a zen�eben fontos sz�am).

Ezer �eve a p�ap�at (a magyar kir�alys�ag alap��t�as�aban II.
Szilveszter n�even k�ozrem}uk�od}o), kor�abban matematik�a-
ban (is) kiv�al�o Gerbert (ejtsd: Zserber) bar�atot irigyei az-
zal v�adolt�ak, hogy az �ord�oggel cimbor�al, mert csak az �or-
d�og tan��thatta meg arra, hogy ak�ar t��zezern�el is nagyobb
sz�amot ak�ar sz�azn�al is nagyobb sz�ammal el tud oszta-
ni, mik�ozben a magak�esz��tette tologat�os sz�amol�og�ep�et |
az zserberi abakuszt | p�uf�oli. Majdnem n�egysz�az �eve
a �atal Pascal ad�ohivatalnok apj�anak fogaskerekes sz�a-
mol�omasin�at szerkesztett. F�el �evsz�azada Neumann J�a-
nos pedig azzal az �otlettel j�ott el}o, hogy a g�epzongor�ak
kott�ajak�ent �uzemel}o lyukszalagokkal nemcsak adatokat,
hanem bonyolult sz�am��t�asi utas��t�asokat is lehet adni egy
g�epnek, aminek ha ideje nem is, de a t�urelme v�egtelen a
fav�ag�o sz�amolgat�asokhoz.

De mi az a determin�ans, �es hogyan kell kisz�amolni? Tet-
sz}oleges pozit��v n-re van �ertelme n-edrend{ determin�ans-
r�ol besz�elni. Adva van n-szer n sz�am vagy k�eplet, ezeket
elrendezz�uk n darab sorban egym�as al�a, minden sorba
pontosan n darab sz�amot vagy k�epletet rakva. Az els}o
sort jel�olje mondjuk az A szimb�olum, a m�asodikat a B
szimb�olum, stb., az utols�o sort pedig mondjuk a Z szim-
b�olum. Az oszlopat jel�olj�ek ugyan�ugy az A, B, ..., Z
szimb�olumok. Egy tetsz}oleges i szimb�olum sor�anak �es
j szimb�olum oszlop�anak keresztez}od�es�eben �all�o sz�amot
vagy k�epletet az ij kett}os szimb�olummal jel�olj�uk. Neve-
zetesen a m�asodik sor els}o eleme��gy a BA szimb�olum lesz,
az utols�o sor utols�o eleme pedig a ZZ szimb�olum. Most
az eg�esz t�abl�azat determin�ansa de�n��ci�o szerint egyetlen
sz�am vagy k�eplet lesz, ami a t�abl�azatban szerepl}o sz�a-
mok vagy k�epletek egym�assal val�o �osszeszorz�as�aval �es a
szorzatok el}ojeles �osszead�as�aval keletkezik.

Ha n = 1, akkor a determin�ans de�n��ci�o szerint maga az



egyetlen sz�am vagy szimb�olum, ami ott van, azaz [AA] de-
termin�ansa AA. Ha n = 2, akkor de�nici�o szerint [AA AB

BA BB ]
determin�ansa az AA�BB�AB �BA k�eplet. Nagyobb n-re
pedig �ugy de�ni�aljuk a determin�ans �ert�ek�et, hogy el}osz�or
le��rjuk az

(�1)k �AA �BB � ::: � ZZ

szorzatot a k = 0 �ert�ekad�assal, azt�an hozz�adjuk azt a
hasonl�oan k�epzett szorzatot, amit �ugy kapunk, hogy a
szorz�ot�enyez}o k�etbet}us szimb�olumok k�oz�ul kett}ot kiv�a-
lasztunk, azoknak a m�asodik elem�et egym�assal felcser�el-
j�uk, tov�abb�a k �ert�ek�et eggyel n�ovelj�uk.

Ezut�an egy harmadik tag is k�ovetkezik, amit ugyan�ugy
k�epez�unk. �Es ��gy tov�abb mindaddig, am��g az }osszes le-
hets�eges szorzatot nem k�epezt�uk.

Ett}ol a pontt�ol kezdve a jelen ��r�as felhaszn�alja a sz�am��-
t�og�ep apr�ol�ekos munk�aj�at. P�eld�anak ok�a�ert a kompjute-
remmel kisz�am��ttattam a 3-adrend}u, a 4-edrend}u, �es az
5-�otrend}u determin�ansokat.

Ezek az al�abbi h�arom k�epletben l�athat�ok (az ut�obbi kett}o
szorzatt�a alak��t�asok ut�an n�emileg r�ovidebb form�aban).

AA � BB � CC � AA � BC � CB � AB � BA � CC + AB �
BC � CA+AC �BA � CB �AC �BB � CA
AA � (BB � (CC �DD�CD �DC)+BC � (CD �DB�CB �
DD) +BD � (CB �DC � CC �DB))� AB � (BA � (CC �
DD � CD � DC) + BC � (CD � DA � CA � DD) + BD �
(CA � DC � CC � DA)) + AC � (BA � (CB � DD � CD �
DB) + BB � (CD �DA � CA �DD) + BD � (CA �DB �
CB � DA)) � AD � (BA � (CB � DC � CC � DB) + BB �
(CC �DA� CA �DC) +BC � (CA �DB � CB �DA))
AA�(BB�(CC �(DD�EE�DE�ED)+CD�(DE�EC�DC �
EE)+CE �(DC �ED�DD �EC))�BC �(CB �(DD �EE�
DE�ED)+CD�(DE�EB�DB�EE)+CE�(DB�ED�DD�
EB))+BD �(CB �(DC �EE�DE �EC)+CC �(DE �EB�
DB �EE)+CE �(DB �EC�DC �EB))�BE �(CB �(DC �
ED�DD �EC)+CC �(DD �EB�DB �ED)+CD �(DB �
EC�DC �EB)))�AB �(BA�(CC �(DD �EE�DE �ED)+
CD �(DE �EC�DC �EE)+CE �(DC �ED�DD �EC))�
BC � (CA � (DD �EE�DE �ED)+CD � (DE �EA�DA �
EE)+CE �(DA�ED�DD �EA))+BD �(CA�(DC �EE�
DE�EC)+CC �(DE�EA�DA�EE)+CE�(DA�EC�DC �
EA))�BE �(CA�(DC �ED�DD �EC)+CC �(DD �EA�
DA �ED)+CD �(DA �EC�DC �EA)))+AC �(BA �(CB �
(DD �EE�DE �ED)+CD �(DE �EB�DB �EE)+CE �
(DB �ED�DD �EB))�BB �(CA�(DD �EE�DE �ED)+
CD �(DE �EA�DA �EE)+CE �(DA �ED�DD �EA))+
BD � (CA � (DB �EE�DE �EB)+CB � (DE �EA�DA �
EE)+CE �(DA�EB�DB �EA))�BE �(CA�(DB �ED�
DD �EB)+CB �(DD �EA�DA �ED)+CD �(DA �EB�
DB �EA)))�AD �(BA �(CB �(DC �EE�DE �EC)+CC �
(DE �EB�DB �EE)+CE �(DB �EC�DC �EB))�BB �
(CA�(DC�EE�DE�EC)+CC�(DE�EA�DA�EE)+CE�
(DA�EC�DC �EA))+BC �(CA �(DB �EE�DE �EB)+
CB�(DE�EA�DA�EE)+CE�(DA�EB�DB�EA))�BE�
(CA �(DB �EC�DC �EB)+CB �(DC �EA�DA �EC)+
CC �(DA �EB�DB �EA)))+AE �(BA �(CB �(DC �ED�
DD �EC)+CC �(DD �EB�DB �ED)+CD �(DB �EC�
DC �EB))�BB �(CA �(DC �ED�DD �EC)+CC �(DD �

EA�DA �ED)+CD �(DA �EC�DC �EA))+BC �(CA �
(DB �ED�DD �EB)+CB �(DD �EA�DA �ED)+CD �
(DA�EB�DB �EA))�BD �(CA�(DB �EC�DC �EB)+
CB � (DC �EA�DA �EC)+CC � (DA �EB�DB �EA)))
Ny�ajas Olvas�o, siker�ult teljesen elriasztanom? Mi lehet
akkor, ha n �ert�eke nem csak 5, hanem j�oval nagyobb? An-
nyit azonban vigasztal�asul hadd ��rjak ide, hogy ha konk-
r�et sz�amadatokkal kell dolgoznia a g�epnek, akkor sz�am-
talan tr�ukk bevethet}o a sz�am��t�asok legegyszer}us��t�ese c�el-
j�ab�ol. Err}ol k�onyveket ��rtak m�ar, �es az ilyen tudom�a-
nyokban nagy �erdemei vannak K}onig D�enes �es Egerv�ary
Jen}o matematikusainknak sz�azadunk els}o fel�eb}ol, akikr}ol
a magyar m�odszer elnevez�es is meghonosodott a modern
matematik�aban.

Mire j�o ez a sz�orny}us�eges determin�ans?

Nagyon sok mindenre j�o a determin�ans fogalma �es kisz�a-
m��t�asa! P�eld�aul, ha a 3x + 2y = 9; x + 4y = 8 egyen-
letrendszert akarjuk megoldani, akkor az x �ert�ek�et a [9 28 4]
t�abl�azat (m�as n�even m�atrix) determin�ans�anak �es a [3 21 4]
determin�ans�anak h�anyadosak�ent is megkaphatjuk. Azaz
x = (9 �4�2 �8)=(3 �4�1 �2) = 2. T�obb ismeretlenre, �un.
line�aris egyenletrendszerre is m}uk�odik valami hasonl�o.

Ez a nevezetes Cramer-szab�aly, amit az Eulerrel majd-
nem egyid}os, szint�en sv�ajci matematikusr�ol �es �loz�ofusr�ol
neveztek el. (Cramer tal�alta fel azt a paradoxont is, mi-
szerint egy n-edfok�u egyenlettel megadhat�o g�orb�et nem
mindig hat�aroz meg n(n+3)=2 pont, de eggyel t�obb pont
m�ar t�ulhat�arozza.)
�Ime egy m�asik el}ofordul�asa a 2-odrend}u determin�ansnak:
Ha k�oz�os nevez}ore hozzuk �es egym�asb�ol kivonjuk az a=b
�es c=d t�orteket, akkor a sz�aml�al�oba [a cb d] determin�ansa,
a nevez}obe pedig a cd szorzat ker�ul. Ha a; b; c; d pozi-
t��v sz�amok, akkor a koordin�atarendszerben az orig�o �es a
(0; b), (d; 0) pontok alkotta der�eksz�og}u h�aromsz�og ter�u-
lete �eppen a fenti nevez}o fele, azaz bd=2, mik�ozben az
orig�o, az (a; b) �es a (c; d) pontok h�aromsz�og�enek ter�ulete
�eppen a fenti sz�aml�al�o fele, azaz a [a cb d] determin�ans ab-
szol�ut�ert�ek�enek a fele. Ez�ert azt�an az orig�o, az (a; b) �es
a (c; d) pontok pontosan akkor vannak egy egyenesen, ha
[a cb d] determin�ansa nulla. Hasonl�o �all��t�asok magasabb di-

menzi�oban is igazak. �Es ilyen jelleg}u lesz �ot dimenzi�oban
is Eulernak ebben a dolgozatban t�argyalt t�etele.

Mi�ert �eppen t�avols�agok n�egyzete?

Ha egy egyenes vonalon mozgunk, �es arra vagyunk ki-
v�ancsiak, hogy k�et pont mennyire van k�ozel vagy t�a-
vol egym�ashoz, nyilv�anval�oan az egyenes menti t�avols�a-
got sz�amolunk. Ha el}ore haladunk, hozz�adjuk a t�avols�a-
got, ha visszafel�e haladunk, levonjuk a t�avols�agot abb�o
a sz�amb�ol, ami kifejezi, milyen messze jutottunk. Mi-
n�el nagyobb t�avols�agot tesz meg valaki, ann�al nagyobb
az utaz�asi hat�ekonys�aga. A k�et dolog term�eszetes m�odon
egyenes ar�anyban �all egym�assal.

Az viszont m�ar Euler kor�aban is vil�agos volt az okos em-
bereknek, hogy a s��kon (vagy a (f�old)g�ombe felsz��n�en), �es
t�erben sokkal bonyolultabbak a t�avols�agi viszonyok.



Ha Euler kiter��tett egy t�erk�epet egy hatalmas asztalra, �es
hogy roml�o szem�evel is j�ol l�athassa a s�ot�et szentp�eterv�ari
est�eken, odatett az asztal k�ozep�ere egy talpas gyertya-
tart�ot, akkor meg�gyelhette, hogy egy k�etszer magasabb
gyertyatart�oba nemcsak 2, hanem 4 gyerty�at kell tennie,
ha a gyertyatart�o t�ov�en�el ugyanolyan megvil�ag��t�ast akar
a t�erk�epen. Azt is tudt�ak a szentp�eterv�ari pattanty�usok,
hogy ha egy �agy�uval mondjuk �ot�od�evel messzebb akarnak
ell}oni, akkor nemcsak 20 sz�azal�ekkal t�obb puskaport kell
az �agy�ucs}obe t�omni, hanem majdnem m�asf�elszer annyit.
Azt pedig m�ar Kepler is tudta m�asf�el �evsz�azaddal Euler
el}ott, hogy a bolyg�oknak a napra mer}oleges ir�any�u se-
bess�ege nem a napt�ol m�ert t�avols�aggal, hanem annak a
n�egyzet�evel ford��tottan ar�anyos. Az is vil�agos volt Euler
k�or�ul minden t�erk�epk�esz��t}onek, hogy ha meg�otsz�or�ozik
mondjuk egy t�erk�ep l�ept�ek�et, akkor nem �otsz�or, hanem
huszon�otsz�or annyi r�eszletet lehet r�a��rni �es rajzolni a t�er-
k�epre. Ha t�avcs}ovel szeml�elj�uk az eget, akkor a t�avo-
li dolgokat k�etszer k�ozelebb hoz�o t�avcs�ovekkel nem k�et-
szer, hanem n�egyszer annyi csillagot tudunk megsz�amolni
egy csillagk�epben, mint szabad szemmel. Ha a c�arn}o pa-
rancs�ara nemcsak 10 napi j�ar�asnyi t�avols�agb�ol szednek
ad�ot, hanem mondjuk 14 napi t�avols�agb�ol, akkor majd-
nem k�etszerakkora summa j�on �ossze, nemcsak 40 sz�aza-
l�ekkal t�obb.
�Osszegezve: Ha nemcsak egy dimenzi�oban tekinj�uk a t�a-
vols�ag hat�as�at, akkor nemcsak egyszer}uen a t�avols�agot
kell �gyelembe venn�unk, hanem ink�abb annak a n�egyze-
t�et. A lejobb p�elda erre tal�an a k�et �es f�elezer �eves Pita-
gorasz-t�etel. Ha k�et napig v�andorlok Szib�eri�aban a h�o-
mez}ok�on, �es egyik nap keletre megyek p versz t�avol�agra
(verszt = r�egi orosz m�erf�old, 1067 m�eter), a m�asik nap is
keletre megyek q verszt t�avols�agra �es ��gy a k�et nap alatt
a kiindul�asi helyt}ol r verszt t�avols�agra ker�ultem, akkor
nyilv�an r = p + q. Ha pedig a m�asodik napon nyugatra
tartok, akkor r = p�q (felt�eve, hogy p � q). Ellenben ha
a m�asodik napon ak�ar �eszakra, ak�ar d�elre tartok, akkor
pedig r2 = p2 + q2. Azaz mer}oleges ir�any�u hat�asokn�al
nem a t�avols�agokat, hanem azok n�egyzeteit kell �gyelem-
be venni az �osszegz�esekn�el.

Kimondjuk m�ar v�egre a c��mszerepl}o t�etelt?

Jel�olj�on A;B; ::: t�erbeli pontokat. Az i �es j jel{ pontok
t�avols�ag�anak n�egyzet�et pedig jel�olje az ij jel�ol�es. Felh��-
vom a �gyelmet arra, hogy itt ij nem felt�etlen�ul sz�amsze-
r}us��tett, ink�abb csak a ter�uletm�ert�eke p�eld�aul egy olzan
(t�erbeli) n�egyzetnek, aminek k�et szomsz�edos cs�ucs i �es
j. Tekints�unk a h�aromdimenzi�os t�erben egy tetsz}oleges
ABC h�aromsz�oget, �es tekints�unk m�eg egy szetsz}oleges D
pontot a t�erben. Most k�epzelj�unk el egy olyan speci�a-
lis E pontot a t�erben, ami mind az A;B;C;D pontok
mindegyik�et}ol egyenl}o t�avols�agra van. Az E pontnak ny-
ilv�an az ABC h�aromsz�og k�or�e ��rhat�o k�or k�oz�eppontj�aban
a h�aromsz�og s��kj�ara mer}oleges egyenesen kell lennie. Ha
az A;B;C;D pontok egy s��kban vannak, akkor nem biz-
tos, hogy megv�alaszthat�o ezen a mer}oleges egyenesen az
E pont helyzete �ugy, hogy ett}ol a D pont is ugyanolyan
messze legyen, mint a az A;B;C pontok. De ilyen esetben

az E pontot az ABC h�aromsz�og s��kj�at�ol nagyon messze
l�ev}onek vessz�uk fel, �es elhanyagoljuk azt a pici hib�at, amit
azzal v�et�unk, hogy az E pontt�ol a D pont t�avols�ag�at is az
m�asik h�arom pont t�avols�ag�aval egyez}onek vessz�uk. Mi-
vel speci�alisan vett�uk fel az E pontot, ez�ert most az AE,
BE, CE, DE ter�uletek egyenl}oek.

Euler �ugynevezett n�egypont-t�etele azt mondja ki, hogy az
A;B;C;D;E pontokkal fel��rva ugyan�ugy az �ot�odrend}u
determin�ansot, mint ahogy azt fent tett�uk, a determi-
n�ans pontosan akkor lesz nulla, ha a D pont rajta van az
ABC h�aromsz�og s��j�an.

L�assunk egy p�eld�at: Egy kocka egyik lapj�anak a k�o-
z�eppontja legyen az E pont, a kocka �elhossza legyen 2
egys�egnyi, a szemk�ozti lap cs�ucsai pedig k�orbe legye-
nek A;B;C;D. Ekkor AB = BC = CD = DA = 4
AE = BE = CE = DE = 6 �es AC = BC = 8. Term�e-
szetesen ii �es ij = ji minden i; j pontra. Mindamellett a

0 4 8 4 6
4 0 4 8 6
8 4 0 4 6
4 8 4 0 6
6 6 6 6 0

sz�amn�egyzet determin�ansa val�oban nulla. Aki nem hiszi
sz�amoljon ut�ana, de berregtetheti a ,,sz�am��t�og�epes l�anc-
f}ur�eszt" is. (J�omagam l�ancf}ur�esze DERIVE 4.07 t��pus�u,
�es nem kell bele sem W95-�os, sem W98-as okt�ansz�am�u
�uzemanyag, sem k�ul�onleges motoralkatr�esz, ugyanis min-
denf�ele motorral m}uk�odik, m�eg roncstelepeken �ll�erek�ert
kaphat�o 286-os g�epekkel is, hagyom�anyos ,,DOS" �uzem-
anyaggal.)

De mit jelent mindez sok dimenzi�oban?

Egyszer egy tan��tv�anyom szent�ul hitte, hogy matematika
alapjai vannak az UFO-jelens�egeknek. A marslak�ok ige-
nis k�onnyed�en utazhatnak a negyedik dimenzi�oban. Erre
visszak�erdeztem, hogy ha m�ar ennyire j�ol ismeri a negye-
dik dimenzi�ot, akkor mondja m�ar meg, hogy h�any �ele van
egy n�egydimenzi�os kock�anak. Mert �en nagyon j�o isme-
rem a negyedik �es dimenzi�ot, valamennyire l�atok is ott,
de m�eg egyetlen nagyszem}u, cs�okev�enyes m�eret}u z�old em-
berk�et sem l�attam arrafel�e.

Ny�ajas olvas�o, ha nem tudja �On sem, h�any �ele van a
n�egydimenzi�os kock�anak, akkor a jelen ��r�as jelen szaka-
sz�at ink�abb hagyja ki, mert itt most azt k��s�erelem meg,
hogy megmagyar�azzam Euler t�etel�enek a jelent�es�et nem
kevesebb, mint 6 �es 10 dimenzi�oban. R�aad�asul k�etf�ele-
k�eppen is.

Ak�arhogyan is az �ot�odrend}u determin�ansban olyan szor-
zatok vannak el}ojelesen �osszeadva, melyek m�ert�ekegys�e-
ge a ter�ulet m�ert�ekegys�eg�enek az �ot�odik hatv�anya, azaz
nem n�egyzetcentim�eter, vagy k�obcentim�eter, hanem ,,ti-
zedhatv�anycentim�eter". M�ask�eppen sz�olva, tulajdonk�ep-
pen a t��zdimenzi�os t�erben van k�etszer hatvan darab t��zdi-
menzi�os t�eglatest�unk, melyek kiterjed�ese k�etdimenzi�on-
k�ent az ij ter�uletekkel van megadva, �es ezen ter�uletek
szorzata a t��zdimenzi�os t�eglatestek t�erfogata. (A t�egla-
testek k�oz�ott sz�ep sz�ammal vannak teljesen laposak is,
melyek t�erfogata nulla.) �Es az a t�eny, hogy a determin�ans



nulla, azt jelenti, hogy a t��zdimenzi�os t�eglatestek egyik
hatvan darabos halmaz�anak �osszt�erfogata megegyezik a
m�asik hatvan darabos �osszt�erfogattal.

A m�asik magyar�azat csak �ot dimenzi�o kiterjed�es}u. Ren-
delj�uk hozz�a az �otdimenzi�os koordin�atarendszer tengelye-
it egyes�evel az A;B;C;D;E pontokhoz, �es mind az �ot
ponttal k�ul�on-k�ul�on tegy�uk a k�ovetkez}oket: Az i pont-
hoz felvesz�unk egy i0 jel}u pontot az �ot dimenzi�oban �ugy,
hogy annak a j koordin�atatengely szerinti koordin�at�aja
�eppen az ij jel�ol�esel jel�olt ter�ulet. Euler t�etele tulajdon-
k�eppen azt �all��tja, hogy a D pont pontosan akkor van
rajt az eredeti h�aromdimenzi�os t�erben a az F s��kon, ha a
az �otdimenzi�os t�erben az orig�ot �es az �ot darab i0 ponttal
�osszek�ot}o �ot darab egyenes mind mer}oleges egyazon, az
orig�on �atmen}o egyenesre.

Nagyon neh�ez bizony��tani Euler t�etel�et, ugye?

Egy�altal�an nem! Csak a fenteml��tett Pitagorasz-t�etelt �es
a Descartes-f�ele h�aromdimezi�os koordin�atarendszert kell
felhaszn�alnunk. Ha m�ar �ujra sz�oba j�ott a t�obb mint
n�egy �evsz�azada sz�uletett francia �loz�ofus �es matematikus,
megengedem magamnak hogy csak egyszer}uen ,,D�ek�art"
n�even emlegessem, csak ��gy magyarosan. Fiatal kor�aban
katonak�ent haz�ankban is harcolt, de hadsereg�et �Ersek�uj-
v�arn�al megvert�ek annak a Bethlen G�abornak a csapatai,
akinek a k�ep�et most 2000-ben a 2000 forintoson l�athat-
juk. Akkort�ajt t�ort�ent D�ek�arttal, hogy a Duna mellett
t�obbsz�or �almot l�atott, melynek hat�as�ara felhagyott a ka-
ton�askod�assal, �es ink�abb a tudom�anynak �es �loz�o��anak
szentelte az �elet�et. (Az �almaihoz nyilv�an az a r�em�alom is
hozz�aj�arult, hogy sereg�et a mieink elp�aholt�ak, parancs-
nok�at elfogt�ak.)

Descartes | mint nagy �loz�ofus | mondta, hogy ,,Gon-
dolkodom, teh�at vagyok." Egyik doktoranduszom erre
alapozta az egyik mikroszoft-cs�ufol�o par�odiaprogramj�at.
A vind�oz-ablakban megjelenik Descartes k�epe, mintha
ma is �elne, mozog a sz�aja, �es magyarul | de term�eszete-
sen franci�as akcentussal | miel}ott megmerevedne az arc,
kimondja a Windows �loz�o��aj�at: ,,Gondolkodom, teh�at
fagyok."

Komolyra ford��tva a sz�ot: Tekints�uk a t�erbeli xyz koor-
din�atarendszert. Az �altal�anoss�ag korl�atoz�asa n�elk�ul fel-
tehetj�uk, hogy a ABC h�aromsz�og s��kja a z = 0 egyenlet}u
s��k, a C pont a x-tengelyen van, a D pont a z-tengelyen
van, Az A;B;C pontok x-koordin�at�aj�at jel�olje rendre
a; b; c Az A;B pontok y-koordin�at�aj�at pedig jel�olje a; b,
respectively. A C pont y-koordin�at�aja �es z-koordin�at�ak
mind null�aval egyenl}ok. A D pont eset�eben az x-koordi-
n�ata 0, az y-koordin�ata is 0, z-koordin�at�at pedig jel�olje d.
Most a Pitagorasz-t�etel miatt AD = a2+�2+ d2, BD =
b2+�2+d2, CD = c2+
2+d2, AB = (a�b)2+(���)2,
AC = (a � c)2 + �2, BC = (b � c)2 + �2, Mindezekb}ol
kisz�am��tva az Euler-t�etelbeli determin�ansot azt kapjuk,
hogy a determin�ans �ert�eke:

8d2((a� c)� � (b� c)�)2AE2:

Itt (a � c)� � (b � c)� nem lehet 0, mert ez azt jelen-
ten�e, hogy az ABC h�aromsz�ogben az A �es C pontokat

�osszek�ot�o egyenes ir�anytangense megegyezne a B �es C
pontokat �osszek�ot�o egyenes ir�anytangens�evel. Teh�at a
determin�ans akkor �es csak akkor nulla, ha d = 0. �Eppen
ezt �all��tja Euler t�etele!

Most elkezdj�uk a l�ancf}ur�esszel az erd}oirt�ast!

A l�ancf}ur�esz bemeleg��t�es�ere bizony��tsuk be a Heron-k�ep-
letet. Adott a s��kon egy tetsz}oleges h�aromsz�og. Ha a
ker�ulete 2s, k�et oldala pedig a �es b, akkor a Heron-k�eplet
szerint a h�aromsz�og ter�ulet�enek n�egyzete

s(s� a)(s� b)(a+ b� s):

Az a �es b oldalak k�oz�otti h�aromsz�og-cs�ucsot jel�olje C, az
a oldallal szemben legyen az A cs�ucs, a b oldallal szem-
ben legyen az B cs�ucs, a D pont pedig legyen a C cs�ucs-
b�ol indul�o magass�agvonal talppontja. M�armost a h�arom-
sz�og ter�ulete n�egyzet�enek n�egyszerese nyilv�an AB � CD.
Az �altal�anoss�ag korl�atoz�asa n�elk�ul feltehetj�uk, hogy s =
a+ b� 1. Most a Pitagorasz-t�etel miatt AD = b2 �CD,
BD = a2 � CD. Tudjuk tov�abb�a, hogy AB = (2s� a�
b)2 = (a + b � 2)2, AC = b2, BC = a2. Mivel most a
D pont az ABC h�aromsz�og s��kj�an van, az Euler-t�etelbeli
determin�ans �ert�eke nulla. Kifejezve ebb}ol az egyenletb}ol
CD �ert�ek�et, �es abb�ol k�epezve az AB � CD szorzatot, �es
azt szorzatt�a bontva azt kapjuk, hogy

4(a� 1)(b� 1)(a+ b� 1):

Ennek negyede | mivel s = 1 | val�oban

s(s� a)(s� b)(a+ b� s):

M�asodik gyakorlatunk az lesz, hogy megn�ezz�uk, milyen
�osszef�ugg�es �all fenn az r sugar�u k�orbe ��rt a; b; c oldal�u
h�aromsz�og oldalai �es k�or sugara k�oz�ott. Az A;B;C
pontokat ugyan�ugy vessz�uk fel, mint az el}obb. A k�or
k�oz�eppontja lesz a D pont. Most AB = c2, AC = b2,
BC = a2, AD = BD = CD = r2. Abb�ol, hogy az
Euler-t�etelbeli determin�ans nulla, azt kapjuk, hogy

a2b2c2 = r2((a2 + b2 + c2)2 � 2(a4 + b4 + c2)):

Ebbe az egyenletbe c2 hely�ere az a2 + b2 k�epletet
helyettes��tve azt kapjuk, hogy c = 2r, �es ford��tva, c
helyett a 2r k�epletet behelyettes��tve azt kapjuk, hogy
c2 = a2 + b2. Mindez azt jelenti, hogy az Euler-t�etelnek
speci�alis esete a Pitagorasz-t�etel.

Jel�olje az A cs�ucsn�al l�ev}o sz�oget �. Most nem megv�altoz-
tatva ezt a sz�oget, a fenti k�epletben c �ert�ek�et v�alasszuk 1-
nek, b �ert�ek�et pedig 2r-nek. Ekkor nyilv�an a = 2c cos�).
Mindezt be��rva a k�epletbe
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