Euler egy elfelejtett geometriai tétele

Hujter, M.
2000. oktéber

Tartalmi Gsszefoglald: Euler egyik elfelejtett tétele de-
terminansokra és pontok tavolsdgara vonatkozik. Ha nem
gond Otszor-6t6s determinansokkal szamolnunk, akkor a
tétellel a geometrai szamitasaink — s6t a nehéz geomet-
riai tételek bizonyitasai is — pillanatok alatt elvégezheto
rutinfeladattd valhatnak. A jelen dolgozatban nemcsak
ilyen bizonyitdsi mdédszereket kivanunk tanitani, hanem
— némi fanyar humorral vegyitve — Euler és kortdrsai
gondolatainak, felfedezéseinek matematikatorténeti hat-
terét is ismertetjiik.

Bevezetés, avagy a favagé keservei

Euler minden id6k egyik legjobb matematikusa. Nagyon
sok fontos tétele ismeretes. Van koztiik egy geometriai
tétel, amit azonban még a szakemberek is csak alig-alig
ismernek. Jomagam is csak véletlenill talaltam rd. Az-
tan pillanatok alatt megszerettem. Szinte minden héten
felhasznalom, amikor fels6éves egyetemi hallgatoknak ta-
nitok alkalmazott matematikat. Kiilonosen olyankor na-
gyon praktikus a tétel, amikor szamitasi munkainkhoz fel-
hasznalhatunk olyan szamitégépes szoftvert is, ami képes
nemcsak numerikus szamitdsokra, hanem formélis algeb-
rai miiveletekre is.

Jémagam a DERIVE program 4.07-es valtozatat haszné-
lom DOS kérnyezetben. Ennek fejlettebb valtozatdt az
internetrél konnyen letolthetjiik. Alkalmasak ilyen célra
a MAPLE, a MATHCAD, a MATHEMATICA, a MAT-
LAB programcsomagok is. Ha netan az olvasénak van
szamitégépe, sziiksége is van geometriai szamitasokra, de
nem ismer a fent felsorolt programok kozil egyet (s6t
még hasonl6t) sem, annak okitdsdra hadd mondjak el egy
anekdotat.

Az amerikai favagé (az ottani ,,székely”) hallotta a kocs-
maban, hogy lancfiirésszel akar Otszor annyi fat is ki le-
het vagni naponta, mint fejszével. Keservesen megsporolt
pénzén vett tehdt egy lancfiirészt, de egy hét milva mél-
tatlankodva vitte vissza a boltba az alaposan megviselt
eszkozt mondvan, hogy barmennyire is erolkédik, még
annyi fat sem tud vele kivdgni, mint korabban a fejszé-
jével. | Bizonyara nem szakszeriien beallitva hasznélta a
gépet”, mondta udvarias rosszalldssal az eladd, és beran-
totta a motort. ,,Hoppa!”, mondta a favigé, ,,Mi ez a
furcsa zaj?”

Nydjas Olvas6! A szamitégép, amely képes akdr egy Ot-
szOr 0t0s determindnsot is egy pillantas ideje alatt kisza-
molni (nemcsak numerikusan, hanem képletekkel is), az
a mi lancfirésziink. Euler tétele lesz a zsindr, amit meg
kell ismerniink és vele be kell rantanunk a motorflirészt,
hogy a hosszas szamolasok favagé munkajat lényegesen
megkonnyitsiik.

Ki volt Euler, az ,,ezerszemii” gyengénliats?

Nem mads, mint a haromszdaz évvel ezel6tti bazeli kalvinis-
ta plébanos fia! Paul Euler plébanos tr is okos ember le-

hetett abban az idében, amikor itt Magyarorszagon a ku-
rucok kergették a labancokat (vagy éppen forditva). Paul
papa, amikor a bazeli egyetemen teoldgidt tanult, szorgo-
san latogatta a kés6bb messzi {61don is hiressé valt bazeli
matematikuscsaldd egyik tagja, Jacob Bernoulli el6ada-
sait, annak occse, Johann Bernoulli pedig joé baratja volt.
(Tulajdonképpen Paul és Johann egyiitt laktak Jacob h&-
zédban egy ideig.)

Jacob az ,,Ars conjectandi’, azaz a ,,taldlgatds tudoma-
nya” témdban irt konyvében oldotta meg a tetszOleges
rogzitett k = 3,4,5, ... esetén az 1¥ + 2F 4 .. 4+ nF Gsszeg
zart képletbe forméldsanak kérdését. A k =1és k =2
esetek mar kordbban is ismertek voltak; az elébbi az
n(n + 1) szorzat fele, az utébbi a (2n)(2n + 1)(2n + 2)
szorzat 24-ede. A kérdéskornek még teoldgiai jelentdsé-
ge is van, mert k = 1, n = 17 esetén a Jézus feltdma-
désa utani ,,csodalatos halfogds” 153-as szamét kapjuk,
n = 6-6, esetén pedig a Jelenések konyve alapjan az ,,an-
tikrisztus” szamaként elhiresiilt 666-ot. Ez utébbi szam
maér csak azért is érdekes, mert a 6-os szamra épiil, ami
maga is 1 4+ 2 + 3 alakt, és itt 3 maga is 1 + 2 alaku,
marpedig a hires latin mondas szerint ,,omne trinum per-
fectum”, azaz ,,minden, ami hdrmas, tokéletes, harom
az Isten igaza”. A tokéletes szdmok az aritmetikdban —
definicié szerint — olyan tulajdonsaguak, hogy a naluk
kisebb pozitiv osztoik Osszegei. A harmas ebbdl a szem-
pontbdl is tokéletes, s6t még a kétszerese, a hatos is az.
Nekiink magyaroknak kiilénosen kedves az ,,6t6dik toké-
letes szam”, 33550336, amit Matyés kirdlyunk matema-
tikaprofesszora, Regiomontanus taldlt meg 1461-ben. A
tokéletes szamokrol még annyit, hogy minden eddig talalt
tokéletes szam olyan 1+2+ 3+ ... +n alakd szdm, ahol n
nemcsak, hogy primszam, hanem kettes szdmrendszerben
csupa l-essel, méghozza primszam darab egyessel irhaté
fel. (A primszadmok — definici6 szerint — olyan 1-nél na-
gyobb egészek, melyek semmilyen naluk kisebb, de 1-nél
nagyobb szdmmal nem oszthatdk.) A kettes szdmrend-
szerben felirt n = 11,111, 11111, 1111111,1111111111111
szamok tizes szamrendszerben a kovetkezo tokéletes sza-
mokat adjak: 6, 28, 496, 8128, 33550336. Ezek koziil az
els6 négy maér a régi gorogoknél is csodalat targya volt,
az utols6 pedig — mint fent emlitettiik — Regiomonta-
nus (magyarosan: Kirdlyhegyi Jdnos) jévoltabdl félezer
éves. A jelen iras cimszerepldje, Leonhard Euler is talalt
késobb két tijabb tokélete szamot, méghozza azokat, ame-
lyeket eloallité n szamok kettes szamrendszerben 17 és 19
egyessel franddk le. Euler tokéletes szamai tehat olyan
1+ 2+ ... +n alaki szdmok, ahol n = 26+6+6+1 _ 1 Ayt
is Euler bizonyitotta, hogy egy paros tokéletes szdm min-
dig 142+...4+2™—1 alakd, ahol m egész és 2™ —1 prim. A
paratlan tokéletes szamokrdl pedig 6 sem tudott semmit
mondani, még azt se, hogy léteznek egydltalan. Most az
évezred legvégén is csak annyit tudunk, ha létezik egyal-
talan paratlan tokéletes szam, akkor annak iszonyatosan
nagynak kell lennie. Egyszer maga Descartes — akirdl
majd késobb részletesebben lesz sz — azt hitte, hogy
sikeriilt paratlan tokéletes szamot talalnia. Vette ugyanis
a (11-2002 — 1) - 3003 - 3003 szép szorzatot, és mivel en-



nek pontosan annyi osztdjat talalt, melyek Gsszege mege-
gyezik a tekintett szorzattal, azt gondolta, megfogott egy
paratlan tokéletes szamot. De elnézte a szamolast, hiszen
a tekintett szorzatnak 19 is primtényezgje, és a 19-et és
annak tobbszoroseit kifelejtette az osztok koziil.

A két legkisebb tokéletes szam, a 6-os és a 28-as is fontos
a teolégidban a fentemlitett 153 = 32-17 és 666 = 2-3%-37
mellett. A 6-os tokéletességét az is mutatja, hogy a Jo-
isten hat nap alatt teremtette a vildgot. A 28-as szdm
pedig azon éjszakdk szdma — napnyugtatdl szamitva az
éjszakit — amig a hold lathaté. A huszonnyolcadik éj-
szakdn aztan mar csak napkelte elott lehet megpillantani
a holdat keleti irdnyban, majd vagy masfél, vagy két és
fél nap mulva nyugaton jelenik meg djra az ,,4j” hold. A
hold egyes fazisai — 1djhold, elsé negyed, telihold, utolsé
negyed, a hold eltlinése — kozott igy 66 nem holdfazisos
éjszaka telik el Mdté evangéliuma szerint Jézus nemzet-
ségtdblaja is hasonlé rend szerint épiil fel. A teremtéstél
— a nagy ujholdtél — D4évid kirdlyig — a nagy telihol-
dig — 14 nemzedék a 14 napnak megfelel6en, Davidtol
a babiloni fogsdgig — ami a hold eltiinésének felel meg
— tjra 14 nemzedék, majd Jézusig — az 1j nagy telihol-
dig — djra 14 nemzedék. Jézus haldla — a megvéltas
— teliholdkor — a hénap 14. napjan — kovetkezett be,
ami pénteki nap volt — a hét 6. napja —, a feltdmadés
pedig harmadnapra, a hét elsé napjara — vasarnapra —
kovetkezett be.

Az 1+2+ ...+ n alaki, ugynevezett , haromszogszamok”
teologiai kapcsolata mar csak azért sem elvetend6 gon-
dolat, mert nemcsak Paul Euler, hanem tanara, Jacob
Bernoulli is kezdetben teolégiat tanult. Igazabdl Kiraly-
hegyi is kinevezett piispok volt! Neki csak azért nem
sikeriilt n = 2646+ _ 1 mindegyikére az n-edik hirom-
szogszamként nemcsak egy, hanem két 4j tokéletes sza-
mot is taldlni, mert 2!'' —1 = 2047 nem primszdm, hiszen
2047 = 23 - 89, ezért a 2047. haromszogszam osztdinak
Osszege a 23 és a 89 tobbszorosei miatt nagyobb lesz, mint
maga a 2047. hdromszogszam.

Jacob Bernoulli eredményeit targyalva ne felejtkezziink el
a k = 2 esetrdl sem az 1% 4+ 2F 4+ ... + n¥ Gsszegnél. Az
egyik legszebb példa: 12 + 22 + ... + 242 = 4900 = 702,

Rakjunk le egyforma &dgytgolydkat vizszintesen egy 24-
szer 24-es négyzetbe gy, hogy a golydk egymassal észak-
rol, délrol, keletrdl, nyugatrdl érintkezzenek. A keletke-
zett 23-szor 23 godorbe djra rakjunk golydkat, és ezt foly-
tassuk a fels6bb rétegebe is. Osszesen tehat 4900 goly6t
tudunk igy guldba rakni. Az n réteget tartalmazé ku-
pacot befoglalé négyoldali gula térfogatdt konnyen Kki-
szamithatjuk. Mar négy évszdzada Kepler ugy sejtette,
hogy ha a lehetd legsiiriibben akarjuk elhelyezni a térben
a golyokat, akkor az elmondott mddszernél nincs jobb.
Ezt azonban — teljes precizitdssal és elfogadhatéan egy-
szerlien — mindmaig senkinek sem sikeriilt bebizonyitani.
(A zsenidlis Keplerrdl itt most csak annyit, hogy karrier-
jét csillagjoslassal és mestere kutatdsi eredményeinek el-
tolvajlasaval kezdte, tovabba a bolond Rudolf kiralyunk
még inkabb elbolonditasaval, aztdn nagyszabasu peres-
kedései kozott azt is komolyan bizonyitania kellett a tor-

vény el6tt, hogy édesanyja nem igazi boszorkdny (akit be
is borténoztek ezzel a vdddal).

Az azonban nem volt szép dolog Maddchtdl, hogy Kepler-
nét ledér noként tette meg 6sanyanknak, Evénak a Tra-
gédidban.)

Borbala asszony ugyan nem volt jé felesége Keplernek,
meg is Oriilt, és hamar meg is halt, de hagyott legalabb né-
mi vagyonkat a gyermekeire. Kepler kés6ébb djra ndsilt,
most mar nagy koriiltekintéssel megvalasztva a meny-
asszonyt, de masodszorra sem volt t1l sok szerencséje.
Maradjunk még egy kicsit Kepler 4900 agyugolyéjanal,
melyek 24 rétegben vannak gildaba rakva. Le lehet-e
szedni a rétegeket egészben a gulardl gy, hogy a réteg-
négyzetekbdl éppen egy 70-szer 70-es négyzetet rakjunk
ki? Ezt Gardner, a hires matematikus-rejtvénykészité
kérdezgette 1966-t61 kezdddGen. Rendkiviil nehéznek
bizonyult a feladat! Természetesen senki sem tudott
el6allni a megoldassal, pedig nagyon sokan prébalkoztak.
Aztan 1978-ban Mullin bebizonyitotta — nagyon nehéz
szamolasok utdn — hogy nem lehet a kivanalmaknak
megfeleléen lebontani a gulét.

Nyolc évvel ezel6tt magam is megprébalkoztam a bizo-
nyitas leegyszerisitésével. Bevallom, nem sikeriilt. Azt
azonban észrevettem, hogy ha a rétegeket nem egy 70-szer
70-es négyzetbe, hanem egy 71-szer 71-esbe kell raknunk,
akkor meg lehet oldani a feladatot.

A 1F +2F 4 . 4 n¥ Gsszegrél a k = 3 esetben csak meg-
emlitjiik, hogy Jacob Bernoulli eredményei szerint ez az
Osszeg éppen a n-edik haromszogszam négyzete. Ez a
fentemlitett ,,teoldgiai” szamoknak meg a szerencseszam-
ként is ismeretes 6. haromszogszamnak, a 21 = 3 - T-nek
is kiilon érdekességet ad, hiszen

1-1:142-2-24...46-6-6=32-72

1-1-142-2:24...4+7-7-7=2*.7?
1-1-142-2-24...417-17-17=1532=3*.172
11142224 ...4(6-6)-(6-6)-(6-6) = 666 - 666

Jacob Bernoulli 6ccse, Johann — Paul Euler jébardtja —
kezdetben orvosnak késziilt, bar apja keresked6nek szan-
ta. Neki koszonhetjiik a — tanitvanyarol elnevezett —
L’Hospital-szabdlyt. (Ennek a szabdlynak a segitségével
nagyon jol kozelithetjiikk példaul két nagyon kicsi pozitiv
szam hanyadosat, mint példaul az (1 — cos2x)/x? ha-
nyadost, oly médon, hogy a szamlalét is és a nevezét is
néhanyszor derivaljuk — mindegyiket ugyanannyiszor —
amig csak a a hdnyadosuk konnyen megbecsiilhet6vé nem
valik. Példank esetében a szamlalé masodik derivéltja
4 cos 2z, a nevezdé 2, igy az eredeti hanyados nagyon ko-
zel van 2-hoz, hiszen cos 2z nagyon kozel van 1-hez.

Paul Euler plébanos ur nemcsak a tandrat és baratjat va-
lasztotta meg jol, hanem élete parjat is. Felesége szintén
régi béazeli tuddscsalddbdl szarmazott. A jelen irdsunk
cimszereploje 1707. aprilis 15-én sziiletett és a Leonhard
nevet kapta a keresztségben. Mivel a csaldd tudasvagy-
ban nem, de anyagiakban meglehetésen sziikolkodott, az



apa a fidt papnak szdnta. Mivel nem esik messze az al-
ma a fajatdl, és ifjukordban maga Paul Euler is szeretet-
tel foglalkozott matematikaval Jacob Bernoulli iranyitasa
mellett, nem meglepd, hogy az ifji Leonhard is nagy szor-
galommal latogatta Jacob 6cesének — apja baratjanak —
Johannak az 6rédit. (Jacob mar Leonhard sziiletése el6tt
meghalt.) Johann Bernoulli hamar felismerte az ifju Le-
onhard Euler kirobbané tehetségét, és kiilon is foglalko-
zott vele. Leonhard jé baratja lett Johann Bernoulli két
fianak, Nicolausnak és Danielnek is, akik szintén hires
matematikusok lettek késébb. A Bernoulli csaldd aztan
rabeszélte Euler papat, hogy hadd ne menjen papnak Le-
onhard, aki azutan annak rendje és médja szerint kivald
eredménnyel magiszteri tudomanyos fokozatot szerzett.

Ez méar hidrom évszazada is igy volt: Miutan a rendki-
viil tehetséges fiatalember kitind eredménnyel befejezi a
tanulmanyait, egyszertien nem jut neki semmilyen allas.
Tizenkilenc évesen sikerteleniil palyazott meg egy tanéri
alldst, mellékelve hangtani targyu disszertdcigjat. Csak-
hamar elnyerte a parizsi akadémia elismerését is egy ha-
jozassal kapcsolatos probléma megoldasaval egy palyazat
keretében. Elismerés, szakmai siker volt tehat, de meg-
élhetés nem. Az egészbdl az lett, hogy hiszévesen feliilt
egy rajnai hajora, és a tengerre érve elvitorldzott Szent-
pétervarra, ahol baratai, a korabban odatelepiilt Daniel
és Nikolaus vartak. Ok eszkozoltek ki az djonnan alapi-
tott akadémian egy meghivast az ifja Eulernak. Mit tesz
az egy nyomorgd zseninek, ha nem a mathezis, nem is a
physica, hanem az élettan tudomanyaban kell miikédnie?
Megélhetési gondjai nyilvan folyamatosan voltak, de ma-
ganéleti gondjai nem nagyon, hiszen Euler 1741-ig ott
is maradt a Szentpétervari Akadémidn, és meg is ndsiilt
26 éves kordban. Felesége a festOakadémia igazgatdja-
nak lednya. (Kés6bb Osszesen tizenhdrom gyermek szii-
letett Eulerrékndl.) Eulernek a munkdja is kozelebb ke-
rilt a matematikdhoz. Az akkoriban iszonyatos mére-
tlivé hatalmasodé Oroszorszag térképeinek kidolgozasan
munkalkodott. Rament fél szeme vildga harmincegy éves
kordban. Aztan a politikai helyzet is elromlott Oroszor-
szagban, és ez — tobbek kozott — a tudomany miivel-
hetOségének sem tett jot. fgy 1741-ben Euler elfogadta
a berlini akadémi ajanlatat, és az ottani akadémia mate-
matikai osztalyanak vezetdje lett 1766-ig.

Katalin carné akkor visszahivta Szentpétervarra. Az ak-
kor 59 éves Euler munkalendiilete azonban még teljesen
toretlen, bar mar megmaradt fél szemére is majdnem tel-
jesen vak. Elete végéig, 1783-ig, rendkiviil sok tudoma-
nyos mivet irt és diktalt tanitvanyainak. A negyedé-
vezreddel ezel6tti matematika minden fejezetében vannak
rendkiviil fontos, Eulertdl szarmazé eredmények. Annyi
a Euler-tétel, hogy nagyon kénnyii egyet — ha még oly
fontos is — egy kis idére elfelejteni.

Euler olyannyira termékeny és zsenidlis volt, annyira ész-
revett mindent, ami akar nehezen észrevehetd, akar nem
lehetett nem észrevenni, hogy a vaksi tuddst ,,ezersze-
mi” mesternek nevezték. ,,Olvassdk Eulert, 6 a meste-
riink mindenben,” irta a francia Laplace, az Euler utani
tuddsnemzedék egyik legkivalébbja. (Laplace nemcsak

kival6 tudds volt, hanem igazi jé koponyegforgaté politi-
kusként is nevet szerzett. Egyszer, amikor az akadémia
titkari székére a Fourier és a Biot nevek koziil kellett
valasztani, Laplace ezt nyilatkozta — feltehetben azért,
hogy egyik jelolt partjanak a jéindulatat se veszitse el —:
,,Két szavazolapot toltottem ki, az egyiket megsemmisi-
tem, a masikat az urndba teszem; igy magam sem tudom,
kire szavaztam.” Tén kiatalalta, Nydjas Olvas6 — hiszen
politikusrdl van sz6 —, hogy mindkét cédulan ugyanaz a
név szerepelt?)

Mi az a rettenetes ,,determinans”, és hogy a
csuddba végezziink vele?

A jelen munka cimszerepléje egy olyan tétel, amely Ot-
szOr 6t6s determindnsok kiszdmitasat igényli. Akinek pa-
piron kézzel kell ilyen determinansokat siirtin kiszamolni,
az még a haromszaz évvel ezel6tti bazeli plébanos nejét is
felemlegeti. De Euler munkdassiaga é6ta eltelt egy negyed
évezred, és egy ujkiadasu vaskos tudoméanyos konyv ara-
bol mér egészen j6 szédmitégépet lehet venni. Azzal pedig
ugyanolyan koénnyedséggel lehet akar O0tszor 6tos deter-
mindnsokat is szdmolni, amilyen kénnyen el lehet osztani
mondjuk kalkuldtorral egy nyolcjegyl szamot egy masik
nyolcjegyuvel, vagy ki lehet szamitani a 2 tizenkettedik
gyokét (ez utébbi a zenében fontos szdm).

Ezer éve a papat (a magyar kirdlysdg alapitdsdban II.
Szilveszter néven kozremiikodd), kordbban matematikd-
ban (is) kivalé Gerbert (ejtsd: Zserber) bardtot irigyei az-
zal vadoltak, hogy az 6rdoggel cimbordl, mert csak az 6r-
dog tanithatta meg arra, hogy akar tizezernél is nagyobb
szamot akar szdazndal is nagyobb szdmmal el tud oszta-
ni, mikozben a magakészitette tologatds szamologépét —
az zserberi abakuszt — piifoli. Majdnem négyszdz éve
a flatal Pascal adéhivatalnok apjdnak fogaskerekes sza-
molémasinat szerkesztett. Fél évszdzada Neumann Jd-
nos pedig azzal az otlettel jott el6, hogy a gépzongorak
kottajaként lizemelo lyukszalagokkal nemcsak adatokat,
hanem bonyolult szamitasi utasitdsokat is lehet adni egy
gépnek, aminek ha ideje nem is, de a tiirelme végtelen a
favagd szamolgatdsokhoz.

De mi az a determindns, és hogyan kell kiszdmolni? Tet-
szbleges pozitiv n-re van értelme n-edrend— determinédns-
rél beszélni. Adva van n-szer n szam vagy képlet, ezeket
elrendezziik n darab sorban egymaés ald, minden sorba
pontosan n darab szdmot vagy képletet rakva. Az elsd
sort jelolje mondjuk az A szimbdlum, a méasodikat a B
szimbdlum, stb., az utolsé sort pedig mondjuk a Z szim-
bélum. Az oszlopat jeloljék ugyanugy az A, B, ..., Z
szimbdlumok. Egy tetszoleges ¢ szimbdélum sordnak és
j szimbdélum oszlopanak keresztezodésében &llé szamot
vagy képletet az ij kettOs szimbolummal jeloljiik. Neve-
zetesen a méasodik sor elsé eleme igy a B A szimbdlum lesz,
az utolsd sor utolsd eleme pedig a ZZ szimbdlum. Most
az egész tablazat determindnsa definicié szerint egyetlen
szam vagy képlet lesz, ami a tablazatban szerepl6 sza-
mok vagy képletek egymassal valé Osszeszorzasaval és a
szorzatok elGjeles Osszeaddsaval keletkezik.

Ha n = 1, akkor a determinans definici6 szerint maga az



egyetlen szam vagy szimbdlum, ami ott van, azaz [AA] de-
termindnsa AA. Han = 2, akkor definici6 szerint [54 32 ]
determinédnsa az AA-BB— AB-BA képlet. Nagyobb n-re
pedig ugy definialjuk a determindns értékét, hogy elészor
leirjuk az

(-1)k-AA-BB...-ZZ

szorzatot a k = 0 értékadassal, aztan hozzadjuk azt a
hasonléan képzett szorzatot, amit gy kapunk, hogy a
szorzbtényezd kétbetiis szimbdélumok koziil kettét kiva-
lasztunk, azoknak a masodik elemét egymassal felcserél-
jik, tovabba k értékét eggyel noveljiik.

Ezutdn egy harmadik tag is kovetkezik, amit ugyanugy
képeziink. Es igy tovabb mindaddig, amig az Gsszes le-
hetséges szorzatot nem képeztiik.

Ettol a ponttdl kezdve a jelen {ras felhasznélja a szami-
togép aprolékos munkajat. Példanak okaért a kompjute-
remmel kiszamittattam a 3-adrendii, a 4-edrendii, és az
5-6trendli determindnsokat.

Ezek az aldbbi hdrom képletben lathatdk (az utébbi kettd
szorzattd alakitdsok utdn némileg révidebb forméban).
AA-BB-CC—-AA-BC-CB—-AB-BA-CC+ AB -
BC-CA+AC-BA-CB—-AC-BB-CA
AA-(BB-(CC-DD—-CD-DC)+BC-(CD-DB—-CB-
DD)+ BD-(CB-DC —-CC-DB))— AB-(BA-(CC -
DD —-CD-DC)+BC-(CD-DA—-CA-DD)+ BD -
(CA-DC—-CC-DA))+ AC-(BA-(CB-DD—-CD -
DB)+BB-(CD-DA—-CA-DD)+ BD-(CA-DB -
CB-DA))—AD-(BA-(CB-DC —-CC-DB)+ BB -
(CC-DA—-CA-DC)+BC-(CA-DB—-CB-DA))
AA(BB-(CC-(DD-EE-DE-ED)+CD-(DE-EC—DC-
EE)+CE-(DC-ED-DD-EC))-BC-(CB-(DD-EE—
DE-ED)+CD-(DE-EB—-DB-EE)+CE-(DB-ED—DD-
EB))+BD-(CB-(DC-EE—-DE-EC)+CC-(DE-EB—
DB-EE)+CE-(DB-EC—-DC-EB))-BE-(CB-(DC-
ED-DD-EC)+CC-(DD-EB—DB-ED)+CD-(DB-
EC-DC-EB)))—AB-(BA-(CC-(DD-EE—DE-ED)+
CD-(DE-EC—-DC-EE)+CE-(DC-ED—-DD-EC))—
BC-(CA-(DD-EE—-DE-ED)+CD-(DE-EA—-DA-
EEY+CE-(DA-ED—-DD-EA))+BD-(CA-(DC-EE—
DE-EC)+CC-(DE-EA-DA-EE)+CE-(DA-EC—-DC-
EA))-BE-(CA-(DC-ED—-DD-EC)+CC-(DD-EA—
DA-ED)+CD-(DA-EC—-DC-EA)))+AC-(BA-(CB-
(DD-EE—-DE-ED)+CD-(DE-EB—-DB-EE)+CE-
(DB-ED—-DD-EB))-BB-(CA-(DD-EE—DE-ED)+
CD-(DE-EA—-DA-EE)+CE-(DA-ED—-DD-EA))+
BD-(CA-(DB-EE—-DE-EB)+CB-(DE-EA—DA.
EE)+CE-(DA-EB—DB-EA))—BE-(CA-(DB-ED—
DD-EB)+CB-(DD-EA—DA-ED)+CD-(DA-EB—
DB-EA)))—AD-(BA-(CB-(DC-EE—-DE-EC)+CC-
(DE-EB-DB-EE)+CE-(DB-EC—-DC-EB))—BB-
(CA(DC-EE-DE-EC)+CC-(DE-EA-DA-EE)+CE-
(DA-EC—-DC-EA)+BC-(CA-(DB-EE-DE-EB)+
CB-(DE-EFEA-DA-EE)+CE-(DA-EB—-DB-EA))—BE-
(CA-(DB-EC—-DC-EB)+CB-(DC-EA—-DA-EC)+
CC-(DA-EB—DB-EA)))+AE-(BA-(CB-(DC-ED—
DD-EC)+CC-(DD-EB—DB-ED)+CD-(DB-EC—
DC-EB))-BB-(CA-(DC-ED-DD-EC)+CC-(DD-

EA-DA-ED)+CD-(DA-EC—-DC-EA))+BC-(CA-
(DB-ED—-DD-EB)+CB-(DD-EA—DA-ED)+CD-
(DA-EB—DB-EA))—BD-(CA-(DB-EC—-DC-EB)+
CB-(DC-EA-DA-EC)+CC-(DA-EB—DB-EA)))
Nydjas Olvaso, sikeriilt teljesen elriasztanom? Mi lehet
akkor, ha n értéke nem csak 5, hanem jéval nagyobb? An-
nyit azonban vigasztaldsul hadd irjak ide, hogy ha konk-
rét szamadatokkal kell dolgoznia a gépnek, akkor szam-
talan triikk bevethet6 a szamitasok legegyszertisitése cél-
jabol. Errol konyveket irtak mar, és az ilyen tudoma-
nyokban nagy érdemei vannak Kdnig Dénes és Egervary
Jend matematikusainknak szdzadunk elsé felébdl, akikrél
a magyar modszer elnevezés is meghonosodott a modern
matematikaban.

Mire j6 ez a szornytiliséges determinans?

Nagyon sok mindenre j6 a determinans fogalma és kisza-
mitdsa! Példaul, ha a 3z + 2y = 9,x + 4y = 8 egyen-
letrendszert akarjuk megoldani, akkor az x értékét a [3 2]
tdblazat (mds néven mdtrir) determindnsdnak és a [3 3]
determinansanak hanyadosaként is megkaphatjuk. Azaz
x=1(9-4—2-8)/(3-4—1-2) = 2. T6bb ismeretlenre, Un.
linedris egyenletrendszerre is miikodik valami hasonld.
Ez a nevezetes Cramer-szabdly, amit az Eulerrel majd-
nem egyidds, szintén svéjci matematikusrol és filozéfusrél
neveztek el. (Cramer talédlta fel azt a paradoxont is, mi-
szerint egy n-edfoku egyenlettel megadhaté gorbét nem
mindig hatdroz meg n(n+3)/2 pont, de eggyel tobb pont
mar tulhatdrozza.)

Ime egy masik el6forduldsa a 2-odrendii determindnsnak:
Ha kozos nevezdre hozzuk és egymdsbdl kivonjuk az a/b
és c/d torteket, akkor a szamlaléba [ §] determindnsa,
a nevezObe pedig a cd szorzat keril. Ha a,b,c,d pozi-
tiv szamok, akkor a koordinatarendszerben az origé és a
(0,b), (d,0) pontok alkotta derékszogli hdromszog terti-
lete éppen a fenti nevezd fele, azaz bd/2, mikozben az
origd, az (a,b) és a (c¢,d) pontok hdromszogének tertilete
éppen a fenti szamlalé fele, azaz a [ ] determindns ab-
szolutértékének a fele. Ezért aztdn az origd, az (a,b) és
a (¢, d) pontok pontosan akkor vannak egy egyenesen, ha
[¢ ¢] determindnsa nulla. Hasonlé 4llitdsok magasabb di-
menziéban is igazak. Es ilyen jellegli lesz 6t dimenziéban
is Eulernak ebben a dolgozatban targyalt tétele.

Miért éppen tavolsagok négyzete?

Ha egy egyenes vonalon mozgunk, és arra vagyunk ki-
vancsiak, hogy két pont mennyire van kozel vagy ta-
vol egymdshoz, nyilvanvaléan az egyenes menti tavolsa-
got szamolunk. Ha elore haladunk, hozzadjuk a tavolsa-
got, ha visszafelé haladunk, levonjuk a tavolsdgot abbd
a szambodl, ami kifejezi, milyen messze jutottunk. Mi-
nél nagyobb tavolsagot tesz meg valaki, annédl nagyobb
az utazasi hatékonysaga. A két dolog természetes médon
egyenes aranyban all egymaéssal.

Az viszont mar Euler koraban is vildgos volt az okos em-
bereknek, hogy a sikon (vagy a (fold)gémbe felszinén), és
térben sokkal bonyolultabbak a tavolsagi viszonyok.



Ha Euler kiteritett egy térképet egy hatalmas asztalra, és
hogy romlé szemével is jol lathassa a sotét szentpétervari
estéken, odatett az asztal kozepére egy talpas gyertya-
tartot, akkor megfigyelhette, hogy egy kétszer magasabb
gyertyatartoba nemcsak 2, hanem 4 gyertyat kell tennie,
ha a gyertyatartd tovénél ugyanolyan megvilagitast akar
a térképen. Azt is tudtdk a szentpétervéri pattantyuisok,
hogy ha egy dgytval mondjuk 6t6dével messzebb akarnak
elléni, akkor nemcsak 20 szdzalékkal tobb puskaport kell
az agyucsébe tomni, hanem majdnem masfélszer annyit.
Azt pedig mar Kepler is tudta méasfél évszazaddal Euler
el6tt, hogy a bolygdknak a napra meroOleges irdnyu se-
bessége nem a naptdél mért tavolsiggal, hanem annak a
négyzetével forditottan ardnyos. Az is vildgos volt Euler
kortil minden térképkészitonek, hogy ha megbtszorozik
mondjuk egy térkép 1éptékét, akkor nem Otszor, hanem
huszonotszor annyi részletet lehet rairni és rajzolni a tér-
képre. Ha tavcsovel szemléljiikk az eget, akkor a tavo-
li dolgokat kétszer kozelebb hozé tavesovekkel nem két-
szer, hanem négyszer annyi csillagot tudunk megszamolni
egy csillagképben, mint szabad szemmel. Ha a carné pa-
rancsara nemcsak 10 napi jardsnyi tavolsdgbdl szednek
adét, hanem mondjuk 14 napi tdvolsagbdl, akkor majd-
nem kétszerakkora summa jon Ossze, nemcsak 40 szaza-

lékkal tobb.

Osszegezve: Ha nemcsak egy dimenziéban tekinjik a ta-
volsag hatasat, akkor nemcsak egyszeriien a tavolsagot
kell figyelembe venniink, hanem inkabb annak a négyze-
tét. A lejobb példa erre talan a két és félezer éves Pita-
gorasz-tétel. Ha két napig vandorlok Szibéridban a ho-
mez6kon, és egyik nap keletre megyek p versz tavoldgra
(verszt = régi orosz mérfold, 1067 méter), a masik nap is
keletre megyek g verszt tavolsagra és igy a két nap alatt
a kiindulasi helytol r verszt tavolsagra kertiltem, akkor
nyilvan r = p + q. Ha pedig a mésodik napon nyugatra
tartok, akkor 7 = p— ¢ (feltéve, hogy p > ¢). Ellenben ha
a méasodik napon akar északra, akar délre tartok, akkor
pedig 72 = p? 4 ¢%. Azaz meréleges irdnyu hatdsoknal
nem a tavolsagokat, hanem azok négyzeteit kell figyelem-
be venni az 6sszegzéseknél.

Kimondjuk mar végre a cimszerepld tételt?

Jeloljon A, B, ... térbeli pontokat. Az i és j jel- pontok
tavolsdganak négyzetét pedig jelolje az ij jelolés. Felhi-
vom a figyelmet arra, hogy itt ij nem feltétleniil szamsze-
risitett, inkabb csak a teriiletmértéke példaul egy olzan
(térbeli) négyzetnek, aminek két szomszédos cstics ¢ és
j. Tekintsiink a hdromdimenziés térben egy tetszoleges
ABC hiromszoget, és tekintsiink még egy szetszdleges D
pontot a térben. Most képzeljiink el egy olyan specia-
lis ¥ pontot a térben, ami mind az A, B,C, D pontok
mindegyikétdl egyenld tavolsdgra van. Az E pontnak ny-
ilvdn az ABC haromszog koré irhaté kor kézéppontjaban
a haromszog sikjara meroleges egyenesen kell lennie. Ha
az A, B,C, D pontok egy sikban vannak, akkor nem biz-
tos, hogy megviélaszthatd ezen a merdleges egyenesen az
FE pont helyzete tgy, hogy ettél a D pont is ugyanolyan
messze legyen, mint a az A, B, C pontok. De ilyen esetben

az E pontot az ABC héromszog sikjiatél nagyon messze
1évének vessziik fel, és elhanyagoljuk azt a pici hibat, amit
azzal vétiink, hogy az F ponttdl a D pont tavolsagat is az
masik hdrom pont tavolsagaval egyezének vessziik. Mi-
vel specidlisan vettiik fel az F pontot, ezért most az AF,
BE, CE, DE teriiletek egyenl6ek.

Euler agynevezett négypont-tétele azt mondja ki, hogy az
A, B,C, D, E pontokkal felirva ugyanigy az 6todrendii
determindnsot, mint ahogy azt fent tettiik, a determi-
nans pontosan akkor lesz nulla, ha a D pont rajta van az
ABC hdromszég sijan.

Lassunk egy példat: Egy kocka egyik lapjanak a ko-
zéppontja legyen az E pont, a kocka élhossza legyen 2
egységnyi, a szemkozti lap cstucsai pedig korbe legye-
nek A, B,C,D. Ekkor AB = BC = CD = DA =4
AE = BE =CFE = DFE =6 és AC = BC = 8. Termé-
szetesen 44 és 1J = j¢ minden ¢, j pontra. Mindamellett a

04846

40486

84046

48406

66660
szamnégyzet determinansa valoban nulla. Aki nem hiszi
szamoljon utana, de berregtetheti a ,,szamitogépes lanc-
flirészt” is. (Jémagam lanctlirésze DERIVE 4.07 tipusu,
és nem kell bele sem W95-0s, sem W98-as oktanszamu
lizemanyag, sem kiilonleges motoralkatrész, ugyanis min-
denféle motorral miikodik, még roncstelepeken fillérekért
kaphat6 286-os gépekkel is, hagyomanyos ,,DOS” lizem-
anyaggal.)

De mit jelent mindez sok dimenziéban?

Egyszer egy tanitvanyom szentiil hitte, hogy matematika
alapjai vannak az UFO-jelenségeknek. A marslakdk ige-
nis konnyedén utazhatnak a negyedik dimenziéban. Erre
visszakérdeztem, hogy ha méar ennyire jol ismeri a negye-
dik dimenziét, akkor mondja mar meg, hogy hany éle van
egy négydimenzids kockdnak. Mert én nagyon jo isme-
rem a negyedik és dimenziét, valamennyire latok is ott,
de még egyetlen nagyszemii, csokevényes méretii zold em-
berkét sem lattam arrafelé.

Nyéajas olvasd, ha nem tudja On sem, hany éle van a
négydimenzids kockanak, akkor a jelen iras jelen szaka-
szat inkabb hagyja ki, mert itt most azt kisérelem meg,
hogy megmagyardzzam Euler tételének a jelentését nem
kevesebb, mint 6 és 10 dimenziéban. Raaddsul kétféle-
képpen is.

Akéarhogyan is az 6t6drendli determindnsban olyan szor-
zatok vannak el6jelesen Osszeadva, melyek mértékegysé-
ge a teriilet mértékegységének az 6todik hatvanya, azaz
nem négyzetcentiméter, vagy kobcentiméter, hanem ,,ti-
zedhatvanycentiméter”. Masképpen szélva, tulajdonkép-
pen a tizdimenzids térben van kétszer hatvan darab tizdi-
menziés téglatestiink, melyek kiterjedése kétdimenzién-
ként az ¢j teriiletekkel van megadva, és ezen teriiletek
szorzata a tizdimenzids téglatestek térfogata. (A tégla-
testek kozott szép szdmmal vannak teljesen laposak is,
melyek térfogata nulla.) Esaza tény, hogy a determinédns



nulla, azt jelenti, hogy a tizdimenzids téglatestek egyik
hatvan darabos halmazanak ossztérfogata megegyezik a
masik hatvan darabos ssztérfogattal.

A miésik magyardzat csak 6t dimenzi6 kiterjedésii. Ren-
deljiik hozza az 6tdimenzids koordinatarendszer tengelye-
it egyesével az A, B,C, D, E pontokhoz, és mind az 6t
ponttal kiilon-kiilén tegyiik a kovetkezdket: Az ¢ pont-
hoz felvesziink egy 4’ jelti pontot az 6t dimenziéban gy,
hogy annak a j koordinatatengely szerinti koordinatdja
éppen az ij jelolésel jelolt teriilet. Euler tétele tulajdon-
képpen azt allitja, hogy a D pont pontosan akkor van
rajt az eredeti haromdimenzids térben a az F' sikon, ha a
az Otdimenzids térben az origdt és az 6t darab i’ ponttal
Osszekotd 6t darab egyenes mind meréleges egyazon, az
origdn atmend egyenesre.

Nagyon nehéz bizonyitani Euler tételét, ugye?

Egyéltalan nem! Csak a fentemlitett Pitagorasz-tételt és
a Descartes-féle haromdimeziés koordinatarendszert kell
felhasznalnunk. Ha maér Ujra széba jott a tobb mint
négy évszazada sziiletett francia filozéfus és matematikus,
megengedem magamnak hogy csak egyszeriien ,,Dékart”
néven emlegessem, csak igy magyarosan. Fiatal koraban
katonaként hazankban is harcolt, de hadseregét Ersekﬁj—
varnal megverték annak a Bethlen Gabornak a csapatai,
akinek a képét most 2000-ben a 2000 forintoson lathat-
juk. Akkortdjt tortént Dékarttal, hogy a Duna mellett
tobbszor dlmot latott, melynek hatasara felhagyott a ka-
tonaskodassal, és inkabb a tudoméanynak és filozdéfidnak
szentelte az életét. (Az dlmaihoz nyilvén az a rémélom is
hozzajarult, hogy seregét a mieink elpaholtak, parancs-
nokét elfogtdk.)

Descartes — mint nagy filozéfus — mondta, hogy ,,Gon-
dolkodom, tehat vagyok.” Fgyik doktoranduszom erre
alapozta az egyik mikroszoft-csifolé parddiaprogramjat.
A vindéz-ablakban megjelenik Descartes képe, mintha
ma is élne, mozog a szdja, és magyarul — de természete-
sen francias akcentussal — miel6tt megmerevedne az arc,
kimondja a Windows filozéfidjat: ,,Gondolkodom, tehat
fagyok.”

Komolyra forditva a szét: Tekintsiik a térbeli zyz koor-
dindtarendszert. Az altaldnossdg korlatozédsa nélkil fel-
tehetjiik, hogy a ABC haromszog sikja a z = 0 egyenletii
sik, a C' pont a z-tengelyen van, a D pont a z-tengelyen
van, Az A, B,C pontok z-koordinatdjat jelolje rendre
a,b,c Az A, B pontok y-koordinatdjat pedig jeldlje a, b,
respectively. A C pont y-koordindtaja és z-koordinatak
mind nulldval egyenlék. A D pont esetében az x-koordi-
nata 0, az y-koordinata is 0, z-koordinatat pedig jeldlje d.
Most a Pitagorasz-tétel miatt AD = a?2 +a?+d?, BD =
b +32+d?* CD = c?++?+d* AB = (a—b)?+ (a—f)?,
AC = (a — ¢)? + o2, BC = (b — ¢)? + 32, Mindezekbdl
kiszamitva az Euler-tételbeli determinansot azt kapjuk,
hogy a determinéns értéke:

8d*((a — c)B — (b— c)a)*AE?.

Itt (a —¢)8 — (b — ¢)a nem lehet 0, mert ez azt jelen-
tené, hogy az ABC haromszogben az A és C pontokat

Osszekoto egyenes irdnytangense megegyezne a B és C
pontokat Gsszekotd egyenes irdnytangensével. Tehdt a
determinéns akkor és csak akkor nulla, ha d = 0. Eppen
ezt éllitja Euler tétele!

Most elkezdjiik a lancfiirésszel az erddSirtast!

A lancflirész bemelegitésére bizonyitsuk be a Heron-kép-
letet. Adott a sikon egy tetszdleges haromszog. Ha a
keriilete 2s, két oldala pedig a és b, akkor a Heron-képlet
szerint a haromszog teriiletének négyzete

s(s—a)(s—Db)(a+b—s).

Az a és b oldalak kozotti haromszog-csicsot jelolje C, az
a oldallal szemben legyen az A cstcs, a b oldallal szem-
ben legyen az B csucs, a D pont pedig legyen a C' cstcs-
bol indulé magassédgvonal talppontja. Marmost a hdrom-
sz0g teriilete négyzetének négyszerese nyilvan AB - C'D.
Az altalanossdg korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy s =
a+b— 1. Most a Pitagorasz-tétel miatt AD = b?> — CD,
BD = a? — C'D. Tudjuk tovdbba, hogy AB = (25 —a —
b)? = (a+b—2)% AC = b?, BC = a®. Mivel most a
D pont az ABC haromszog sikjan van, az Euler-tételbeli
determindans értéke nulla. Kifejezve ebbdl az egyenletbél
CD értékét, és abbdl képezve az AB - CD szorzatot, és
azt szorzattd bontva azt kapjuk, hogy

4a-=1)b—-1)(a+b—-1).
Ennek negyede — mivel s = 1 — valéban

s(s—a)(s—Db)(a+b—s).

Masodik gyakorlatunk az lesz, hogy megnézziik, milyen
Osszefiiggés &ll fenn az r sugaru korbe irt a, b, c oldali
hiromszog oldalai és kor sugara kozott. Az A, B,C
pontokat ugyanugy vessziik fel, mint az el6bb. A kor
kozéppontja lesz a D pont. Most AB = ¢2, AC = b?,
BC = a%?, AD = BD = CD = r?. Abbdl, hogy az
Euler-tételbeli determindns nulla, azt kapjuk, hogy

a?b?? =r2((a® + b2 + A)? = 2(a* + b1 + &2)).

Ebbe az egyenletbe c? helyére az a? + b? képletet
helyettesitve azt kapjuk, hogy c 2r, és forditva, ¢
helyett a 2r képletet behelyettesitve azt kapjuk, hogy
c? = a? 4+ b%. Mindez azt jelenti, hogy az Euler-tételnek
specialis esete a Pitagorasz-tétel.

Jelblje az A csicsnal 1év6 szoget a. Most nem megvéltoz-
tatva ezt a szoget, a fenti képletben c értékét valasszuk 1-
nek, b értékét pedig 2r-nek. Ekkor nyilvan a = 2ccos a).
Mindezt beirva a képletbe
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