
Bin�aris �es relax�alt h�atizs�ak
Hujter Mih�aly (http://math.bme.hu/�hujter)
Adottak pozit��v eg�esz sz�amok. Els}ok�ent n, melynek �ert�eke a z�arthelyin vagy vizsg�an 5 �es 8 k�oz�otti. Azt�an adott n darab
sz�amp�ar pozit��v sz�amokb�ol. P�eld�aul n = 6 eset�en:
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. A sz�amp�arok els}o elem�et eur�oban, a a m�asikat

kil�oban �ertj�uk. Teh�at p�eld�aul az
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p�ar jelent�ese: egy olyan t�argy, melynek a haszna 5 eur�o, a s�ulya pedig 4 kil�o. Adott

tov�abb�a egy b pozit��v eg�es sz�am is. Ez �altal�aban kisebb, mint a felsorolt n darab s�uly �osszege. P�eld�ankban legyen b = 25.
�Ugy fogjuk fel, hogy van egy h�atizs�akunk, melybe legfeljebb b kil�o pakolhat�o. Ki kell v�alogatnunk a t�argyak k�oz�ul n�eh�anyat,
melyek �osszs�ulya nem t�obb, mint b, de az �osszhaszna a lehet}o legt�obb. Ez az �ugynevezett bin�aris h�atizs�ak feladat. Az�ert
bin�aris, mert mind az n darab t�argy eset�eben k�et-k�et lehet}os�eg�unk van: vagy kiv�alasztjuk, vagy nem.
Eg�esz�ert�ek}u line�aris programoz�asi feladatk�ent megfogalmazva: Ha a t�argyak sorsz�ama: j = 1; 2; :::; n, a j-edik t�argy haszna:
cj , a s�ulya aj , akkor legyen xj = 1, ha a t�argyat kiv�alasztjuk, legyen xj = 0, ha a t�argyat nem v�alasztjuk ki.
Teh�at ismeretlenek: xj 2 f0; 1g, j = 1; 2; : : : ; n. Felt�etel:

P
ajxj � b. C�elf�uggv�eny:

P
cjxj , amit maximaliz�alunk.

Az a gond a bin�aris h�atizs�ak feladattal, hogy m�as n = 100-ra vagy 120-ra is rem�enytelen az �osszes lehet}os�eg megvizsg�al�asa
sz�am��t�og�eppel, hiszen 2n darab megold�asjel�oltet kellene kipr�ob�alni. Hogy m�egis kezelni tudjunk ilyen feladatokat, el}osz�or egy
kicsit m�odos��tott v�altozatot tekint�unk.
Az �ugynevezetett relax�alt h�atizs�ak feladat eset�eben az egyik, de csak az egyik, xj-nek megenged�unk a 0 �es 1 �ert�eken k��v�ul is
valamely 0 �es 1 k�oz�otti �ert�eket is. Ez a 0 �es 1 k�oz�ott �ert�ek egy h�anyados lehet, melyben a nevez}o valamely am, a sz�aml�al�o
pedig egy olyan pozit��v sz�am, mely am-n�el kisebb �es b-n�el sem nagyobb.
Minden l�enyegesen leegyszer}us�odik, ha feltessz�uk, hogy a t�argyaink olyan sorrendben adottak, hogy a cj=aj sorozat monoton

fogy�o. Ekkor keres�unk egy olyan k sz�amot, melyre
Pk

j=1 aj < b, de
Pk+1

j=1 aj > b. Itt k = 0 is lehets�eges, �es ilyenkor a
P0

j=1

�osszeg �ert�eke nulla. Nyilv�an k < n.
A relax�alt h�atizs�ak feladat optim�alis megold�as�at ��gy k�esz��thetj�uk el: Ha tal�alunk a monoton fogy�o cj=aj sorozathoz a fenti
�ertelemben egy k sz�amot, akkor legyen

xj = 1, ha j = 1; 2; : : : ; k

xk+1 =
b�

Pk
j=1 aj

ak+1
xj = 0, ha j = k + 2; k + 3; : : : ; n

Ha pedig nem tal�alhat�o k sz�am a fenti �ertelemben, akkor legyen

xj = 1, ha

jX
p=1

ap � b

xj = 0, m�ask�ul�onben

Viszonylag k�onnyen bel�athat�o: ��gy az relax�alt h�atizs�ak feladat optim�alis megold�as�at kaptuk. S}ot, ha az ��gy de�ni�alt xj
sz�amokra kisz�am��tjuk a

Pn
j=1 ajxj �osszeget, �es azt eg�esz sz�amra lefel�e kerek��tj�uk, akkor legfeljebb ennyi lehet a bin�aris

h�atizs�ak feladat optim�alis c�elf�uggv�eny�ert�eke is. P�eld�ank eset�eben a t�argyakat monoton fogy�o cj=aj sorozatba rendezve �es a

c1 c2 � � � cn
b a1 a2 � � � an

s�ema szerint elrendezve ezt kapjuk:
8 9 5 4 6 2

25 6 7 4 5 8 3

Ha a relax�alt feladat megold�as�at is be��rjuk a
c1 c2 � � � cn

b a1 a2 � � � an
x1 x2 � � � xn

s�em�aba, akkor a p�eld�ank eset�eben ezt kapjuk:

8 9 5 4 6 2
25 6 7 4 5 8 3

1 1 1 1 3/8 0

A relax�alt optim�ais megold�as c�elf�uggf�eny�ert�ek�et lefele kerek��tve ezt kapjuk:

8 + 9 + 5 + 4 +

�
3

8
� 6
�
= 28



Most r�at�erve a bin�aris feladatra, ebb}ol az utols�o t�abl�azatb�ol azt l�atjuk, hogy a bin�aris feladat optim�alis megold�asa legal�abb
8 + 9 + 5 + 4 = 26 �es legfeljebb 28. A bin�aris feladatra vonatkoz�o inform�aci�ot a k�ovetkez}o t�abl�azatos form�aban r�ogz��tj�uk:

26<28 8 9 5 4 6 2
25 6 7 4 5 8 3

Az eddig megtal�alt lehet}o legjobb bin�aris c�elf�uggv�eny�ert�ek 26 volt, teh�at a tov�abbiakban csak olyan megold�asok keres�es�ere
szoritkozunk, ahol a bin�aris c�elf�uggv�eny�ert�ek a 27,28 sz�amok valamelyike lesz. Ehhez okvetlen�ul sz�uks�eges, hogy legal�abb egy
olyan xj �ert�eke 0 legyen, mely xj �ert�eke az eddig megtal�alt legjobb bin�aris megold�asban pozit��v volt. Jelen esetben teh�at vagy
x1 = 0, vagy x1 = 1, x2 = 0, vagy x1 = 1, x2 = 1, x3 = 0, vagy x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1, x4 = 0, vagy x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1,
x4 = 1, x4 = 0 lesz. Ezt az �ot esetet a k�ovetkez}o n�egy t�abl�azatban ��rhatjuk fel:

8 9 5 4 6 2
25 6 7 4 5 8 3

0

8 9 5 4 6 2
25 6 7 4 5 8 3

1 0

8 9 5 4 6 2
25 6 7 4 5 8 3

1 1 0

8 9 5 4 6 2
25 6 7 4 5 8 3

1 1 1 0

8 9 5 4 6 2
25 6 7 4 5 8 3

1 1 1 1 0

Mind a n�egy esetben megoldhatjuk a megfelel}o relax�alt feladatot, �es a bal fels}o sarokba be��rhatjuk a c�elf�uggv�eny�ert�eket

illetve a k�etf�ele c�elf�uggv�eny�ert�eket azokban az esetekben, amikor
�
b�

Pk
j=1 aj

�
ck+1 � ak+1. Ezeket a t�ablazatokat kapjuk,

melyekben az �attekinthet}os�eg �erdek�eben az �ujonnan kisz�am��tott xj-�ert�ekeket kisebb sz�amjegyekkel ��rtuk be:

24 8 9 5 4 6 2
25 6 7 4 5 8 3

0 1 1 1 1 1=3

23<24 8 9 5 4 6 2
25 6 7 4 5 8 3

1 0 1 1 1 2=3

21<26 8 9 5 4 6 2
25 6 7 4 5 8 3

1 1 0 1 7=8 0

28 8 9 5 4 6 2
25 6 7 4 5 8 3

1 1 1 0 1 0

28 8 9 5 4 6 2
25 6 7 4 5 8 3

1 1 1 1 0 1

L�atjuk teh�at, hogy a negyedik esetn�el m�ar siker�ult megtal�alni a 28-at, amin�el jobb nem is lehets�eges. Az als�o sorb�ol olvashatjuk
ki az optim�alis megold�ast. (Az �ot�odik v�altozatot m�ar nem is kellett volna kisz�amytanunk.)
Tekints�unk egy m�asik p�eld�at, ahol r�ogt�on fel��rjuk a relax�alt megold�asb�ol sz�armaz�o adatokat is:

70<85 29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 1 1 1 7/10 0 0

Mivel �ot darab xj pozit��v, ez�ert �ot darab esetet kapunk:

29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

0

29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 0

29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 1 0

29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 1 1 0

29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 1 1 1 0

Sorban mindegyik esetben kisz�am��tjuk a relax�alt megold�asokat �es az azokhoz tartoz�o becsl�eseket:

73<85 29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

0 1 1 1 1 1 5=9

82<85 29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 0 1 1 1 1=5 0

77<84 29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 1 0 1 1 1 4=9

83 29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 1 1 0 1 0 0



80<83 29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 1 1 1 0 1 2=9

L�athat�o, hogy a kiindul�asi 70-es optimumhoz k�epest az els}o esetben javul�ast tal�altunk 73-ra, a m�asodik esetn�el ez tov�abb javult
a 82-re, a harmadik esetn�el nem volt tov�abbi javul�as, de a negyedik esetn�el 83-ra javult az eddig megtal�alt bin�aris optim�alis
megold�as, az �ot�odik eset pedig m�ar kidoband�o, hiszen az m�ar a 83-hoz k�epest nem jelent javul�ast. A marad�ek n�egy esetben
a legnagyobb fels}o becsl�es tov�abbra is 85. Teh�at most 84-re vagy 85-re keres�unk bin�aris megold�ast. Kiindulunk az eddig
megtal�alt legjobb megold�asb�ol, azaz a fenti negyedik esetb}ol. Vil�agos, hogy az egyik �ujonnan be��rt pozit��v xj kicser�elend}o
null�ara. De �ujonnan be��rva csak az x5 = 1-et tal�aljuk pozit��van, teh�at | legal�abbis ezen az �agon | biztosan tudjuk, hogy
x5 = 0 lesz. Kidobjuk teh�at a negyedik esetet, �es helyette ezt sz�amoljuk:

71<78 29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 1 1 0 0 1 4=9

Amint kisz�amoltuk, ki is dobjuk, hiszen ebb}ol az �agb�ol legjobb esetben is csak 78 j�ohet ki, pedig benn�unket csak a legal�abb 84
�erdekel. Versenyben marad teh�at a fenti els}o h�arom eset. Ezek k�oz�ul tekints�uk azt, amib}ol az elm�eletileg lehets�eges legjobb
megold�as, azaz a 85 kij�ohet. Ilyen kett}o is van. Vegy�uk b�armelyiket, mondjuk az els}ot. Vil�agos, hogy ha jav��tani akarunk,
akkor legal�abb egy olyan xj �ert�ek�et 1-re kell venn�unk, ami egy�altal�an lehet 1-es, se a pillanatnyi relax�alt megold�asban m�eg
nem egyes. Csak egy ilyen xj-t tal�alunk: x7 = 5=9. R�ogz��tj�uk teh�at az x7 = 1 �ert�eket, kidobjuk a tekintett els}o eset t�abl�azat�at,
�es helyette ezt sz�amoljuk:

80 29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

0 1 1 1 1 0 1

De csak 80 j�ott ki! Kidobjuk teh�at ezt az esetet. Marad ez a kett}o:

82<85 29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 0 1 1 1 1=5 0

77<84 29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 1 0 1 1 1 4=9

Mivel a baloldali �agon m�eg | elvben | kij�ohet 85, ezt vizsg�aljuk meg els}ok�ent. Valamelyik �ujonnan pozit��vv�a v�alt xj �ert�ek�et
null�ara kell visszavenn�unk! N�egy alaset lesz teh�at:

29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 0 0

29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 0 1 0

29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 0 1 1 0

29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 0 1 1 1 0

Mind a n�egy alesetben elv�egezz�uk teh�at a szok�asos sz�am��t�asokat:

70<81 29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 0 0 1 1 1 2=3

76<84 29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 0 1 0 1 4=5 0

73<82 29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 0 1 1 0 1 5=9

85 29 7 25 9 22 10 17
37 12 3 11 4 10 5 9

1 0 1 1 1 0 0

A negyedik alesetn�el megtal�altuk a lehet}o legjobbat! Itt a v�ege, fuss el v�ele!


