Hujter Mihaly: Szerintem ez a j6 magyar moédszer

A jelen irds széndéka, hogy a lehetd legkevesebb képlet felhaszndlasaval,
a lehet6 leghétkoznapibb médon ismertesse az optimumszamitas egy fontos és
érdekes fejezetét. Itt most mindig olyan n x m-es matrixokrol lesz szd, melyek
minden eleme nemnegativ egész szam. SorcsOkkentésen azt értjiikk, hogy a
matrix egy egész sorat, annak minden elemét egyazon egész szdmmal (ami nega-
tiv is lehet) egyszerre cstkkentjiik. Oszlopcsokkentések is lesznek, de ott egy-egy
egész oszlopot (csak nemnegativ szdmmal) csokkentiink. A csokkentések csak
olyan mértékiiek lehetnek, hogy a méatrix elemei nemnegativok maradjanak.

Alkalmazasok szempontjabol nagyon fontos tudni, hogy mi az olyan n! darab
n-tagl Osszeg minimuma (azaz legkisebbike), mely Gsszegek a métrix minden
sorabdl, minden oszlopabdl egy-egy matrixelemet tartalmaznak tagként. Jelolje
ezt a minimumot o (olv.: szigma). Mivel médr 100 koriili n értékekre is az n!
szam elviselhetetleniil magas, ezért o kiszamitdsa a definicé alapjan altalaban
reménytelen feladat korunk legjobb szamitégépei szamara is.

Ha az inputként kapott matrixon sor- és oszlopcsokkentéseket végziink, akkor
o értéke nyilvan annyival csokken, amennyi a sor- és oszlopcsokkentések mér-
tékének Osszege. Konig Dénes és Egervary Jend tétele szerint (melyet Harold
W. Kuhn publikdlt angolul negyed évszdzaddal késébb) lehet gy végezni a sor-
és oszlopcsokkentéseket, hogy a végsé matrixra o értéke nulla legyen. Tehat az
eredeti matrixon o értéke megegyezik a sor- és oszlopcsokkentések mértékének
eldjeles Osszegével. Ezzel egyenértékli az az allitas, hogy a végsé matrix min-
den sorabdl, minden oszlopabdl kivalaszthaté egy-egy nulla elem. Tovéabbi
egyenértéki atfogalmazasa a Kénig—Egervary-tételnek a kovetkez6: Minden egész
szamokat tartalmazd négyzetes mdtriz sorai és oszlopai (elbjeles) csokkentésével
€s az oszlopai sorrendjének maodositasaval olyan alakra hozhato, melynek minden
eleme nemnegativ egész szam és a fédtloban csak nulla van.

A o szam meghatdrozasdra szolgald sor- és oszlopcsokkentéses eljardst Kuhn
1955-ben ,,Hungarian Method” néven ismertette. Az azoéta eltelt fél évszizad
alatt a modszer rengeteg alkalmazdst nyert. Lehet vele robotokat vezérelni,
titkosirast fejteni, tomegdemonstracios videodfelvételekrol arcokat azonositani,
iskolai 6rarendet javitani, hazassagot kozvetiteni, vagyont igazsagosan szétosz-
tani, és még szamtalan egyéb hasznos és haszontalan dolgot csindlni.

Hangsilyozandd, hogy a magyar médszer nemcsak a Konig—Egervary-tételt
foglalja magdban, hanem annak algoritmikus bizonyitasat is. A lényeg tehdt az,
hogy a sziikséges sor- és oszlopcsokkentések megfelel6 médon legyenek végre-
hajtva. Az oszlopcstkkentésekre vonatkozé eléirasunk mindig nagyon egyszerii:
Mindegyik oszlop kiilon-kiilon a lehetd legnagyobb mértékben csokkentheto lesz,
csak arra kell vigyazni, hogy ne keriiljon negativ szdm a matrixba. Tehét az
oszlopokat az azokban taldlhatd legkisebb elemmel csokkentjiikk. Hasonléan
értelmezhetjik a maximalis mértékii sorcsokkentést is, de érdekes médon erre
a maximalis mértékli sorcsokkentésre csak a magyar modszer végrehajtasanak
legelején lesz sziikséglink. A tovabbi sorcstkkentések mind negativ mértékiiek
lesznek, azaz nem csokkentjiik, hanem noveljiik a sorokat. S6tmitobb, ha ezek a
novelések egy-egy alkalommal tobb sorra vonatkoznak, akkor az érintett sorok
mindegyikét ugyanazzal a szdmmal noveljiik minden ilyen alkalommal. (Més al-



kalommadl mar lehet, hogy mds szdmma.) A mddszer lényege az, hogy tisztazzuk,
ilyen negativ sorcsokkentésekre — azaz sornovelésekre — mikor, hogyan keriiljon
sor. A kulcs az lesz, hogy valahogyan kijeloljiik a pillanatnyilag utolsé matrix
néhany sorat — legalabb 1 és legfeljebb n — 2 darabot —, athizzuk ezeket, és
athuzzuk azokat az oszlopkat is, melyekben még maradt 4t nem hizott nulla
elem. A maétrixban mindig maradnak majd még athuzatlan elemek. Ezek
legkisebbikét megfigyeljiik, és annak a (—1)-szeresével fogjuk az athdzott sorokat
csOkkenteni, azaz a megfigyelt legkisebb-at-nem-htizott szdmmal névelni.

A magyar mddszer menete tehit a kovetkezo:

1. 1épés: Maximalis mértékii sorcsokkentés minden sorra kiilon-kiilon.

2. 1épés: Maximalis mértékii oszlopcsokkentés minden oszlopra kiilon-kiilon.

Az els6 két 1épés eredményeképpen minden sorban, minden oszlopban lesz
legalabb egy-egy nulla matrixelem, és a tobbi méatrixelem mind pozitiv egész
szam lesz.

3. 1épés: EI6bb megnézziik, hogy ki tudunk-e jelolni néhdny — 1, 2, ...
vagy n — 2 darab — sort a fentemlitett célra. (Ennek a ,hogyanjdt” késébb
ismertetem.) Ha nem jeloliink ki sorokat, itt nem lesz tobb dolgunk, johet a 4.
lépés. Ha kijeloliink sorokat, elvégezziik a kijelolt sorok novelését a fentiekben
részletett médon, aztan visszatériink az 2. 1épéshez.

4. 1épés: Az el6z6 1épésben tehat legutoljara mar nem jeloltiink kis sorokat
novelésre. Ilyenkor ki fogunk tudni valasztani minden sorbdl, minden oszlopbdl
egy-egy nulldt. (Annak okdt, hogy miért fogunk tudni, kés6bb ismertetem. Most
csak annyit, hogy a 3. 1épés végrehajtasanak melléktermékeként keletkez6 ada-
tok alapjdn tudjuk majd kivdlasztani az n darab nulldt.) Az eredeti métrixbdl
a most taldlt n darab nulla helyérol kivalasztjuk a keresett optimalis Gsszeg
tagjait és Osszeadva megkapjuk a o Osszeget.

Ez tehat a magyar mddszer vazlata. A két zardjeles mondatnak megfelelé
részletezés kovetkezik az alabbiakban. Kezdjik a 3. 1épésnél 1év6 zardjellel!
Mely sorokat valasszuk ki tehdt novelésre és melyeket nem? A pillanatnyilag
utolsé matrixban lehetnek ,,egyediilalle” nullédk, ahol egyediilall6 alatt olyan el-
emet értiink, amely a sajat sordban vagy a sajat oszlopdban nem ismétlodik
meg. Ha vannak az oszlopukban egyediilallé nulldk (akdrcsak egy is), akkor
azon nulldknak a sorat egyértelmiien kivalasztjuk novelésre, és az egész sort at
is hazzuk, mert azzal pillanatnyilag végeztiink. Ez tiszta ligy lesz. Ha még
egyediilallé nullara bukkanunk az at-nem-htuzott nulldk koézott, azok a nullak
mar csak a sorukban lehetnek egyediilallok, és azoknak a nulldknak a sordt
biztosan nem fogjuk kijel6lni, azaz athtzni. De az ilyen sorukban egyediilalld
nullak oszopat igenis athuzzuk. Ez is tiszta tigy. Itt egyediilallonak szamitanak
mindazok a nulldk is, melyek ugyan eredetileg nem voltak egyediilallok, de
az Osszes azonos sorban 1évé tobbi nullat mar mind athuztuk. Tehat amikor
egy egyedilalld nullat talalunk, akkor egy sort vagy egy oszlopot athizunk.
Levadasszuk tehat az Osszes egyediilallé nullat, a vadaszat soran sziiletetteket
is; még az irmagjukat is kifrtjuk. Ha az egyediilallé nulla az oszlopaban volt
egyediilallg, akkor az egyediilallé nulla sorat hizzuk at, ha pedig az egyediilalld
nulla csak a sordban egyediilalld, akkor az egyediildllé nulldnak az oszlopat



hazzuk at. Menet kozben az athiuzdsok miatt Gjabb egyediilallé nulldk je-
lenhetnek meg, késObb azokat is levaddsszuk. A sorok és oszlopok athuzasét
mindaddig folytatjuk, amig taldlunk Gjabb és Gjabb egyediilall6 nullakat. Ha
egy soraban és oszlopaban is egyarant egyediilallé nullira bukkanunk, akkor
tulajdonképpen mindegy, hogy a sorat vagy az oszlopat huzzuk-e ki, csak az
szamit, hogy a kett6 koziil az egyiket, és csak az egyiket. Ha tobb egyediilalld
nulla is mutatja magat, akkor az is mindegy, hogy milyen sorrendben banunk
el velik. Aztdn amikor mar nem taldlunk tobb egyediildllé nullat, akkor az
lesz, hogy vagy minden nulla at lesz htizva — vizszintesen vagy fiiggolegesen —,
vagy pedig minden maradék at-nem-huzott nulla legalabb masodmagaval van
a sajat soraban is és a sajat oszlopaban is athiuzas nélkiil. Elébbi esetben nem
kell tobb athtizandé sort megjelolniink. Utébbi esetben pedig még legaldabb két
olyan sor marad, melynek még nem délt el a sorsa, azaz még nem délt el, végiil
athazzuk-e azokat a sorokat, vagy sem.

A tovabbiakban is — itt a 3. 1épésen beliill — mindig csak olyan sorokat
jelolhetiink ki athiizassal, melyekben még legaldbb 2 at-nem-htzott nulla van.
Ha eddig 6sszesen — vizszintesen és fiiggblegesen egyiittvéve — k darab egyediilallé
nullat talaltunk, azaz k darab vonallal hiiztuk at az egyediildllé nulldkat, akkor
a mostanra visszamaradt legaldbb négy at-nem-huzott nullat legfeljebb n—k—1
darab — kiilon-kiilon akdr vizszintes, akdr fliggdleges — vonallal kell (vagy kel-
lene) athtzni. Ez vagy sikeriil, vagy nem. Hogyan lehet ezt eldonteni? Es
ha lehet, hogyan kell ezt csindlni? Mar majdnem 100 éves Konig Dénesnek
az a tétele és mdédszere, amivel megadhaté a valasz. Kénig eljarasara majd a
késébbiekben visszatériink. Itt most legyen elég annyi, hogy ha sikeriil legfel-
jebb n — k — 1 darab huzassal megoldanunk a dolgot, megoldjuk, és igy kapjuk
meg az dthizandé sorokat (meg az oszlopokat is). Ha nem sikeriil, akkor az ed-
digi athuzott sorok és oszlopok athuzasat is elfelejtjiik, és atteriink a 4. 1épésre.
Akkor is elfelejtiink minden athizast, ha ugyan csak egyediilallé nulldk révén
hiztunk vonalakat, de n — 1 vonal nem volt elég! Tehat a sikertelenség esetében
a vonalakat elfelejthetjiik, de nem felejtjiik el az egyediilalléonak talalt nullakat,
azokat ugyanis a 4. lépéshez majd felhasznalhatjuk. Példdul zardjelek kozé
irassal jegyezhetjiik meg a megtalalt és roton levadaszott egyediildllé nullakat.
(Tehat nem minden nulla lesz lesz hulla, de ami hulla lesz, azt zaréjel-tarisznydnkba

gytjtjik.)

1. példa. Tekintsiik a kovetkezd 3 x 3-as matrixot:

3 1 5
5 4 3
5 1 8

Az 1. 1épés eredménye:



4 0 7

0 0 4
0 1 0
2 0 7

Indul a 3. 1épés. Oszlopdban egyediilallé nulla a 2. sor 3. eleme, aminek
révén athuzzuk a 2. sort és megzdréjelezziik a tekintett nulla mdtrixelemet.

0 0 4
0 — 1 — (0 -
2 0 7

Sordban egyediildllé a 3. sor 2. eleme is, aminek révén athiizzuk a 2. osz-
lopot:

| ]
0 0 4
|
0 - 1 — (0 —
|
2 (0) 7
|

Most soraban egyediilallé lett az 1. sor 1. eleme is, aminek révén athuzzuk
az 1. oszlopot:

® o
R
SR
De ezzel| a Vona1a|k széma felszaladt n-re! Elfelejtiink tehat minden vonalat,

de nem felejtjiik el az egyediildllé nulldk helyét, és atugrunk a 4. 1épésre.



4. 1épés: Mivel minden sorba, minden oszlopba jutott zardjelezett nulla, a
végeredmény eldallt:

3) 1 5
5 4 (3)
5 (1) 8

Itt tehdt 0 =34+3+1=T1.

Altaldnos esetben a 3. 1épésnél az n darab sor kézott maradhatnak még
olyan sorok, melyekrél nem deriilt ki, hogy kivédlasszuk-e azokat, vagy biztosan
kihagyjuk-e azokat a kivalasztasbdl. Most ezekrdl a sorokrdl kell donteni! Min-
degyikrdl kiilon-kiilén kell donteniink, hogy kivalasszuk-e azokat, vagy sem.
Minden ilyen eldontetlen sorsi sorban van tehat legalabb soronlént két-két nem-
egyediilallé nulla.

Jél valasztani a nem eldontentlen sorst sorok koziil dltalaban nem kénnyti.
Egy oOtletszer(i — Archimédészre emlékezve heurisztikus mddszer néven nevezett
— eljaras kinalkozik: Ha az egyediildllé nullak nem teszik nyilvanvaléva, hogy
mely sorokat, oszlopokat kell athizni, akkor — vallalva annak a kockédzatat,
hogy nem lesziink sikeresek — hizzuk at azt a sort, melyben a lehet6 legtobb
még athuzatlan nulla van. Holtverseny esetén a legfels6 ilyent. Egy ilyen
sok-nullds sor athuzdsa révén ujabb egyedilallosagok keletkezhetnek. Ha az
egyediillé nulldkat a fentiekhez hasonléan levadasszuk, és még mindig marad
nem eldontott sorsi, azaz legalabb-két-at-nem-huzott-nullas sor, megint a legtobb
nullat tartalmazo sor dthuzasat kockaztatjuk meg.

Mi lesz mindennek a vége? Vagy végsd Osszegzésben legfeljebb n — 1 sor és
oszlop lesz athuzva, visszatériink a 2. 1épéshez annak rendje és mddja szerint. Ha
viszont az n-edik vonalat is be kellene hiznuk, dllapitsuk meg, hogy vesztettiink!
Koréabban kockaztattunk (legaldbb egyszer), ezért nem lehetiink biztosak abban,
hogy j6 sort valasztottunk athuzasra. Felejtsiik el tehat azon a sorok és oszlopok
athuzasat, melyek a kockdzatvéllalas utan torténtek. Kockazatmentes eljarasra
van sziikség!

Minden megmaradt nem-athizott sorban és oszlopban van tehat legalabb
két-két nem-athizott nulla. Ezen nulldk koziil keresstink egy leginkabb egyediil-
allét, azaz olyant, amely a sajat soraban vagy oszlopaban a lehet6 legkevesebb-
szer ismétlodik meg. Holtverseny esetén a feljebb 1évé sor, a baloldalibb osz-
lop legyen a nyerd. Az igy kiszemelt leginkabb-egyediilallé nullat jeloljik meg
szogletes zardjellel. Majd tjabb leginkabb-egyediildllé nullat keressiink! De
mindig vigydzzunk arra, hogy az 0sszes — kerek vagy szogletes — zardjelezett
nulla egyediil maradjon a soraban is és az oszlopaban is.

Ha dgy adja a sors, hogy Osszesen n darab zardjelezett nullank lesz, akkor
sikertelen athuzasokkal végetér a 3. 1épés, hiszen nyilvan maér a zardjelezett
nulldk athtzésshoz is n darab vonalra van sziikség. Attérhetiink tehat a 4.
lépésre, és a zardjelezések mutatjik a megoldast!

De mi van akkor, ha kerek és szogletes zardjelekkel egyitittvéve is legfeljebb



n — 1 darab nulla keriill megzaréjelezésre? Ilyenkor meg fogjuk nézni, hogy
novelheté-e a zardjelezettek darabszama. A kerek zérdjeleket nem bantjuk, de
a szogletesek koziil néhanyat mashova helyezhetiink.

Képzeliik el a métrixot gy, mint egy n-emeletes épiiletet, melynek az emeletei
a matrix sorai.

Minden matrixoszlop tekinthetd egy liftnek, mely lifteknek csak ott van
ajtaja, ahol a maétrixban nulla van. Pillanatnyilag sok liftajté le van laka-
tolva, csak zdrdjeles ajték nyithaték. (Tehat egy-egy lift valdjaban csak egy-
egy emeletet kot Ossze a foldszinttel, de legaldbb egy lift teljesen hasznalhatat-
lan) Mivel nem minden emeletre jut zaréjelezett nulla, vannak emeletek, ahol
egyik lift sem miikodik. Hogyan lehetne a lifttel ellatott emeletek darabszamat
novelni? A lifttel-nem-elldtott emeletek bejelentik igényiiket egy-egy, az emeletrol
esetleg hasznalhaté liftre, azaz valamelyik lelekatolt liftajténal a lakat leemelését
kérik. De ezzel veszélyeztetik egy-egy masik emelet lifttel valé ellatottsagat,
mert ha valahol le akarjdk szedni a lakatot, az érintett lift pillanatnyilag nem-
lelakatolt ajtajat le kell lakatolni. De akkor a lelakatolandé ajtaju emelet is
bejelenti az igényét az Osszes, az emelethez tartozd, még lelakatolt liftajténal.
De csak olyan liftet van értelme igényelni, amit mas még nem kért.

Az liftigény futétiizszerien terjed az épiiletben. Kétféle véget érhet a futotiiz.
Vagy sikeriil, vagy nem valakinak valahol olyan liftajtot taldlni, ami egy éppen
hasznalatlan lift ajtaja. Elébbi esetben azon utvonal mentén, ahogyan a futotiiz
ezt a ajtot elérte, lehetséges a szogletes zardjelek darabszamat eggyel névelni.
Utoébbi esetben meggondolhaté — ez a gondolatmenet lényegében Konig Dénes
tétele bizonyitasanak a része — hogy a zardjelezett nulldk darabszama mér
elérte a fizikai lehetéségek hatarat! (S6t a matematikaiakét is!)

Végkovetkeztetés: A fenti mddszerrel megkereshetjiik a lehetd legtobb za-
réjelezett nulla helyét. Ha a zéardjelezett nullak darabszama legfeljebb n — 1,
akkor a futétiizzel elért emeletek adjék az athtzandé sorokat. Eztan kovetkezik
a visszatérés az 2. 1épéshez. Ha pedig a zardjelezett nullak darabszama eléri az
n-et, a 4. 1épésnél ér véget a magyar modszer.

Szerencsére konkrét példakon minden sokkal egyszeriibb! (Legaldbbis leg-
t6bbszor.)

2. példa. Tekintsiik a kovetkezd 4 X 4-es mdtrixot:

8 3 ) 4
7 1 6 2
9 3 4 1

4 2 7 )

Az 1. 1épés utén:



- 1

2

- (0

5 0
6 0
8 2
4 0
}E 2. 1épés utan:
1 0
2 0
4 2
0 0

A végeredmény:

1

3

0
|

((l))
2
|
0

0

3

(0)
3

1

3

1
|
1
|

((|))
3
|

}E 3. 1épésben a sorok és oszlopok dthuzésa:

I\ZIegvan a 4 darab zardjelezett nulla, ezzel tehdt megvan a 3. 1épés is:




7T (1) 6
9 3 4
4) 2 7

c=5+1+1+4=11.
(folyt. kov.)




