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1. fejezet

Bevezetés

Az alkalmazott matematikai médszerek lehetdséget adnak arra, hogy a hétkdznapi életben
felmertiild bonyolult problémakat egyszerli modellekként tudjuk kezelni. A természettu-
domdnyokban, a mérnoki tervezésben és a mindennapi életben is szamos helyzet vezet
olyan matematikai feladatokhoz, ahol egybevagé alakzatokkal kell egy adott tartoményt
a lehetd legstriibben kitolteni.

A kereskedelem globalizaci6ja miatt egyre fontosabb logisztikai probléma azonos mé-
retll targyak elhelyezése €s taroldsa, hiszen egy multinaciondlis cég terjeszkedése esetén
a nagy tavolsagok miatt célszerl a szdllitasi koltség minimalizél4sdra torekedni, melyet
ugy is elérhetiink, hogy egy teherauté vagy egy hajo rakterében biztositjuk a maximalis
helykihaszn4last. Uvegek, gdzpalackok vagy konzervdobozok megfelelé médon torténd
elrendezése megnovelheti az importalhaté vagy exportdlhaté mennyiséget. A technolédgia
fejlodésével a XXI. szdzadban kordbban nem ismert problémékkal taldkozhatunk. Ilyen
példdul a radiddllomasok €s mobilkommunikdcids tornyok megfeleld elhelyezése. A te-
lekommunikécids halézatok az orszag teriiletén minél nagyobb lefedettséget szeretnének
biztositani, minél kevesebb toronnyal, igy id6t €s pénzt takarithatnak meg. Hasnloképpen
foglalkozhatunk egy olyan radidadé megtervezésével, melyet az egész orszdgban lehet
fogni. A tornyok szdmanak minimalizdldsa egyuttal az interferenciét is csokkenti. Ezeket
a feladatokat optimadlis korelhelyezések keresésére vezethetjiik vissza.

Dolgozatomban egybevigd korok egységnégyzetbe vald pakoldsait vizsgdlom és az
ezzel kapcsolatos kutatdsokat mutatom be. A problémaval mar az 1700-as évek 6ta fog-
lalkoznak a tudésok, és a feladat napjainkra egyre népszeribbé vilt, felismerve szdmos
alkalmazasat a mindennapokban. A mésodik fejezetben problémadval foglalkoz6 matema-
tikusok eredményeit mutatom be.

A feldatot geometriai modellekkel korpakoldsként és pontelhelyezésként is leirhatjuk,

valamint vizsgdlhatjuk globdlis optimalizélési feladatként. Ezeknek az ekvivalens meg-



kozelitésnek a modelljeit from le a harmadik fejezetben.

A korok szamanak novekedésével egyre nehezebbé valt tisztdn matematikai eszko-
zokkel keresni az optimdlis pakoldsokat. A kutatok ezért szamitogépes algoritmusok se-
gitségével kozelitik a megoldast. Ezek koziil a modszerek koziil ismertetek néhdnyat a
negyedik fejezetben.

A megismert pakoldsok kozott ismétlodé mintdkat figyelhetiink meg. Ezen mintdk
segitségével uj alsé korlatokat kapunk a pontok kdzotti minimalis tdvolsdg maximumara.
Az 6todik fejezetben bemutatok néhany mér ismert mintaosztalyt, valamint struktiraosz-
talyt, és az ezekhez tartoz6 alsé korldtokat.

Ez a dolgozat konnyen attekinthetd O0sszefoglaldsat adja a korpakolési feladatokkal
kapcsolatos eddigi eredményeknek. A témakor azonban még kiaknézatlan, igy szdmos

kutatasi téma alapjaul szolgélhat.



2. fejezet

A feladat torténete

A korpakolasi feladatokkal kapcsolatos vizsgalatok a matematikai irodalomban messzire
nyulnak vissza.

Az eurdpai matematikdban az els6 optimalis korpakolds keresésére vonatkoz6 feladat
a hires Malfatti-probléma. 1803-ban G. Malfatti (1731-1807) vetette fel, hogy hogyan
lehet hdrom hengert (amelyek lehetnek kiilonb6zd méretiiek is) egy adott derékszogi
haromszog alapd hasdbbodl kivagni ugy, hogy a leheté legnagyobb legyen a térfogatuk
Osszege. Malfatti igy gondolta, hogy a megoldds itt nem mds, mint megadni egy derék-
szogli haromszogben 3 olyan kort, amelyek paronként érintik egymadst, €s minden kor a
haromszog két oldaldt is érinti. Az ilyen koroknek tetszdleges haromszogben valé meg-
szerkesztésének a feladata Malfatti-probléma néven valt ismertté a matematikai irodalom-
ban. Ezt a problémat azonban kordbban mar C. Ajima (1732-1798) japan matematikus is
felvetette és meg is oldotta. Erdekes, hogy tobb mint 100 év milva jottek csak rd, hogy az
el6bbi Malfatti-korok nem feltétleniil a legsiiribb korpakolast jelentik harom, esetleg nem
azonos sugart kornek a hdromszogben. H. Lob és H. W. Richmond 1930-ban megmutat-

tdk, hogy szabdlyos haromszogben nem a Malfatti-korok adjék a legstirtibb korpakoldst.

2.1. dbra. A Malfatti korok és egy anndl siirlibb pakolds szabdlyos hairomszdgben



Bolyai Farkas (1775-1856) magyar matematikus volt az els6, aki egy korpakolasi so-
rozat stirtiségét vizsgélta korlatos tartomanyban. Az 1832-33-ban kiadott, roviden csak
"Tentamen’-ként emlegetett hires munkdjaban 19 kornek egy szabalyos hdromszdgben
valé elhelyezésével taldlkozhatunk. Az altala adott korpakoldst ugy kaphatjuk meg, hogy
felosztjuk a hdromszog oldalait 4 egyenl6 részre €s az osztépontokat az oldalakkal par-
huzamos egyenesekkel 6sszekotjiik. Ha a keletkezett kis haromszogekben tekintjiik azok
beirhat6 korét, akkor még tovabbi 3 kort tehetiink azokra a helyekre, amelyeket hat masik

kor vesz koriil ugyanakkora sugéarral.
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2.2. abra. Bolyai példdja

Bolyai Farkas az emlitett mivében azt a kérdést vizsgalta, hogy ha az oldalak felosz-
tasat a végtelenhez tartjuk, akkor hogyan fog a haromszog korokkel nem fedett teriilete
valtozni. A pakolds siirisége \/Lﬁ értékhez konvergal.

Erdekes torténeti kérdés, hogy Bolyai Farkas miért foglalkozott ezzel a feladattal,
hiszen a korabeli matematikai irodalomban nyomat sem taldljuk ennek. Matematikatorté-
neti kutatdsok szerint az 1820-as erdészeti f6feliigyeldi dllas megpélydzasa miatt kezdett
el komolyabban kertészeti és erdészeti tanulmanyokat folytatni, igy feltehetdleg ennek
eredményeként jutott el ahhoz a kérdéshez is, hogy hogyan iiltessiink be egy teriiletet ugy
fakkal, hogy az a lehetd legsiir(ibb legyen, de a fdk egymds életterét mégse vegyék el.

Korpakoldsokkal kapcsolatos matematikai feladatokkal nemcsak Eurdpaban foglal-
koztak. Az Edo-korszakban (1603-1867) késziilt japan szangakuk szintén sok korpa-
kolési feladatot targyalnak. A szangaku japdnul matematikai tiblat jelent. Ezek olyan
miivészi igényességgel elkészitett fatabldk, amelyeken elsdsorban geometriai problémé-
kat targyaltak, és sintoista szentélyekben, vagy Buddhista templomokban helyezték el
azokat, dltaldban a tetdnél felfiiggesztve. Eredeti rendeltetésiik még nem egyértelmiien
vildgos a kutatok el6tt, de valdszintileg meditacids célokat szolgdltak. A tdbldkon csak a
problémdk megfogalmazasa szerepel egy-egy dbraval illusztrdlva, bizonyitas nélkiil, igy

a szentélybe bevonul6 hivot matematikai elmélkedésre 6sztonozték.
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2.3. abra. Egy japédn szangaku

s

A sik egybevagé korokkel valé legsiir(ibb kitoltésére megoldast el6szor A. Thue (1863-
1922) norvég matematikus kozolt. Bizonyithatd, hogy a sik egybevagé korokkel ugy tolt-
hetd ki a legsiiribben, ahogy azt az emberi intuici6 is sugallja, tehit ha minden kort hat
mdsik vesz koriil és a korok igy hexagonadlis struktirdban helyezkednek el. Azt, hogy az
ilyen strukturdju korpakolas adja a legstirlibb racspakolast a sikon, mar J. L. Lagrange
(1736-1813) is igazolta 1773-ban.

A hexagondlis pakolds slirlisége megegyezik a Bolyai Farkas altal vizsgélt korpako-
14si sorozat stiriségének hatarértékével, \/Lﬁ-vel. Thue bizonyitdsa nem volt egészen meg-
gy06z06, egzakt bizonyitdst a tételre a hazai diszkrét geometria elsé nagy miiveldje, Fejes

Toth Ldszlo (1913-2005) adott 1940-ben.

v

2.4. abra. A sik egybevag6 korokkel valo legsiiriibb kitoltése

Korlétos tartomdnyban val6 korpakoldsokat konkrét alakzatok esetében elsGsorban
négyzetben, korben, szabdlyos és egyenldszari derékszogli haromszogben, valamint tég-
lalapban vizsgéltak.

A korpakolési feladatok édltalanosithatéak magasabb dimenzidkra is. A Kepler-probléma
harom dimenzidban vizsgalja, milyen médon rendez6dhetnek el a gomb alaku részecskék
a lehetd legkisebb teret elfoglalva. Kepler szerint az igynevezett lapcentralt kockarics a

lehet6 leggazdasdgosabb elrendezés. Ez az elrendezés 74%-os kihaszndltsdgot biztosit.



A matematikusok ma sem tudjdk bizonyitani, hogy ez az elrendezés minden lehetséges
elrendezés koziil a legjobb. A Kissing Number problémaosztily tobbdimenzids altalano-
sitds, amely arr6l sz6l, hogy hany hipergdmb érinti egymast, ha a rdcspontokba a lehetd
legnagyobb sugarti egybevagd gomboket helyeziink. A korpakoldsi problémanak lehet
olyan felvetése, amely valamely nemeuklideszi geometridban (példdul a hiperbolikus geo-
metridban) targyalja a kérdést, bar ebben az esetben mér a stirliség fogalmanak definidldsa
is nehézséget okoz. A probémdt megfogalmazhatjuk az euklideszi sikon gy is, hogy az
euklideszi tavolsdg helyett valamilyen mds metrikat vezetiink be. Ezek az altaldnositd-
sok matematikai szempontbdl érdekesek, de a gyakorlati alkalmazdsokhoz kozelebb 4ll
a probléma eredeti form4janak vizsgélata, illetve annak haromdimenziés gémbpakoldsi
altaldnositésa.

Azt a kérdést, hogy hogyan helyezziink el egybevigo koroket egy négyzetben eldszor
Ldzdr Dezsé magyar matematikus vetette fel 1930-ban, de korai haldla miatt nem tudta
publikdlni. A probléma elsé megjelenése a matematikai irodalomban Leo Moser sejtése
volt, amely 1960-ban jelent meg. Moser 8 kor oprimalis elhelyezését sejette meg, amit J.
Schaer és A. Meir igazoltak 1965-ben.

Az n = 10 esettel tobb kutatd is foglalkozott, fokozatosan javitva az eredményeken,
€s bar egy szamitogépes eljaras segitségével mar sikeriilt megtaldlni az optimalis elrende-
z€st, azonban még hidnyzik egy tisztdn matematikai eszkozoket hasznalé megoldas. Huj-
ter Mihdly 1999-ben kiadott cikkében azt a legkisebb oldalhosszusdgu négyzetet kereste,
amely tartalmaz 10 egymdst nem fedd, egybevagd, egységsugard kort. Kombinatorikai
eszkozokkel a kordbban sejtett 3,3737... oldalhosszt javitotta 3,334-re.

e

2.5. abra. 10 kor optimalis pakolasa.



Az optimdlis pakoldsok n = 30-ig ismertek. Az n = 2,...,6,8,9,14 és 16 esete-
ket hagyomanyos matematikai eszkozokkel is megoldottdk mar, mig a tobbi eredményt
szamitogépes algoritmusok segitségével kaptak meg.

Kozelité megoldasokat (azaz olyan pakoldsokat, melyekre még nem igazoltak az op-
timalitast) az elsd 200 esetre ismernek. A megtaldlasukhoz szdmos kiilonbozd nume-
rikus médszert alkalmaztak, példaul a biliard-szimulaciét, energiafiiggvény minimaliza-
last, vagy nemlinedris programozasi feladatokat megoldo szoftvereket. Bar nem tudjuk,
hogy ezek a megolddsok optimalisak, mégis ezek az eredmények segitenek javitani a
megolddsokon, mert a segitségiikkel jobb als6 korldtokat tudunk megadni az optimalis

megoldasra.



3. fejezet

A probléma és annak ekvivalens

modelljei

3.1. Geometriai modellek

Az egybevagd korok négyzetbe pakoldsdnak problémajat az egységnégyzetben fogjuk
targyalni. Ez nem jelent megszoritdst a feladatokat illetden, hiszen hasonldsagi transz-
formécidval a korpakolasok €s pontelhelyezések tetszdleges oldalhosszisagu négyzetbe
transzformalhatok.

A probléma a kovetkezd ekvivalens modellekkel irhato le:

Korpakoldsként:

1. Keressiik meg azt a maximalis r,, sugarat, hogy n egybevagd, egymast nem

fedd r,, sugard kor elhelyezhetd legyen egy egységnégyzetben.

2. Adjuk meg azt a legkisebb s,, oldald négyzetet, amely n egybevagd, egymast

nem fedd egységsugard kort tartalmaz.
Pontelhelyezésként:

3. Helyezziink el n pontot az egységnégyzetben tigy, hogy barmely két pont ko-

zott 1évé m,, minimum tavolsdg maximalis legyen.

4. Hatdrozzuk meg azt a legkisebb o, oldald négyzetet, amely tartalmaz n pon-

tot, amelyek kolcsonds tavolsdga legaldbb 1.



Ezekbdl az allitdsokbdl konnyen beldthatd, hogy a definidlt m,,, r,, s,, és o, paramé-
terek kozott az alabbi egyenlségek dllnak fenn:

my, 27, 1 ‘ 1
—m, Sp=—2¢6s0, =—.
2(m, + 1)

- 1—2r," T My,
S~
SRVaEN .
L
T~ 1-2r :> 1-21

Tn =

.

L

1-2r 1-2r

3.1. abra. Minden korpakolas megfelel egy pontelhelyezésnek.

1. Definicié. Egy n darab r, sugari kort tartalmazo egységnégyzetbe valo korpakolds
siriiségét a
dp, = nrim

képlettel definidljuk.

A problémat a maximalis stiriségli korpakolés kereséseként is megfogalmazhatjuk.

A tovédbbiakban két korpakolast azonosnak tekintiink, ha van olyan szimmetria-transz-
formécid és indexpermutacio, amelyekkel azok egymadsba vihet6k. Geometriai médsze-
rekkel konnyen belathatd két pakolds azonossdga, de a numerikus modszereknél nehéz-

séget okozhat, hogy egy helyes megolddst csak egyszer irjunk fel.

2. Definicié. Egy korpakoldsban egy kort szabad kornek mondunk, ha a kor kozéppont-
Jjdnak van olyan kornyezete, amelyen beliil a kozéppontot mozgatva a kor a négyzet bel-

sejében marad és nem lesz kozos pontja mds korrel.

3. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy kor rogzitett, ha nem szabad kor. Egy pakolds merey,

ha benne minden kor rogzitett.

Ha egy pakolds egy vagy tobb szabad kort tartalmaz, akkor a megoldds nem egyér-
telmii. Tovédbbd a szabad korok lehetséges kdzéppontjai egy nemiires belsé és Osszefiiggd

halmazt alkotnak.

4. Definicid. Azt mondjuk, hogy két kor érintkezik egy pakoldsban, ha kozéppontjaik td-

volsdga 2r,.

10



3.2. Matematikai programozasi modellek

A négyzetben val6 legslirlibb korpakolds problémdja egyrészt egy geometriai feladat,
masrészt egy globdlis optimalizalasi probléma.
Azt a problémadt, hogy maximalizaljuk az n pont tavolsagit az egységnégyzetben, a

kovetkezd folytonos nemlinedris korlatos globalis optimalizalasi feladattal tudjuk leirni:

pley) = min \Jlo— )2 + (5 — y,)?

1<i,j,<n

max iz, y)
z,y € [0,1]", n > 1, n egész,
ahol x;, y; az i. pont kooordinatdi. A cél nemcsak az, hogy megkapjuk a barmely két pont
kozotti minimalis tdvolsdg maximumat, hanem hogy megtaldljuk az n pont viszonylagos

helyét az egységnégyzetben (az z;, y; koordinatakat; 1 < i < n).

A probléma leirhaté még max-min optimalizalasi feladatként a kovetkez6képpen:

max min d,;
zy,y; 1<i<j<n

feltéve, hogy

\/(mj_xi)2+(yi_yj)2:dz‘,j(l§i<j§n)
0<w,y; <1, é1<i<n.

A kutatdsok azt mutattdk, hogy azok a mddszerek voltak hatékonyak a négyzetben
valo legstirlibb korpakolasi feladat egy-egy specidlis esetének megoldasdra, vagy j6 ko-
zelitdé megoldas keresésére, amelyek nemcsak az optimalizdl4dsi modelljét alkalmaztdk a
feladatnak, hanem er8sen kihasznéltdk a probléma geometriai jellegét, és az abbdl eredd
matematikai kovetkezményeket. A kovetkezd fejezetben ezekbdl a médszerekbdl ismer-

tetek néhanyat.

11



4. fejezet

Szamitogépes eljarasok az also korlat

javitasara

Az optimdlis korpakoldsokat megtaldlni és optimalitdsukat igazolni nehéz feladat. Elmé-
leti dton az aldbbi als6 korlat adhaté meg az optimadlis pontelhelyezések pontjai kdzott

szerepld tdvolsdgok minimumdanak 777, maximumara:

5. Tétel. Minden n > 2 egész szdmra és az m,, tdvolsdgértékre

— < My

Ezt az eredményt bizonyos n-ek esetén tovabb tudtdk javitani szamitégépes eljardsok,
sztochasztikus és globdlis optimalizdlasi algoritmusok segitségével. Ebben a fejezetben

ezek koziil a médszerek koziil mutatok be néhédnyat.

4.1. Az energiafiiggvény minimalizalas

Az optimdlis pontelhelyezés keresésének matematikai programozasi modelljét a kovet-
kez$ alakban irhatjuk fel:

max min ||s; — s
1<i<j<n

ahol
€0,131<i<n.

»
Mivel min |[|s;—s;|| = lim ( Z l|si — stp) , ezért a feladat célfiiggvénye a
p——00

1<i<j<n e
1<i<j<n

kovetkezd alakra hozahto:

hm Z
Z_SJHP

1<z<]<n
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Ez a célfiigény értelmezhetd potencidl-, vagy energiafiiggvényként. A fizikai értelme en-
nek a megkozelitésnek az, hogy kezeljiik a pontokat elektromos toltésekként (mind pozi-
tiv, vagy mind negativ), amik taszitjadk egymast. Ha a toltott részecskék kozotti minimalis
tavolsdg nod, akkor a potencialfiigvény megfeleld értéke csokken. K. J. Nurmela és P. R.

J. Ostergdrd egy hasonlé energiafiiggvényt hasznaltak rogzitett nagy m-re:

)\ P
> (5w

Az x; = sinx; és y; = sin y; helyettesitéssel ez egy megszoritds nélkiili optimalizalasi
problémavi alakithaté az x;, y; véltozékkal, ahol a korok kozéppontjainak a koordinatai
kielégitik a kovetkezd feltételeket: —1 < x; < 1, —1 < y; < 1. Nurmela és Ostergdrd az
els6 50 esetre hataroztak meg a korpakoldsokat, az optimalizacidhoz a Goldstein-Armijo

linedris keresd és a Newton-mddszer kombindcidjat hasznaltak fel.

4.2. Perturbacios algoritmus

D. W. Boll és szerzOtarsai az aldbbi sztohasztikus algoritmus segitségével adtak javitott
értéket az n = 32, 37,48 és 50 esetekre. Eljarasukat (megfeleld6 médositasokkal) altald-

nosan is lehet haszndlni az n dimenzids euklideszi tér egy korlatos tartomédnyédban valo

2 2

legstiriibb (hiper)gdmbpakolds problémdjanak megolddsara.
1. lépés: Tekintsiink egy véletlen pontelhelyezést az egységnégyzetben, és definidljuk
a kezdd 1épéshosszt, s = 0.25.
2. lépés: Minden pontra:

a) perturbaljuk a pont helyét az s hosszal észak, dél, kelet €s nyugat irdnyok-

ban,

b) ha a mozgds sordn a pont tdvolsdga ndtt a hozza legkdzelebbi szomszéd-

jatdl, akkor tartsuk meg az dj helyet.

3. lépés: Ismételjiik meg a 2. 1€pést mindaddig, amig van olyan pont, amelyet lehet

mozgatni.

4. lépés: Legyen s := s/1.5. Ha s > 1070 folytassuk az eljardst a 3. Iépéssel.

A fenti egyszerti algoritmussal néhdny milli6 iterdcié utén j6 korpakoldsokat lehet meg-

adni.
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4.3. Biliard-szimulacio

Az algoritmus szemléltetéséhez tekintsiik a pontok egy véletlen elrendezését a négyzet-
ben. Rajzoljunk egybevagd koroket a pontok koré gy, hogy azok ne fedjék egymast.
Minden kort tekinthetiink egy olyan gombnek (bilidrdgolyd), melynek adott a kezdeti
sugara, mozgéasi irdnya és sebessége. Inditsuk el a golydkat (kétdimenzids problémara
visszavezetve korongokat), és lassan noveljiik a k6zos sugarat. A folyamat sordn a gom-
bok mozgastere egyre kisebb és kisebb lesz. Ezt egészen addig folytassuk, ameddig a
pakolds egy része (vagy a teljes pakolas) rogzitetté nem valik. R. L. Graham és B. D.
Lubachevsky biliard-szimuldcids eljardsuk felhasznaldsaval az els6é 50 esetre (és néhany

tovabbira) adtak az optimadlishoz kozelitd dj pakoldsokat.

4.4. A PDS-algoritmus (Pulsating Disk Shaking)

oy 22

Kozismert, hogy 3 dimenzidban a gombok legstirlibb pakoldsat tgy is elérhetjiik, hogy
Osszerazzuk 6ket. Ezt a természetes megkozelitést szimulaltdk szdmitégépen 2 dimenzi-
Oban a kozel optimélis elrendezések megtalédldsara.

A PDS-algoritmus hasonl6 a bilidrd-szimuldciéhoz. Ebben a mddszerben is egybe-
vago korok egy halmazdbdl indulunk ki. Két kor kapcsolata (érintik egymast, fedésben
vannak, vagy egyik sem) egyértelmtien meghatarozhat6 a kozéppontjaik tavolsagabol. A
moédszer megértéséhez tekintsiink n darab kis sugard, egymast nem fedd, egybevagd kort
az egységnégyzetben. Noveljik meg a korok r sugardt egy konstans rataval. Ez tisz-
tdn geometriai kozelités, igy az idonek és a sebességnek nincs szerepe. Ezutdn “rdzzuk
Ossze” 6ket. Paronként mérjiik le a korok kozéppontjainak, valamint a korok és a négy-
zet oldalainak d tdvolsidgat. Ezutdn szdmoljuk ki a teljes atfedést(azaz a korok egymdsba

nyuldsdnak teljes hosszét) az alabbi médon:

ovly = Z ovl,

ovl<0

ahol
{ d—2r két kér kozott,
ovl =

d —r egy kor és a négyzet oldala kozott.

Ha a ciklus sordn nd az atfedés abszolttértéke, akkor csokkentjiik a kdzos sugarat
egy lland6 ardnnyal, egyébként noveljiik. Igy az aktudlis sugéar pulzélni fog. A folya-

mat akkor all le, ha a pulzdlds amplitiddja elég kicsi, tehat elértiik a kivant pontossagot,
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vagy a ciklusok szdma meghaladja a megadott maximumot. Ezzel a médszerrel a pakolds
stirisége egy rogzitett esethez fog tartani.

A PDS algoritmussal az n = 200 esetig vizsgaltak a pakoldsokat. 66 esetben az
eredmény megegyezett a kordbban kapottal, 24 esetben rosszabb volt annél. 110 esetben

sikeriilt javitani az als6 korldaton, ami azt bizonyitja, hogy ez egy j6 mddszer.

4.5. A TAMSASS-PECS algoritmus

A korpakoldsi probléma tekinthetd ugy, mint egy 2n dimenzids folytonos globélis optima-
liz4lasi feladat. Ennek megoldaséra tobb kiillonbozé optimalizdldsi médszer (pl. nemline-
aris szimplex mddszer, genetikus algoritmus) alkalmazdsa utdn egy specidlis sztochaszti-
kus algoritmus kidolgozasa volt célravezetd.

A TAMSASS-PECS (Threshold Accepting Modifield Single Agent Stochastic Search
for Packing Equal Circles in a Square) algoritmus egy kétfazisu direkt keresd eljaras. Ezt
a modszert n egybavagd kor egységnégyzetben valé optimadlis elhelyezésének megtalala-
sara fejlesztették ki, de kis mddositassal mas szabdlyos alakzatokra is alkalmazhat6. Az
algoritmus egy lokalis keres6bdl és egy olyan keretprogrambdl all, amely azt prébalja
meg biztositani, hogy az algoritmus ne akadjon el egy lokélis optimumban, hanem legyen
esélye arra, hogy a globdlisat taldlja meg. A mddszerben a Threshold Accepting (TA)
technikat — mint keretrendszert — a Single Agent Stochastic Search (SASS) lokalis keres6
egy alkalmasan mdédositott véltozatiat kombindltak a kutatok.

Az algoritmus egy pszeudovéletlen lehetséges megolddsbdl indul ki, valamint adott
egy kezd$ szorés, és egy kiiszobérték. Az algoritmus a kezdd pontelhelyezésen egy ite-
racids eljaras segitségével probal javitani. Minden 1épésben megpréobal egy jobb helyet
talalni az aktualisan vizsgdlt pontnak az MSASS keresé modszer segitségével. A szdras
minden 1€pés utdn csokken, egy adott végso érték elérése esetén ledllitjuk az algoritmust.
A mddszer keretét adé Threshold Accepting eljaras elfogad minden olyan dj lehetséges
megoldast is, amely nem sokkal rosszabb, mint a legjobb addig ismert, tehat nem feltétle-
niil monoton mddon javitva jut el a végsé megolddsig, hanem megenged néhany nem tul
rossz 1épést is annak reményében, hogy onnan majd egy az optimalizalds szempontjabol
sokkal jobb helyre tud eljutni.

A TAMSASS-PECS algorimtussal az elsé szdz esetre kozoltek alsé korlatot az opti-
malis pakolasok m,, értékére. Az 1999-ig publikdlt 59 esetbdl 20 esetben talaltdk meg
pontosan a kordbbi szdmitdsokkal megegyezd értékeket, 34 esetben azokndl rosszabbat.
Az n = 32,37,42,62 és 72 esetekben minden kordbban kiadott eredményen javitottak,
valamint 40 esetben addig nem publikalt, 4j korpakoldsokat allitottak eld.
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S. fejezet

Ismétlodo mintak a korpakolasokban

Az optimalis €s az eddig ismert legjobb korpakoldsok struktirdinak dsszehasonlitdsa alap-
jéan kideriilt, hogy bizonyos esetekben ismétl6dd mintdk fedezhetbek fel. Az ismétl6dod
mintdk és a korok darabszama kozott gyakran kapcsolat van. Ezen kapcsolat alapjan bizo-
nyos korpakoldsokat mintaosztdlyokba sorolhatunk. A fejezetben targyalt mintaosztalyok

csak véges sok n-re adnak optimalis pakolést.

A mintaosztalyokra és a hozzdjuk tartozé mintdkra a PAT(f(k)) jelolést haszndljuk,
ahol f : N — N egy adott fiiggvény, f(k) a korok szamat jeloli.

Az fejezetben taldlhato abrék jelolései a kovetkezok:
n : a pontok/korok szdma,
m : a pontok k6zotti minimaélis tdvolsdg maximuma,
r : a kongruens korok sugara,
c : az érintkezési helyek szdma,
d : a pakolas stirtisége,
f : a'szabad korok szama.

A rogzitett korok halvany, a szabad korok sotétsziirke szintiek.
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51. APAT(k*>—1) (I =0,1,2) mintaosztalyok

PAT(%?): Taldn a legszembetin6bb mintdt az n = 4,9,16, 25 és 36 négyzetszdmokhoz
tartozo, a koroket k& x k-s (n = k?) négyzetes struktirdban elhelyezd korpakoldsok ad-
jék. Az ezeknek a korpakolasoknak megfeleld pontelhelyezésekben a pontok koordinatai

(ily, jli) lesznek, ahol 0 < 4, j < k — 1 egészek, és [ = 5.

N N A ]

L &« 1L & L

L « 1L « 1

| /\ | / L L N

=4 m=0.50000000000000 n=9
- r=0.16666666666666 =
d=0.78539816339744 =0

m=0.33333333333333 _ n=
£=0.12500000000000
d-0.76530816330784 0

L+« L + + &« 1

m=0.25000000000000  n.25 || 'm=0.20000000000000  n=38
0.1 0  co60 || r-0.08333333333333 -84
d-0.78530816330744 =0 d-0.78530816330744 =0

5.1. dbra. A PAT(k?) mintdju korpakoldsok, ahol k = 2, 3,4, 5 és 6.

6. Allitas. A PAT (k?) mintdjii pontelhelyezésekben minden k > 2 esetén
1

my, =l = ——.

n k E_1
Ak = 2,3,4 és 5 esetekben bizonyitottan, és &k = 6-ra sejthetéen az optimalis kor-
pakolést ez a minta adja, a k = 7 esetre viszont biztosan nem. Ebben az osztilyban a

korpakolasok stirisége allandd, mivel

1 T
__ 1.2 I
d, =k (2k)7r 1

PAT(k* — 1): Helyezziink el a négyzetben n = k?* darab kort (n > 3) a PAT(k?)
mintdnak megfeleléen, majd vegyiink ki egy olyan kort a pakoldsbol, amely a négyzet
egyetlen oldaldval sem érintkezik. Az igy megmaradt k* — 1 darab kor mér elhelyez-

hetd egy kisebb oldalhosszisagu négyzetben is, ha a kivalasztott kor oszlopdban (illetve
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sordban) 1év§ koroket az egységnégyzet (0,0) — (0, 1) (illetve (0,0) — (1,0)) oldalaival
parhuzamosan beljebb toljuk és az egész korpakoldst dsszenyomjuk dgy, hogy a kivett

kort érintd korok kozéppontjai egy rombuszt alkossanak.

//’ I -‘.\ — / | \ /' ‘ ‘\". ™ E/ \r/ \\ _/ I \:‘ '\.‘ - .‘/ \/ N L I I\\_
L | [ AF i, ANL AN A . . ]
| N SN ST |
N ,\/?L N | I e Y £ N /]
A ~ ( . ) { . 1 . ] L, TR
. X X L - /J.(\ | A i e v 1
| Nt Y T 1
) . NINRLAS ( |
X T N A VT Ny, 1
Va NN A A AR K R : \.
| VT« VO IO O ”
¥ A SR R v ' N N
\ / \ ! / A AN | S\ . AN AT SSATATA
m=0 51763809020504 n=8 m=0.34108137740210 n=15 ITI=D 254333095{13024 n=24 m=0.20276360086322 n=35
r=0.17054068870105 c=20 r=0.12716654751512 c=36 r=0.10138180043161 c=56 r=0.08429071212235 c=80
d=0.73096382525390 f=0 d=0.76205601092668 f=0 d=0.77496325975782 f=0 d=0.78122721299871 f=0

5.2. dbra. A PAT(k? — 1) mintdjd korpakoldsok, ahol k = 3,4, 5 és 6.

Az ekvivalens pontelhelyezésekben, ha a (2— k—) koordinatdju ponthoz tartozé kort
1

— és
k—3+\/2+\/§

k
vettiik ki, akkor a pontok koordinétdi: US_, C;, ahol [,
01 = {(llk,ﬂk)fo <i,j <k-—3}

zl )|0<z<k;—3}

z—i—sle)lk,(k: 2+ cos 15)1;)|0 <1 < k — 3},

(k=24 cos 35)li), (z—i—sm 5)e)[0 < i < k—3},

1,1), (1 = lgsin 55, (k — 2 4 cos 75){x), (kK — 2 4 cos f5)lx, 1 — lpsin {5) }.

/\/‘\/-\/‘\/‘\
/\

7. Allitas. A PAT(k? — 1) mintdjii pontelhelyezésekben minden k > 3 esetén

mn:lk:

1
k—3+vV2+3

Igazolhat6, hogy a k = 3,4 és 5 esetekben az igy kapott korpakoldsok optimalisak
lesznek. Ez a minta sejthetGen ad egy optimélis korpakoldst a k = 6 (n = 35) esetben is,
n = 48-ra azonban biztosan nem.

Az n = 16 korszamra a szimmetrikus esetek miatt csak egy olyan kort vélasztha-
tunk, amelyet kivehetiink a négyzetbdl, az n = 25 esetben azonban két olyan kor adddik,
amelyek egyenkénti kivétele kiilonb6z6 optimadlis pakoldsokat eredményez. Az n = 36

esetben hdrom ilyen koriink van.

PAT(k* — 2): Az el6bbi mintaképzés analégidjdra a PAT(k?) korpakoldsbol eltdvolit-
hatunk egyszerre 2 kort is. Itt két tovabbi alosztalyt kiilonbozetiink meg.
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a) PAT, (k? — 2): Tekintsiink a PAT(k?) mintdnak megfeleld korpakoldsban egy olyan
kort, amely a négyzet valamelyik sarkdban van. Vegyiik ki azt a két kort a pakolasbol,
amelyek érintik a kivélasztott kort. A sarokban 1évS kor sordban és oszlopaban egyarant
k — 1, k — 1 kor marad, a sarokban 1év6 kort pedig semmilyen kor nem érinti, igy az

szabad korré valik.

NN

NN

pr
/7( AVERVA RN
) \ -[— . -I— y -
b
¥ \K A NAN
N7 savaaY
\LALA
m=0.53589838486224 n=7 m=0. 34891 525037401 n=14
r=0.17445763018700 c=14 r=0.12933179371003 c=32
d=0.66931082684079 f=1 d=0.73567925554268 f=1

5.3. dbra. A PAT; (k* — 2) mintdjd korpakoldsok, ahol k = 3 és 4.

A kivdlasztott kor sordban és oszlopdban all6 2 x (k — 1) kort a megmaradt (k —
1) x (k — 1)-es négyzetes korpakolds rendre megfeleld szélein 4ll6 koreihez tigy tudjuk
hozzéitenni, hogy minden két szélen 4ll6 korhoz illesztiink egy-egy kort. Az igy kapott
korpakolést (a szabad korrel egyiitt) egy kordabbindl kisebb oldalhosszusdgi négyzetben
is elhelyezhetjiik. Az ennek a korpakoldsnak megfeleld pontelhelyezés koordindtdi, ha a

k—2 k—2 7 e e s .. 4 o 1
(5=3,1) és (1, 7=7) pontoknak megfelel6 koroket vessziik ki: U;_; C;, ahol I}, = Py

és

ilg, 70)]0 < 0,5 < k — 3},

”+dm)m§z§k—$,
b ily)0 <i < k— 3},

1 1)} (szabad kor).

{(
{(
{,
{(1,

8. Allitas. A PAT, (k2 — 2) mintdjii pontelhelyezésekben minden k > 3 esetén

A k = 3 és 4 esetekben a PAT,(k* — 2) minta adja az optimdlis pakoldsokat. A
k = 5 és 6 értékekre az optimdlis €s a legjobb ismert pakoldsok struktirdi az el6bbihez
nagyon hasonl szabély szerint megkaphatok. A kiilonbség csak az, hogy a PAT(k?)

korpakoléasbol a két kivett kort nem a pakolds sz€lér6l, hanem annak belsejébdl vélasztjuk.
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b) PAT,(k? — 2): Tekintsiink egy, a PAT (k%) mintdnak megfeleld korpakolast, amely-
ben k > 5. Vegyiik ki a (§=2, £=2) és (2=, 2=1) pontoknak megfelel8 kordket a pako-
14sbdl és a kivett korok sordban és oszlopaban allé koroket toljuk beljebb a kivett korok
irdnyéba. Ha a korpakoldst most a négyzet oldalai mentén dsszenyomjuk, akkor a korok
elférnek egy korabbindl kisebb oldalhosszisdgi négyzetben. A két kivett kort egyenként

érintd négy kor kozéppontjai egy-egy négyzetet fognak alkotni.

N~ N~ ~—~ Sl Y
\,,j; /J‘ Xj&,‘__/' :‘_ ]
| -.

4,//*\

™ c

X

TS \N&\ ‘

\\__ X \*—-}\_/ L)
[ .|
b X X £

| \f FIY e N - YV

— R — N SN S

m=0. 2588190451 0252 n=23 m=0.20560464675956 n=34
r=0.10280232337978 c=56 r=0.08527034435052 c=80
d=0.76363103212612 f=0 d=0.77664906433227 f=0

5.4. dbra. A PAT,(k* — 2) mint4jd korpakoldsok, ahol k = 5 és 6.

9. Allitas. A PAT,(k® — 2) mintdjii pontelhelyezésekben minden k > 3 esetén

1
my, = lk = .
k—5+2vV2++/3
A k = 5 esetben ez a PAT,(k* — 2) minta adja a az optimadlis korpakoldst és k = 6-
ra a ma ismert legjobb kozelitést. A k = 7 esetben, vagyis az n = 47 korszdmra a
TAMSASS-PECS algoritmussal sikertilt jobb pakolast taldlni.

5.2. AzSTR(k* —1) (I = 3,4,5) struktiraosztalyok

Az STR(f(k)) jelolést a PAT(f(k)) jeloléshez hasonléan haszndljuk, tehat f : N — N
egy adott fuggvényt és f(k) a korok szamat jelenti. Az elnevezés azért valtozik mintaosz-
talyrdl struktdraosztilyra, mert ezekben az esetekben az optimdlis és legjobban kozelitd
pakolédsok koordinatdit nem adjuk meg, helyette csak egy, azt jol kozelitd struktirat defi-

nialunk.

STR(k? — 3): Ha megnézziik az n = k* — 3 (k = 4,5,6,7,8) alakd korpakoldsok
optimélis és ma ismert legjobb elrendezéseit, azt taldljuk, hogy azok strukturdlis szem-

pontbdl hasonlitanak egymadsra. Ezek a pakoldsok kozel dllnak egy olyan esethez, amikor
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a PAT(k*) mintabdl kivessziik az (1,0), (52, %) és (5=3, -15) pontoknak megfeleld

koroket, és a pakoldst 6sszenyomjuk. Ezzel a kordbban mar alkalmazott otlettel kapott

pakolésok struktirdja ugyan nem lesz azonos, de jol kozeliti azt.

\ [
T

-~ )

> | /}

+ 1 < X

== // L

\ I I I . /\ L / L / \ L
m=0.36609600769623 n=13 m=0.26795840155000 n=22 m=0.21132838414240 n=33
r=0.13399351349895 c=25 r=0.10566529675675 c=43 r=0.08723001413527 c=65
d=0.73326469490355 f=1 d=0.77168011209496 f=1 d=0.78885230392860 f=1

Y N Y Y Y

PNNP.NV.NP.N
m=0.17445936087156 n=46 m=0.14854412669441 n=61
r=0.07427219990911 c=91 r=0.06466626890598 c=121
d=0.79718713198590 f=1 d=0.8013741245855 f=1

5.5. abra. Az STR(k? — 3) struktdrdji korpakoldsok, ahol k = 4,5,6,7 és 8.

10. Allitas. Az STR(k? — 3) struktiirdjii pontelhelyezésekben minden k > 4 esetén

1
k—3++3

STR(k* —4): Azn = k*> — 4 (k = 5,6, 7) korszdmu optimélis és a ma ismert legjobb

”~ 2

korpakoldsok struktdralis hasonldsdga szintén szembet(ing.

mn:lk:

s
o
18

N

SV

1 I #
m=0.27181225535873 n=21 m=0.21317456170738 n=32 m=0.17571631417546 n=45
r=0.10686021235188 c=39 1=0.08785815678799 c=63 1=0.07472734368693 c=94
d=0.75335770288719 =2 d=0.77600411917856 =3 d=0.78944426849399 =3

5.6. dbra. Az STR(k? — 4) struktdrdjd korpakoldsok, ahol k = 5,6 és 7.
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A fenti pakoldsok egy kozelitését ugy kapjuk meg, ha a kioroket a PAT(k?) mintdnak
megfelelSen tessziik le és a hozzdtartoz6 pontelhelyezés (1=2,0), (1, 25), (5, £=3) és
(E, %) pontjainak megfeleld koreit kivessziik, majd pakoldst 6sszenyomjuk.

11. Allitas. Az STR(k? — 4) struktiirdjii pontelhelyezésekben minden k > 5 esetén

1
k343

STR(k* — 5): Hasonl6 struktdrdi vannak az n = k? — 5 alakd pakoldsoknak is a
k = 6,7, 8 esetekben.

A pakoldsokat itt is azzal a struktirdval kozelitjiik, amit dgy kapunk, hogy a PAT(k?)
mintdnak megfeleld pontelhelyezésbdl a (%, 1), (%, %), (17 %), (%, %) és a
(%3, %=1) koordindtdji pontokat elhagyjuk, és a pakoldst sszenyomjuk. A pakoldsok

my, =1

négy szabad kort tartalmaznak, és szimmetrikusak a négyzet (0,0) — (1, 1) atl6jara.

12. Allitas. Az STR(k? — 5) struktiirdjii pontelhelyezésekben minden k > 6 esetén

L k Y ] b
LN ‘
m=0.21754729161820 m=0.17863924567043 n=44 =0.15156191831644 n=59
r=0.08933833335092 r=0.07578198601762 c=82 r=0.065807 10767946 c=115
d=0.77720747872388 d=0.79384280783603 =4 d=0.80268933180269 =4

5.7. abra. Az STR(k? — 5) struktdrdji korpakoldsok, ahol k& = 6,7 és 8.

Ismétl6dS mintdk azonban nem feltétleniil csak a PAT(k?) négyzetes struktirabdl
szarmaznak. Vannak egyéb racspakoldsok is az optimdlis €s a legjobbnak ismert pako-

lasok kozott.
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5.3. A PAT(k(k + 1)) mintaosztaly

Ezen mintaosztilyon beliil két tovabbi alosztalyt kiilonboztetiink meg:

a) PAT, (k(k + 1)): Helyezziik el a pontokat egy téglalapricson az aldbbiak szerint:
Osszuk fel a négyzet egyik oldalat %k, egy az elSbbire merdleges masik oldalat 2k — 1
egyenld részre. Az osztopontokon keresztiil hizzunk parhuzamosokat az oldalakkal. A
kapott téglalaprdcsnak tegyiink minden masodik rdcspontjdba egy pontot gy, hogy az
els6 pontot a négyzet (0, 0) koordinatdju sarkdba tessziik. Az igy lerakott k(k + 1) pont
koordinéatdi az aldbbiak lesznek:

(z’ 7 mod 2 2j

_ hol) <1< ké <7< k-1
5 2k_1+2k_1>,a00_z_kes()_j_k

Konny{ belatni, hogy a pontok k6zotti minimélis m, tdvolsdg csak akkor lesz

11
22k 12

vagyis pontosan a téglalap atléhossza, ha 1 < k < 3. Viszont ezekben az esetekben ez a

minta adja az opimadlis pakoldsokat, mig k£ novekedésével mar egy masik mintaosztalyba

tartoznak az optimadlis és az ismert legjobb elhelyezések.

= E =T =T
N N 7N 7
\ / Y — [ il — { 4
] W Tk & %
}{ X / L \5‘?&":_—_:{ . :| — _:<
S e T \,/,’/ . \’}7}{ \
\K\_ ,/.X/ \ 7/ \X',\_ )‘(/ . \XI\__/
[ ] | :_7__ | [ ] =1 | I~
IJ ‘ /}fi/ \K / >,‘:=:if . \3]\: :;/:7{ \—
N/ nerall & =eat
— | \ 1 / \\ L / \ L /
m=1.41421356237309 n=2 m=0.60092521257733 n=6 m=0.38873012632301 n=12
r=0.29289321881345 c=5 r=0.18768060114747 c=13 r=0.13995884403842 c=25
d=0.53901208445264 f=0 d=0.66395690946413 f=0 d=0.73846822388404 f=0

5.8. dbra. A PAT,(k(k + 1)) mintdjui korpakoldsok, ahol £ = 1,2 és 3.

b) PAT,(k(k + 1)): Tekintsiik most az aldbbi koordindtdkkal adott pontelhelyezést:

(i\/l,%—(1—klk+lk)2,imod2+(—1)ijl,€),aholOSiSk,OSj <k-1k<4,

k? — k— 2k
k3 —2k2
A pontok kozotti minimdlis tadvolsagra itt m,, = [,, adédik. A k& = 4 és 5 esetekben az

Iy =

optimélis, a k = 6 és 7 esetekben a ma ismert legjobb korpakoldst ez a minta adja.
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m=0.28661165235168 n=20 m=0.22450296453108 n=30 m=0.18427707211709 n=42 m=0.15615650046214 n=56
r=0.11138234751247 c=44 r=0.09167105798598 c=65 r=0.07780150289816 c=90 r=0.06753259632226 c=119
d=0.77949368686760 =0 d=0.79201902646073 f=0 d=0.79868427865342 f=0 d=0.80235172950297 i=0

5.9. abra. A PAT,(k(k + 1)) mintdjd korpakoldsok, ahol k = 4,5,6 és 7.

54. A PAT(k*+ | k/2]) mintaosztaly

A PAT, (k(k+1)) mintaképzéshez hasonldan tekintsiik most azt a pontelhelyezést, amikor
nem k és 2k — 1 részre osztjuk a négyzet oldalait, hanem £ és 2k — 2 egyenld részre. Ekkor

a pontelhelyezést az alabbi koordinatdkkal adhatjuk meg:

) J . ) .
— hol ) < < <71 <2k—-2 < 7.
(k,%_z),aoo_z_k,o_j_ k ésk <7

Ekkor
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=0 70?1 0678118654 n=5 m=0.30046260628866 n=18 m=0. 23584952830050 n=27
r=0.20710678118654 c=12 r=0.11552143246399 c=38 r=0 09542000174763 c=55
d=0.67376510556580 f=0 d=0.75465335787566 =0 d=0.77231145646250 f=0
N N (N [ N
SEaswranswansb| S )
T T T N
L, ,—_—/flf-\ﬁ\zﬂxf-\ﬁ\;:/ -
F \*l\-—'.\ -\k\\-—'ﬁ{ -\k\-—'./lﬁ’ b _., ™
NEAL o) /
s \S‘r-/f‘/\‘\\-/f{\i\-/fk N <
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(D et e YA )
L KR 1<
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‘ Jo N N T N
m=0.19436506314440 n=39 m=0.16538623796934 n=52
r=0.08136752704097 c=80 r=0.07095769307243 c=105
d=0.81117902717206 =0 d=0.82253084206527 f=0

5.10. dbra. A PAT(k* + | k/2]) mintdji korpakoldsok, ahol k = 2,4,5,6 és 7.
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A pontok kozotti tdvolsdgok minimuma azonban csak akkor lesz egyenld a téglalapok
4tléival, ha k% — 8k +4 < 0. Amint az konnyen ellendrizhet8, ekkor & < 7, ahol k pozitiv
egész szam. A k = 2,4 és 5 esetekben az optimdlis, a £ = 6 és 7 esetekben a ma ismert

legjobb pakolast adja.

5.5. Osszegzés

A bemutatott mintaosztalyok csak véges sok esetben adtak optimdlis pakolast. A ko-
rok szaménak novekedésével az optimélis korpakoldsok egyre nagyobb hexagondlis rész-
struktdrat tartalmaznak, tehat a mintdk csak egy bizonyos korszdmig adhatjak a legjobb
elhelyezéseket, utdna azokat méas véltja fel. Egy ilyen strukturavaltast figyelhetiink meg
példaul akkor, ha tekintjik az n = k(k + 1) korszdmu pakoldsokat. A k = 1,2 és 3
esetekban a PAT, (k(k + 1)) minta adja az optimdlis pakoldsokat, k = 4,5,6 és 7 esetén
azonban mér a PAT, (k(k + 1)) mintdbdl keriilnek ki a legjobb elhelyezések. Vannak fel-
tételezések, melyek szerint 1étezik olyan osztaly, amely végtelen sok esetben ad optimalis
korelhelyezést, de ezt a mai napig még nem tudtak igazolni.

A mintaosztalyok segitségével bizonyos esetekre javitani lehet az 5. tételben m,,-re
kapott als6 korlatot. Az aldbbi tabldzat tartalmazza n = 46-ig az m,, értéket, valamint a
minta- és struktiraosztilyok segitségével javitott m/ alsé korlatot. A struktdraosztalyok
esetében kapott értékek nem optimaélisak, azokon mér tudtak javitani.

A megismert mintaosztilyok szamos esetben nagy segitséget nytjtanak a matematiku-
soknak, mert a kapott m,, als6 korldtok determinisztikus algorimusok jé kiindulépontjai
lehetnek. Az optimalizal6 algoritmusok és a szdmitégépes hardver fejlédésével varhatéan
egyre tobb optimalis pakoldst fogunk megismerni, igy nagyon valdszin(, hogy a jovében

szamos tovabbi mintaosztilyt fognak feltarni a kutatok.
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5.1. tdblazat. Az elméleti tton és mintaosztilyok segitségével kapott alsé korlatok.

n my, Minta ml,

2 | 0,75983569 | PAT,(k(k + 1)) | 1,41421356
4 10,53728497 PAT (k?) 1,00000000
5 | 0,48056228 | PAT(k* + |k/2]) | 0,70710678
6 | 043869134 | PAT,(k(k+1)) | 0,60092521
7 | 0,40614926 | PAT,(k* —2) 0,53589838
8 | 0,37991784 PAT(k* — 1) 0,51763809
9 | 0,35818998 PAT(k?) 0,50000000
12 | 0,31020162 | PAT,(k(k +1)) | 0,38873013
13 | 0,29803208 STR(%k* — 3) 0,36602540
14 | 0,28719089 | PAT,;(k* —2) | 0,34891526
15| 0,27745276 | PAT(k* — 1) 0,34108138
16 | 0,26864248 PAT (k?) 0,33333333
18 | 0,25327856 | PAT(k* + |k/2]) | 0,30046261
20 | 0,24028114 | PAT,(k(k+1)) | 0,28661165
21 | 0,23449038 STR(k? — 4) 0,27540393
22 | 0,22909908 STR(k? — 3) 0,26794919
23 | 0,22406332 | PAT,y(k* — 2) 0,25881905
24 1 0,21934567 | PAT(k2—1) | 0,25433310
25 | 0,21491399 PAT(k2) 0,25000000
27 | 0,20680108 | PAT(k2 + | k/2]) | 0,23584953
30 | 0,19618873 | PAT,(k(k+1)) | 0,22450296
31| 0,19299846 | STR(K* —5) | 0,21748226
321 0,18995892 | STR(k*—4) | 0,21132487
33| 0,18705861 | STR(k*—3) | 0,21132487
34 | 0,18428722 | PAT,(k*> —2) | 0,20560465
35| 0,18163547 PAT(k? — 1) 0,20276360
36 | 0,17909499 PAT(k?) 0,20000000
39 | 0,17206890 | PAT(k2 + |k/2]) | 0,19436506
42 | 0,16580974 | PAT,(k(k+1)) | 0,18427707
44 | 0,16199751 STR(k? — 5) 0,17863279
45 | 0,16018743 STR(k? — 4) 0,17445763
46 | 0,15843669 | STR(K* —3) | 0,17445763
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