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1. Bevezetés

A matematika Osszes teriiletén taldlkozhatunk polinomokkal, emellett szinte min-
den mas tudomany teriiletén is el6fordulnak. Ezek vizsgalata, gytkeinek megtalala-
sa, a polinomidlis egyenletek megoldéasa tehat kiilonos figyelmet érdemel.

Az els6- és masodfoki egyenletek megoldasa évezredek 6ta ismert. A harmad-,
illetve negyedfoku esetekre a 16. szazadban talaltak megoldoképletet, azonban ezen
képletek alkalmazasa méar joval mélyebb ismereteket igényel. Harmadfoku egyenle-
tet a Scipione del Ferro és N. Tartaglia altal bizonyitott Cardano-képlettel tudunk
megoldani, a negyedfoktra pedig G. Cardano tanitvanya, .. Ferrari mutatott meg-
oldast. Ezek utan meriilt fel a kérdés, vajon 6t6d- vagy magasabb foku egyenletek
megoldasahoz is talalhatunk megoldoképletet? A sok probalkozas utan végiil a 19.
szézadban el6szor N. H. Abelnek, majd E. Galois-nak sikeriilt megmutatnia, hogy
ekkor mar nem létezik ilyen, csak specidlis esetekben. Emiatt valt fontossa, hogy
az egyenletek megoldésainak, a polinom gyokeinek elhelyezkedésérdl tudjunk nyilat-
kozni, még akkor is, ha a konkrét értékeiket nem ismerjiik.

Dolgozatomban a valoés egytitthatés polinomokat vizsgalom és azok valds gyoke-
it. Az algebra alaptétele alapjan ismert, hogy egy n-edfoku polinomnak pontosan n
darab komplex gyoke létezik, azonban a valos gyokok szaméat nem lehet ilyen egysze-
riien, pontosan megadni. Ma méar t6bb modszer is 1étezik, amelyekkel erre a szamra
becsléseket tudunk adni, kiilonb&z6 intervallumokban vizsgalva a gyokok szaméat. A
legelsé és legfontosabb eredmények kozé tartozik Budan és Fourier tétele, melyeken a
ma nagyon gyakran hasznalt gyors és hatékony gyokkeresé algoritmusok alapulnak.

A szakdolgozatom célja, hogy bemutassam e jelentGs tételeket és az ehhez kapcso-
16d6 fontosabb eredményeket. Példakon keresztiil megmutatom, hogyan alkalmaz-
hatjuk ezeket, hogyan tudunk a segitségiikkel becsléseket adni a polinomok gyokeire
és milyen egyéb fontos informaciokat adnak nekiink a kifejezésekrél. Vizsgalom a
tétel néhany mas fontos alkalmazési teriiletét, altalanositasat is, illetve, hogy milyen

lehetGségek kinalkoznak még a téma tovabbi feldolgozéasaval kapcsolatban.



2. Torténeti attekintés

Tekintsiik at roviden a témahoz kapcsolédo eredményeket. A valds egyiitthatos
polinomok valos gyokeirdl az els6 és egyben leghiresebb eredmény René Descartes
nevéhez fliz6dik. Ez az tgynevezett Descartes-féle elGjelszabaly 1637-ben jelent meg
La Géométrie [1| cimid mivében. Tételében fels6 korlatot adott a valos egyiittha-
tés polinomok pozitiv gyokei szaméra a polinom elGjelvaltasainak szama alapjan.
Ez az a szam, ahanyszor atlépiink az orig6 felett, ha az egyiitthatok altal alkotott
(ag,ay,...,a,) sorozat elemeit a szamegyenesen képzeljiik el és sorban lépkediink
koztiik ap-tol a,-ig. Descartes a szabaly bizonyitasiara még nem jott réa, elGszor a
magyar Segner Janos Andrasnak sikeriilt belatnia 1727-ben, azonban az 6 bizonyita-
sa csak akkor tekinthetd teljesen korrektnek, ha az n-edfoki polinomnak pontosan n
darab valos gyoke van multiplicitassal szamolva és a 0 nem gyok. Ebben az esetben
az elGjelvaltasok szama megegyezik a pozitiv zérushelyek szaméaval. Ma a tételnek
egy erGsebb valtozatat hasznaljak, amelynek megfogalmazasa C. F. Gauss nevéhez
fizédik. E szerint az elGjelvaltasok és a pozitiv gyokok szaménak kiilonbsége csak
paros szam lehet. A kovetkezSkben én is ezt a valtozatot fogom hasznélni. Gauss
ezen eredménye mellett még fontos megemliteniink az algebra alaptételét, amire
bizonyitast adott. A tétel a komplex polinomok egyik legfontosabb tulajdonsagat
mondja ki, igy hangzik: egy legalabb elséfokt komplex egyiitthatés polinomnak lé-
tezik komplex gycke. Ez alapjan egy mésik fontos allitast is megkapunk, ami szerint
minden legalabb elséfokt valos egyiitthatos polinom felithato els6- és masodfoki va-
16s polinomok szorzataként tgy, hogy a masodfoki polinomok egyikének sincs gyoke
a valos szamok halmazaban.

A 19. szézad elején nagy attorés kovetkezett be, ekkor dolgozta ki F. D. Budan
és J. B. J. Fourier a Descartes-féle szabdly altalanositasat. Egy adott intervallumon
beliil adtak felsé korlatot a valos egyiitthatos polinom valos gyokei szdméara, szintén
elgjelvaltasok szdma alapjan. ElGszor Budan tétele jelent meg 1807-ben, Nouvel-
le Méthode Pour La Résolution Des Equations Numériques [2] cimd munkéjaban,
amelyben csak a polinom egyiitthatéival dolgozott. 1820-ban Fourier tétele is meg-
jelent a Bulletin Des Sciences Par La Societe Philomathique De Paris 3| nevezetii

folyoiratban, melyben a polinom derivaltjait is felhasznalta munkajahoz, a két tétel



igy formailag kiilonbézik egyméastol, am ekvivalens.

A kovetkezd jelentds elérehaladés a témaban 1829-ben volt, amikor J. C. F. Sturm
jelentette meg eredményét (lasd [4]). O mér a valos zérushelyek pontos szamét
hatarozta meg egy adott intervallumon beliil a Sturm-sorozatok segitségével. Ezzel
hatékony algoritmust talalt a polinom valés gyokei szétvalasztasara, igy modszere
gyorsan és széles korben elterjedt. Tételével egyiitt Fourier-é is felkapotta valt,
mivel Sturm az 6 munkajat fejlesztette tovabb. A téméval kapcsolatos frasokban is
igy f6leg a Fourier altal megfogalmazott allitassal talalkozunk, legtobbszor Budan—
Fourier néven, a Budan-tétel eredeti formajaban ritkdn fordul el6.

Azonban Budan eredménye énmagéban is 1ényeges, mert A. J. H. Vincent nagyon
jelentds tétele (1836) az 6 kutatasan alapszik. Ez a racionalis egyiitthatos polinomok
valés gyokei szétvalasztasanak modszerét irja le. Sturm eredménye miatt Vincent
tétele is hattérbe szorult, szinte feledésbe is meriilt. A 19. szazadban J. A. Serret [5]
francia matematikus, majd a 20. szédzadban J. V. Uspensky [6] orosz matematikus
irasaban maradt fenn. KésGbb a valds gyokok szétvalasztasanak leggyorsabb algo-
ritmusai ennek alapjan jottek létre, igy Sturm tétele mellett Vincent-é is elGtérbe

keriilt.



3. Alapfogalmak

Ebben a fejezetben bevezetem a téméhoz kapcsolédé fogalmakat és a késébbiek-
ben hasznalt jeloléseket. Ismertetem a valés polinomok néhény alapvets tulajdon-

sagat is, amik a tételek és bizonyitasok megértéséhez sziikségesek lesznek.

3.1. Definicié. Valds egyiitthatds egyvdltozos polinomnak nevezzik az f(x) = a,a™+
12"V o+ ayw + ag formadlis kifejezést, ahol n nemnegativ egész szdm, ag, ay,
.y an € R és x egy szimbolum (viltozd). Ha a, # 0, akkor n-et az f polinom fokd-
nak hivjuk és degf-el jeloljik, a, a polinom féegyiitthatdja. Az f(x) = ag polinomot

konstans polinomnak nevezziik.

3.2. Definici6é. Azt mondjuk, hogy o € R az f(x) polinom gydke, ha f(a) = a,a™+
10" aja + ag = 0 teljestil.

3.3. Definici6. a € R az f(x) polinom k-szoros gyike, ha f(x) = (v — a)*

9(x)
valamely g(x) polinomra, de g(a) # 0. A k szamot az o gydk multiplicitdsanak

nevezzik.

Bézout tétele alapjan egy a € R szam akkor és csak akkor gyoke az f(x) poli-
nomnak, ha f(z) = (r—a)g(x) alaka valamely g(x) polinomra. Az (z—«) kifejezést
f(z) a-hoz tartozo gyoktényezGjének nevezziik. Ekkor, ha f(z) n-edfoka volt, g(z)
(n — 1)-edfok, illetve g(z) gyokei szaméahoz hozzdadva egyet megkapjuk f(x) gyo-
keinek szaméat. A tételbdl azt is megkapjuk, hogy a 0 szdm pontosan akkor lesz
gyok, ha x-et ki tudjuk emelni a kifejezésbél. Tehat konnyen megallapithato, hogy
gyok lesz-e, illetve az, hogy hényszoros, emiatt a kés6bbiekben csak a negativ és
pozitiv valos gyokok vizsgalataval foglalkozunk. Ismert, hogy egy valos egyiittha-
tos polinomnak legfeljebb annyi valos gyoke létezhet, mint amennyi a polinom foka,
paratlan fokszam esetén legalabb egy valos gyok létezik, mivel a komplex gyokok
konjugalt parokban fordulnak eld.

Az altalam bemutatott tételek azt vizsgaljak meg, hogy a polinom egyiitthatoi
hanyszor valtanak pozitivbol negativba, illetve negativbol pozitivba, majd ez alap-
jan adnak becslést a polinom gyokeinek szamara. Ezen elGjelvaltasok szama kénnyen
és gyorsan megadhaté leolvasva a kifejezésrél, ennek koszénhetd, hogy a modszerek

széles korben elterjedtek.



A kovetkezd definicidban nézziik meg, mit is értiink pontosan elGjelvaltas alatt.

3.4. Definicid. Legyen n nemnegativ egész szam és (ag,aq,...,a,) valds szdmok
eqy tetszéleges sorozata. A sorozat eldjelvdltdsdn egy olyan (j, k) indexpdrt értink,
melyre j <k, j+1=Fk esetén a;ar <0, j+1 <k esetén pedig a;ar, < 0 és minden
j<i<k-raa; =0. Egy f(z) = a,x™ + a,_ 12" '+ - + a1z + ag valds egyiitthatds
polinom eldjelvdltdsinak nevezzik az egyiitthatok dltal alkotott (ag,ay,...,a,) valds

szamsorozat eldjelvdltdsat.

Az f(z) = apa™ + a,_ 12"t + - -+ + a7 + ag polinom elGjelvaltasainak szamat
V(ag, ay, ..., a,)-nel fogjuk jelolni.

Egy f(x) polinom gyokei és derivaltja, f'(z) gyokei kozott talalhatunk osszefiig-
géseket. f(z) egyszeres gyokei f’(x)-nek nem gydkei, t6bbszoros gyokei pedig eggyel
kevesebb multiplicitasu gyokei lesznek a derivaltnak. Ezt egyszertien belathatjuk.

k

Legyen f(x) = (v — a)"g(x), ahol 0 < k egész és g(x) nem oszthato (z — «)-val,

azaz g(a) # 0. Ekkor a derivalt a kiovetkezd alaki:

f'(@) = k(z — ) lg(z) + (v — )"g'(2)

= (z— )" kg(z) + (z — a)g'(x)].

A kg(z) + (x — a)¢'(z) kifejezés nem oszthato (r — a)-val, mivel

Tehat f'(z) k = 1 esetén nem lesz oszthatdé (z — a)-val, 1 < k esetén pedig

k-1

(r — a)* Lnel oszthato lesz, de (z — a)*-nal nem.

A mésik fontos 6sszefiiggés a Rolle-féle kozépértéktétel kovetkezménye.

3.1. Tétel (Rolle-féle kozépértektétel). Ha az f figgvény az [a,b] intervallumban
folytonos, az intervallum belsd pontjaiban differencidlhatd és f(a) = f(b), akkor van

olyan a < ¢ < b szdm, hogy f'(c) = 0 teljesiil.

Szamunkra az f(a) = f(b) = 0 eset lesz fontos. A tétel alapjan azt kapjuk meg,
hogy ha a és b két valos gyoke egy polinomnak, akkor a derivaltjanak létezik egy

gyoke az (a,b) nyilt intervallumban.



4. Descartes-féle elGjelszabaly
4.1. Tétel és bizonyitasa

4.1. Tétel (Descartes-féle elGjelszabaly). Legyen f(z) = apz"™ + ap_ 12"t + -+ +
a1x + ag eqy wvalds egyiitthatos n-edfoki polinom, ahol n pozitiv egész szdm és p
a pozitiv gydkeinek szama, multiplicitdssal szdmolva. Ekkor létezik m nemnegativ
egész, hogy

p=V(ag,a,...,a,) —2m.

El6szor két allitast vizsgalunk meg, amelyekb6l megkapjuk a tétel bizonyitésat.

Tekintsiik a kdvetkezs egyenletrendszert:

bo = Qo (1)
bl =ag+ a

62:a0+&1+a2

b1 =ap+ a1 +ag+ -+ an

b, =ap+ar+ay+ -+ ap_1 + apn.

Itt a linearis egyenletrendszerek elmélete alapjan az a; és b; valés szamok megha-
tarozzak egymaést, az a;-k ismeretében megkapjuk b;-ket, 1 = 0,1,...,n és forditva.
a, # 0 esetén tekintsiik az f(z) = A"+ ap_ 12" 4 - -+ ayz+ag polinomot és ennek
egyiitthatoi legyenek az egyenletrendszerben szereplS a;-k. Ha f-nek & egy gyoke,
azaz f(x) = (£ — x)g(z) egy (n — 1)-edfoka g(x) polinomra, az egyenletrendszer
megoldasaval kapott b;-k g-nek a b; egyiitthatoi lesznek, i = 0,1,...,(n —1).

4.1. Allitas. Ha az (1) egyenletrendszer fenndll valamely a, # 0 és b, = 0 esetén,

akkor V(ag,ay,...,a,) — V(by, b1, ..., by) pozitiv pdratlan szdam.

Bizonyitds. Megvizsgaljuk kiilon az n = 1 és n = 2 eseteket, majd n > 3-ra latjuk

be az allitast. n = 1 esetén az egyenletrendszeriink a kévetkezSképpen néz ki:



Ekkor a feltételek alapjan az ag = by = —ay # 0 és by = 0 egyenleteket kapjuk,
ezekbdl V(ag,ar) — V(bo,b1) = 1 — 0 = 1, azaz teljesiil az allitasunk.

n = 2 esetben az alabbi egyenletrendszer adodik:

b(]:(l(]
b1:a0+a1

b2:a0+a1+a2.

Az ag = by, a; = by—bg, as = —by # 0, és by = 0 egyenletek alapjan megvizsgaljuk
a két lehetséges eredményt. Ha bob; < 0, akkor V'(by, b1, be) =1 és V(ag, a1, az) = 2,
igy V(ag, a1, as)—V(by,b1,b2) =2—1=1. Ha byb; > 0, akkor pedig V' (bg, b1, b2) =0
és V(ao, a1, az) = 1, tehat V(ag, ar,az) — V(by,b1,b2) =1 —0 = 1. Ezzel n = 2-re is
belattuk az allitast.

Az n > 3 esetet indirekt bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy valamely a,, # 0 és b, =0
esetén V' (ag, ay,...,a,) — V(bo, by, ..., b,) nem pozitiv paratlan szam lesz. Legyen
n a lehets legkisebb, amire ez teljesiil. Ekkor latjuk, hogy a; = 0 nem teljesiilhet
semmilyen ¢ = 0,1, ..., n-re, mivel ekkor az a;-ket, valamint b; sorat elhagyhatnank
az egyenletrendszerbdl, igy egy kisebb n-re kapnank meg az ellenpéldat.

Vizsgaljuk most az (1) egyenletrendszert egy kicsit méasképpen, hagyjuk el az elsg

sorat:

b1 = (ao + al)

bQ = (a0+a1) + as

b1 = (ap+ai) + a4+ + ap

by = (ap+a1) +as+ -+ an_1 + ay.

Ekkor V(ag+ a1, as, ... ,a,) —V (b1, bs, ..., b,) pozitiv paratlan szam lesz, kiilén-

ben kisebb n-re kapnank ellenpéldat ismét. Tekintsiik a kovetkez6 két kiilonbséget:

a=V(ag,ai,...,a,) — V(ag+ ay,as,...,a,),

B =V(bo,b1,...,b,) — V(b1,ba,...,by).



a € {0,1,2} és 8 € {0,1}, azt mutatjuk meg, hogy o« — 3 =0 vagy a — 3 = 2
egyike teljesiil. Ehhez feltehetjiik az altalanossag korlatozasa nélkiil, hogy ay = 1 az
ellenpéldankban, ebbdl pedig megkapjuk, hogy by = ag =1 ¢és by = ag+a; = 1+a;.

El6szor vizsgaljuk a 8 = 0 esetet. Azt kapjuk, hogy V (b, by, ...,b,) = V (b1, ba,
..., bn), azaz by > 0, igy ag+a; > 0. A lehetséges ay, ay értékek alapjan a # 1 lesz,
tehat a — 8 vagy 0 vagy 2 lehet.

Most tegyiik fel, hogy f = 1. A V(by,b1,...,b,) — V(b1,ba,...,b,) = 1 egyen-
16séget kapjuk, amib6l b; < 0 kovetkezik. A by helyére behelyettesitve (ag + a;)-et
megvizsgalhatjuk o értékét ismét, erre minden esetben 1-et kapunk, a — 8 pedig 0
lesz.

Ezzel mindkét esetben ellentmondashoz jutottunk, mivel az indirekt feltevés alap-
jan a — [ nem lehet nemnegativ paros szim, tehat az allitds minden n > 3 -ra is
teljesiil.

O

4.2. Allitas. Ha f(z) = apa™ + a2 ' 4 - + a1z + ag = (€ — 2)g(z) valamely
¢ pozitiv szamra és g(x) = by 12" + by_ox™ % + -+ + byx + by polinomra, akkor

V(ag,a,...,a,) — V(bo,b1,...,bo_1) pozitiv pdratlan szdm.

Bizonyitds. A bizonyitasban azt hasznaljuk ki, hogy az altalanossag korlatozésa nél-
kiil feltehets, hogy € = 1. ElGszér megmutatjuk, ez miért is igaz.
Ha f(z) helyett az f(&x) kifejezést tekintjiik, akkor V(ag, a1, ..., a,) és V(bo, b1,

., bn—1) értékei valtozatlanok maradnak. Ezt az f({x) aldbbi felirasabol latjuk:

f(&x) = (& — &x)g(§x) = £(g(€x))(1 — ).

Tehat feltehets, hogy & = 1, azaz f(x) = (1 — x)g(x) alaka. Ekkor b, = 0
valasztassal felirhato az (1) egyenletrendszer, illetve fennall a V' (bg,b1,...,b,) =
V(bo, b1, ...,b,_1) egyenl8ség is, igy az (4.1) allitas alapjan kész vagyunk a bizonyi-

tassal.

A 4.2. allitasbol teljes indukcioval kovetkezik a Descartes-féle elGjelszabaly.
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Mar Descartes is észrevehette, hogy modszerével nem csak a pozitiv gyokok sza-
méara kaphat felsG korlatot, hanem a negativakra is. Egy f(x) polinom negativ
gyokeinek szama megegyezik az f(—x) kifejezés elGjelvaltasainak szamaval, vagy

annal egy paros szammal kevesebb.

4.2. Példak, alkalmazasok
Néhany példan keresztiil nézziik meg, hogyan és mire tudjuk hasznalni a tételt.

4.1. Példa. Vizsgdljuk a kévetkezd polinom gydkeit a Descartes-féle eldjelszabdly
segitségével!

f(z) = 2° + 42* — 22° — 142% — 32 — 18

Leolvashato, hogy 1 darab elGjelvaltasa van a kifejezésnek. Mivel a szabaly alap-
jan a pozitiv gyokok szdma egy nemnegativ paros szammal lesz ennél kevesebb,
igy pontosan 1 darab pozitiv gyoke létezik. Most vizsgaljuk meg f(—z)-et, hogy

megallapithassuk a negativ gyokok szamat:
f(=z) = (—2)° + 4(—2)* — 2(—2)® — 14(—2)? — 3(—x) — 18
= —2° +42* +22° — 142% + 32 — 18.
Itt 4 darab elGjelvaltast talalunk, igy a negativ gyokok szama legfeljebb ennyi
lehet. Azt is megkapjuk a tételbdl, hogy ez a szam csak 4, 2 vagy 0 lehet, ez abbol

is kovetkezik, hogy a komplex gyokok mindig konjugélt parokban jelennek meg.

Mindezek alapjan tehét az alabbi hdrom eset lehetséges:

Pozitiv gyokok szama | Negativ gyokok szama | Nem valos gyokok szama

1 4 0
1 2 2
1 0 4

Pontosabb adatokat a fiiggvény abrazolasaval kapunk. Az 1. dbran 4 darab lokalis
szélsGértéket 1atjuk a polinomnak. Mivel f(z) 6todfoku, igy derivaltja egy negyed-
foku kifejezés, ennek a 4 darab gyokét adjak meg ezeknek a szélsGértékeknek az x
koordinatai. A kordbban mar emlitett Rolle-féle kozépértéktétel kovetkezményeként

teh&t megkapjuk, hogy csak az abran lathato 2 darab valos gyok létezik. A negativ

11



gyok 2-multiplicitasi, lokalis szélsGértéke van ott a fliggvénynek, viszont nem infle-
xios pont. Szamitasaink helyesek voltak, a kapott esetek koziil a masodik teljesiil,

a nem valos gyokok egymas konjugaltjai lesznek.

300+
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1. 4bra

A Descartes-féle elGjelszabalyt a racionalis gyokok keresése sorén is sokszor hasz-
naljak. Egy egész egylitthatés polinom racionélis gyokeinek megtalalasara leggyak-

rabban az M. Rolle nevéhez kdthets raciondlis gyoktesztet alkalmazzak.

4.2. Tétel (Racionalis gyokteszt). Legyen f(x) = a,a"+a, 12" '+ - +a1x+ag egy
egész egyiitthatos polinom és tegyiik fel, hogy eqy g tovdbb mdr nem eqyszerisithetd

raciondlis szam gyoke f(x)-nek. Ekkor p osztdja ag-nak és q osztdja a,-nek.

A tételt akar racionalis egyiitthatos polinomok gytkeinek megtalalasara is hasz-
nalhatjuk, felszorozva a kifejezést az egyiitthatok legkisebb kozos tobbszordsével.

A gyokteszt segitségével gyorsan meg tudjuk adni a lehetséges p és g értékeket,
azonban azt mar nehéz megallapitani, mely racionélis szamok lesznek val6ban gyo-
kok, illetve hany darab lesz koziiliik az, f6leg nagy egyiitthatok esetén. Ebben nyjt
nagy segitséget nekiink Descartes tétele, az alkalmazasaval sok szamolast megspo-
rolhatunk és kisziirhetjiik a szamunkra felesleges torteket. Nézziink egy példéat erre

is.
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4.2. Példa. Vizsgaljuk a kévetkezd polinom gydkeit a raciondlis gydkteszt segitségé-

vel, majd alkalmazzuk a Descartes-féle eldjelszabdlyt!
f(z) = 42* + 42° + 172% + 162 + 4

Mivel ag = a4 = 4 és a 4 osztéi: +1, £2 és 4, igy a gyokteszt a kdvetkezs
P w4l gl gl o242 42 44
P értékeket adja: :i:l, :i:2, :i:4, :i:l, :i:2, :i:4, :i:l, :i:2, :i:4. Ezekelt egylszerusngve
megkapjuk, hogy a kovetkezd racionélis gyokok lehetségesek: +1, j:§, iz_i’ +2, +4.

A polinom egyiitthatoi mind pozitivak, igy az elGjelvaltasok szama 0. Descartes

tétele miatt tehat nem létezik pozitiv gyok, azaz a lehetséges racionalis gyokck mar

1

1 . .
5~ —2 ¢s a —4. Vigsgaljuk f(—x)-et:

csak a —1,

f(=2) =4(—2)* +4(—2)* + 17(—2)* + 16(—x) + 4
= 4ot — 42° + 172 — 162 + 4.

Itt 4 darab elGjelvaltas talalhato, azaz a negativ gyokok szama 4, 2 vagy 0 lehet.

A kovetkezd esetek adodnak:

Pozitiv gyokok szama | Negativ gyokok szama | Nem valos gyokok szama
0 4 0
0 2 2
0 0 4
A fiiggvény grafikonjat a 2. abran latjuk. —%—ben veszi fel a minimuméat a

polinom, &m ez nem inflexios pont. Kideriil, hogy a masodik eset all fenn, a 2-

multiplicitast negativ gyck 3 A masik két gyok nem valds, egymas konjugaltjai.

13
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2. abra

A kovetkezd fontos alkalmazasi teriilete az elGjelszabalynak a valés szimmetrikus
matrixok sajatértékeinek vizsgalata. Ismert, hogy csak valos sajatértékeik vannak,
tehét a tétel segitségével meg tudjuk kapni pontos szamukat, illetve informéaciot kap-
hatunk el6jeleikrdl is. A vizsgalt f(x) polinom a matrix karakterisztikus polinomja
lesz, ekkor a pozitiv gy6kok szama megegyezik f(x) elGjelvaltasainak szamaval, a
negativ gyokok szama pedig f(—z) elGjelvaltasainak szamaval. Ezekbdl a szamokbol
a matrix definitségére is kovetkeztethetiink, ennek nagy szerepe van Hesse-matrixok
esetén.

Hesse-matrixnak nevezziik egy tobbvaltozos valés fliggvény méasodrendi parcia-
lis derivaltjaibol alkotott négyzetes matrixot, egy f(xy,za,...,z,) n-viltozos valds

fiiggvény esetén ez a kovetkezs alaki:

02 f 02 f 02 f
0x10x11 Ox10xs " 0x10Tn
_of  _2f 0% f
0x20T1 O0x20x2 "  Ox20xTn
Hf (l') = )
02 f 02 f 02 f
| 0xpndr1  Oxpndx2 " Oxnldrn

14



ha x = (21,29, ...,x,) [ értelmezési tartomanyanak egy belsé pontja, ahol f mind-
egyik masodrendd parcialis derivaltja létezik. O a parcialis derivalas, 0% pedig a
masodrendid parcialis derivalas jele. A Young-tétel értelmében, ha a méasodrendd
parcialis derivaltak folytonosak, akkor a vegyes parcidlis derivaltak egyenlGek, igy
ekkor ez egy szimmetrikus matrix.

A Hesse-matrix definitségébdl kovetkeztethetiink a lokalis szélsGértékek létezése-
re. Ha x* stacionarius pontja f(x)-nek, azaz az Osszes elsérendii parciélis derivaltja

eltiinik ebben a pontban, a kévetkezGk teljesiilnek.

e Ha f Hesse-méatrixa pozitiv definit x*-ban, akkor f-nek lokalis minimuma van

x*-ban.

e Ha f Hesse-matrixa negativ definit x*-ban, akkor f-nek lokélis maximuma van

x*-ban.

e Ha f Hesse-matrixa indefinit x*-ban, akkor f-nek z*-ban nyeregpontja van,

nincs lokalis szélsGérték itt.

Egy valos szimmetrikus matrix pontosan akkor pozitiv definit, ha minden sajatér-
téke pozitiv, negativ definit, ha minden sajatértéke negativ, indefinit pedig pontosan
akkor, ha létezik pozitiv és negativ sajatértéke is. Most nézziink egy példat, hogyan
tudjuk a Descartes-féle elgjelszabalyt hasznalni egy matrix definitségének meghata-
rozasara, majd ennek segitségével egy tobbvaltozos fliggvény lokalis szélsGértékeinek

megtalalasara.

4.3. Példa. Hatdrozzuk meg a kivetkezd fligguény lokdlis szélsdértékeit!

f(%ywz)ZIS—2$2+y2+22—2$y+xz—yz+3z

A stacionarius pontok megtalaldsdhoz az alabbi egyenletrendszert oldjuk meg.

of a2 4. o _
—ax—3:z: dr —2y+2=0
af .
of o
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Ennek a két kapott megoldasa a* = (0, —1,—2) és b* = (2,1, —2). A masodrend

parcialis derivaltakbol all6 Hesse-matrix:

6z —4 -2 1

ebbdl a kévetkezd két matrixot kapjuk.

4 -2 1 8§ —2 1
H/(a*)=|—2 2 -1 H/b)=|—2 2 -1
1 -1 2 1 -1 2

A H/(a*)-hoz tartozé karakterisztikus polinom:
pi(\) = —=\* + 18\ — 18.

Két elGjelvaltasa van a kifejezésnek, tehat 2 darab pozitiv és 1 darab negativ sa-
jatértéke létezik a matrixnak, azaz indefinit. Ebb6l tehat megkapjuk, hogy az
a* = (0,—1,—2) pontban nyeregpontja van a fiiggvénynek, nincs szélsGértéke itt.

A H/(b*)-hoz tartozé karakterisztikus polinom:
pa(N) = —A3 + 12)2 — 30\ + 18.

A 3 darab elGjelvaltas miatt a matrix mindharom sajatértéke pozitiv, tehat pozitiv
definit. Igy a fiiggvény egyetlen szélsGértékét kapjuk meg, a b* = (2,1 — 2) pont-
ban lokalis minimuma van. A tétel alkalmazasaval ezt az eredményt a sajatértékek
kiszamolasa nélkiil, gyorsan megkaptuk.

A 3. abran az f fiiggvény harom metszetét latjuk, rendre az x = 2, y = 1 és

z = —2 értékeknél.
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5. Budan és Fourier tétele

5.1. Budan tétele

5.1. Tétel (Budan). Legyen f(x) polinom, a és b két valds szdm, a < b. Jelolje V,,
illetve 'V, az eldjelvdltdsok szamdt f(x + a) és f(x + b) polinomokban és p a valds
gyokok szdmdt az (a,b] intervallumban, multiplicitdssal szémolva. FEkkor létezik m
nemnegativ egész, hogy

p=V,—V,—2m.

5.2. Fourier tétele

A tétel kimondasa el6tt bevezetiink egy 1j fogalmat és néhany jelolést.

5.1. Definici6. Adott eqy n-ed foki f polinom, ahol n nemnegativ egész szam. Ekkor

f Fourier-sorozata:
Der(f) = (fO, fW, f®,.... f),

ahol O az i-edik derivdltja f-nek, i =0,...,n és fO = f.

Ha adott polinomok egy F' = (fo, f1, ..., fx) sorozata és egy a valés szam, akkor
V(F,a) jelolje az (fo(a), fi(a),. .., fr(a)) sorozatban talalhato elGjelvaltasok szamat.
Ez a jelolés kiterjeszthet6 a = too-re is, V(F,+00) az elGjelvaltasok szama f;(x)
féegyiitthatoi altal alkotott sorozatban, V(F, —oo) pedig az elGjelvaltasok szama
fi(—z) f6egyiitthatoi altal alkotott sorozatban. Ezek a fogalmak korrektek, mivel
r — +oo esetén egy f(z) polinom egy id6 utan mindig pozitiv vagy negativ lesz
a f6egyiitthato elGjele szerint, hasonléan xr — —oo esetén is. A kiterjesztésre azért
van sziikség, hogy a Fourier-tétel segitségével egy tjabb bizonyitast tudjunk adni
Descartes tételére.

Adott f polinom, a,b € RU{+00, —oc}. Ekkor r(f,a,b) jelolje f valos gyokeinek
szamat az (a, b] intervallumon beliil, multiplicitassal szamolva. f (M_et a kovetkezdk-

ben f’-vel jel6lom.

5.2. Tétel (Fourier, Budan-Fourier). Legyen f(x) egy m-edfoki polinom, ahol n
pozitiv egész szim, a < b és a,b € RU {+o00,—c0}. FEkkor létezik m nemnegativ
egész, hogy

r(f,a,b) =V (Der(f),a) — V(Der(f),b) — 2m.

18



A kovetkezd allitas segitségével fogjuk belatni a tételt (lasd [7]).

5.1. Allitas. Legyen f(z) egy n-edfoki polinom, ahol n pozitiv egész szam. Legyen
f(c) =0 esetén p f ¢ gyokének multiplicitdsa, f(c) # 0 esetén tekintsik a p szamot
nulldnak. Ha f®-nak 0 < k < n esetén nincs gyike eqy adott [c—€,¢)U(c,c+ €

halmazban, ahol € > 0, akkor
o V(Der(f),c—¢)—V(Der(f),c) — u nemnegativ, pdros szdam,
e V(Der(f),c)—V(Der(f),c+¢€) =0.

Bizonyitds. Allitasunkat degf-re valo indukcioval bizonyitjuk.
Ha degf = 1, akkor csak f(c) = 0 lehet, a kovetkezs két eset egyike all fenn f

elsjelétsl fiiggsen, ) pedig elttinik minden 2 < k < n-re.

Jx)
VY

Cc-€ c ct+e

° °
c-¢€ & c+€

Jx)

4. 4bra

A 4. abran lathatjuk, hogy ekkor V(Der(f),c —¢€) = 1 és V(Der(f),c) =
V(Der(f),c+¢€) =0, tehat a degf = 1 esetre belattuk az allitast.

Most tegyiik fel, hogy degf < n-re igaz, belatjuk degf = n-re. Két esetet vizs-
galunk. El6szor tegyiik fel, hogy f(c) = 0, azaz p > 0. Ekkor az indukcios feltevés
alapjan f’-ra teljesiil az allitas, mivel degf’ < n és ekkor ¢ (u — 1)-multiplicitasa

gyoke f'-nak, igy:
o V(Der(f"),c—¢€)—V(Der(f'),c) — (u— 1) nemnegativ, paros szam,

o V(Der(f"),c) —V(Der(f"),c+¢€)=0.
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Mivel polinomok esetében a polinom és derivaltja elGjelei egy adott o gyok kornye-
zetében x < a esetén kiilonboz6ek, a < x esetén pedig megegyeznek a Lagrange-féle

kozépértéktétel alapjan, ezért a kovetkez6 egyenléségeket irhatjuk fel:

V(Der(f),c—¢€) =V (Der(f'),c—e)+1,

V(Der(f),c) =V (Der(f'),c),

V(Der(f),c+e) =V (Der(f'),c+e).

Ebb6l mér kovetkezik az allitas.
Most tegyiik fel, hogy f(c) # 0, azaz p = 0. Jelolje v azt, hogy ¢ hanyszoros

multiplicitast gyoke f’-nak. Ismét alkalmazva az indukcios feltevést megkapjuk:
o V(Der(f"),c—e€)—V(Der(f'),c) — v nemnegativ, paros szam,
o V(Der(f'),c) —V(Der(f'),c+e)=0.

Most vizsgaljuk meg a polinomnak és derivaltjainak elGjeleit a ¢ kornyezetében.
Négy eset lehetséges v paritasanak illetve (f@*+V(c)f(c)) eljelének alapjan.
Ha v paros és (f“+Y(c)f(c)) pozitiv:

V(Der(f),c—¢€) =V (Der(f'),c—e),
V(Der(f),c) =V(Der(f'),c),

V(Der(f),c+e) =V (Der(f'),c+e).

Ha v péros és (f+1(c)f(c)) negativ:

V(Der(f),c—¢€) =V (Der(f'),c—e€)+1,

V(Der(f),c) =V (Der(f'),c) + 1,

V(Der(f),c+e¢)=V(Der(f'),c+e¢€)+ 1.
Ha v paratlan és (f+Y(c)f(c)) pozitiv:

V(Der(f),c—¢€) =V (Der(f'),c—e)+1,
V(Der(f),c) = V(Der(f'),c),

V(Der(f),c+e€) =V (Der(f'),c+e).



Ha v paratlan és (f“+Y(c)f(c)) negativ:
V(Der(f),c—¢€) =V (Der(f"),c—e),
V(Der(f),c)

V(Der(f"),c) + 1,

V(Der(f),c+e¢€) =V (Der(f'),c+e€)+ 1.

Latjuk, hogy az 4llitas teljesiil mind a négy esetben.

]

Budan és Fourier tételét ebbdl mar kénnyen beldthatjuk. Igaz, hogy minden

¢ € (a,b)-re fennallnak a kivetkezs egyenldségek:
r(f,a,b) =r(f,a,c) +r(f,c,b),
V(Der(f),a) — V(Der(f),b) =V (Der(f),a) — V(Der(f),c)
+ V(Der(f),c) — V(Der(f),b).

Legyenek ¢y, ¢y, ..., ¢, az fU) polinomok gydkei az (a,b) intervallumban, minden

0<j<n-—1lre legyen a =cy, b = c,41 és d; € (¢;,¢iv1), azaz:
a=cp<dp<c1 <---<c¢.<d <cppq=0.

Ekkor az alabbi egyenletek irhatoak fel, tehat az el6z§ allitds alapjan a tétel

teljestl.
r(f,a,b) = Z [r(f,cirdi) +7(f, diy ciz)],
V(Der(f),a) = V(Der(f),b) = > [V(Der(f),e;) = V(Der(f), d;)

+V(Der(f),d;) = V(Der(f), cit1)]
A S [V(Der(f),¢;) — V(Der(f), d;) + V(Der(f),d;) — V(Der(f), cit1)] kifeje-
n=0
zés vizsgalatakor észrevehetd, hogy a V(Der(f),d;) értékek kiejtik egymést, i =
0,1,...,r, illetve a V(Der(f),c;) értékek is, i« = 1,2,...,r. Emiatt a fent felirt
egyenl@ség valoban fennall, a vizsgalt Gsszeg csak a cg = a és ¢,1 = b helyeken vett

elgjelvaltasok szamatol fiigg.

Eszrevehetd, hogy a tételben szerepls dsszefiiggés az azonosan 0 polinom kivéte-
lével a konstans polinomokra is fennall. Ekkor V(Der(f),a) =V (Der(f),b) =0 és

mivel a gyokok szama is 0, igy az m = 0 valasztas megfelels.
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5.3. Tételek ekvivalenciaja

Egyszertien be tudjuk l4tni, hogy Budan és Fourier tételei ekvivalensek. A Taylor-

formula alapjan:
~ f0(a)
f(l‘ + a) = Z Z—'x )
i=0
tehéat a Der(f) sorozat tagjainak eljelei az a pontban és f(z + a) megfelel§ egyiitt-

hatdinak elGjelei megegyeznek.

5.4. Példak

El6szor Budan tételére mutatok egy példat.
5.1. Példa. Vizsgdljuk a kévetkezd polinom gydkeit Budan tétele segitségével!
f(z) =2 +42* = 32> + 2 — 6
Descartes tétele alapjan 3 vagy 1 darab pozitiv gyoke létezik, mivel 3 elGjelvaltasa
van a polinomnak. f(—z) = —2° + 42* — 322 — x — 6, igy a negativ gyokok szama
2 vagy 0 lehet.
Vegyiik a (—2, 0] intervallumot.
flz=2)=(x—-2°+4(x—2" -3 -2+ (z—2) -6
= 2° — 62" + 82" 4 132° — 35z + 12
flx+0)=f(z) =2"+42* —32° + 2 — 6
Ezekbd6l megkapjuk, hogy V_o =4 és Vy =3, azaz V.o — V) =4 — 3 = 1. Tehat
a polinomnak léteznek negativ gyokei, az egyik a (—2, 0] intervallumban talalhato.
flz—4)=(x—4)°+4(x—4)" -3(x—4)>*+(x—4) — 6
= 2% — 162* 4+ 962° — 25922 + 281z — 58,
igy V.y =5é Vy—V.y=5—4 =1, vagyis a masik negativ gyok a (—4, —2]
intervallumban van.
Budan tételének alkalmazasaval pontosabb informéaciokat kaptunk a gyokok sza-
mardl és elhelyezkedésér6l. Az 5. abra alapjan lathatjuk, hogy a szamitasaink he-
lyesek. 4 darab lokalis szélsGértéket latunk, ezek megadjék a polinom derivaltjanak

mind a 4 gyokét, tehat azt is megkapjuk, hogy az abran is lathaté 1 darab pozitiv

gyok létezik. A két nem valds gydk egymas konjugaltja.
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5. dbra

Most nézziink egy példat arra, hogy Fourier modszerét hogyan alkalmazhatjuk.

5.2. Példa. Vizsgdljuk a kiévetkezd polinom gydkeit Fourier tétele segitségével!

f(z) =525 — 42°

— 272 + 5522 — 6

Descartes szabalya alapjan megkapjuk, hogy 1 vagy 3 darab pozitiv gyok és 1

vagy 3 darab negativ gyok létezhet, ezeket az adatokat Fourier tétele segitségével

pontosithatjuk.

Nézziik meg a polinom derivaltjait, ezek alkotjak f Fourier-sorozatat:

FO(z)
fO(x)
fP ()
) )
)
)
) =

T

£
FO(
fO(x) =
(

Oz

— 272 + 5522 — 6
20x* — 1082 + 1102
1502* — 8023 — 32422 + 110
6002° — 24022 — 648z
18002 — 480z — 648

3600z — 480

3600.
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Tekintsiik a (0, 2] intervallumot. Az x = 0 helyen a derivaltak sorozata a kovet-
kez§ alaku:

(—6,0,110,0, —648, —480, 3600),

mig az x = 2 helyen:
(—26,—4,574, 2544, 5592, 6720, 3600).

Ezekbo6l megkapjuk, hogy V(Der(f),0) = 3 és V(Der(f),2) = 1, amikbdl
V(Der(f),0) — V(Der(f),2) = 3 —1 = 2, azaz az intervallumban 0 vagy 2 da-
rab valos gyok létezik. Megvizsgalhatjuk a (—oo — 1] intervallumot is, a vizsgalt

sorozat az x = —oo helyen:

(5, —30, 150, —600, 1800, —3600, 3600),
az x = —1 helyen pedig:

(31, —52,16,—192, 1632, —4080, 3600),

tehat V(Der(f), —oo) — V(Der(f),—1) =6 — 6 = 0, ebben az intervallumban nem
létezik gyok.

1501

1004

504

6. abra
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A 6. abran lathatjuk a fiiggvény grafikonjat. Ez alapjan a (—1, 0] intervallumban
lesz az 1 darab negativ gyoke a polinomnak, a pozitiv gyokok szidma pedig 3 lesz,
ebbdl 2 darab a vizsgalt (0,2] intervallumban helyezkedik el. A maradék két gyok

nem valos, egymas konjugaltjai.

5.5. Ujabb bizonyitas a Descartes-féle elgjelszabalyra

A tétel alkalmazasaval egy rovidebb bizonyitédst mutatunk a Descartes-féle els-
jelszabalyra. Tekintsiik az f polinomot és derivaltjait:
f(2) = anz™ + ap_12" -+ a1z + ag
fY@) = napz™t + (n— Dag_12" 2+ 4 a4

fP@) = (n— Dnapa™ 2+ (n —2)(n — Dap_ 12" > 4 -+ - + 2a,

() = (n))ay.
Fourier tétele alapjan létezik m nemnegativ egész, hogy
T’(f, 07 +OO) = V(Der(f>7 0) - V(D€T(f), +OO) —2m.

Igaz, hogy V(Der(f),0) = V(ag, a1,2as, ..., (na,) és V(Der(f),+oo) = 0, mi-
vel a derivaltak féegyiitthatoinak elGjelei megegyeznek a,, elGjelével. Ezek alapjan
megkapjuk:

r(f,0,400) =p="V(ag,...,a,) — 2m,

ez pont a Descartes-féle elgjelszabaly.

5.6. Gyokok szétvalasztasa

A korabbi tételek leggyakrabban a valds gyokok szétvalasztasakor kertilnek el6.
A feladat olyan valos intervallumokat taldlni, melyek diszjunktak, mindegyik inter-
vallum pontosan egy gyckot tartalmaz és a polinom minden valés gyoke benne van
egy ilyen intervallumban. Ha ezeket megtalaltuk, a kovetkezs 1épés, hogy minél
jobban lesziikitsiik Gket, mivel igy pontosabb becsléseket tudunk adni a gyckokre.
Descartes, Budan és Fourier mind jelent6s szerepet jatszottak abban, hogy ma mér
szamos hatékony algoritmus létezik a szétvalasztasra. Nézziink meg két tételt, amik

Budan és Fourier eredményeit felhasznalva, azok tovabbgondolasaval jottek létre.
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Sturm tételének kimondasa el6tt sziikségiink lesz a Sturm-sorozat fogalmara. Te-
kintsiink egy f(x) polinomot és tegyiik fel, hogy nincs tobbszoros gyoke. Az euklide-
szi algoritmussal kiszamoljuk f és f’ legnagyobb kozos osztojat, legyen f(z) = fo(z)
és f'(x) = filz):

folz) = qo(x) fo(x) = fa(2) (2)

Jm—2(®) = @n-2() frn-1(2) — fin(x)
fmfl(x) = mel<x>fm<x)'

A (2) egyenletrendszer tagjainak atrendezésébdl megkapjuk fo, fs, ..., fi kifeje-

zéseket:

fo(x) = qo() fr(x) — fo(z)
f3(x) = () fo(x) — fi(z)

fin(€) = qm—2(2) fm-1(2) = frn—2(2).

5.2. Definicié. Legyen [ eqy n-edfoki polinom, aminek nincsenek tobbszords gyokei,
n nemnegaliv egész szam. Ekkor a fenti S(f) = (fo, f1,--., fm) sorozatot f Sturm-

sorozatdnak nevezzik.

Igaz, hogy degf; > degfii 1 barmely 0 < ¢ < m-re, hiszen az euklideszi algo-
ritmussal polinomok csokkend fokszamu sorozatat kapjuk. A kovetkezd allitasban

megtalalhato tulajdonsigokra lesz még sziikségiink.
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5.2. Allitas. Legyen f(x) polinom, melynek nincsenek tobbszoris gyokei. Ekkor f
Sturm-sorozatdra a kivetkezd tulajdonsdgok teljesilnek egy [a, b] zdrt intervallumban,

ahol a < b valds szdmok.
1. Bdrmely x € [a,b]-re fi,(x) # 0.

2. Ha valamely 0 < i < m-re és a € [a,b]-re fi(a) = 0, akkor fi_1(a) # 0,
firr(@) #0 és fia(a) = = fira(a).

Bizonyitds. 1. Belatjuk, hogy fo-nak és fi-nek nem létezik kozos gyoke. Legyen
a fo gyoke, ekkor fy(x) = (z — a)g(x), ahol g(x)-nek nem gydke «, mivel
f(z) polinomrol feltettiik, hogy nem létezik tobbszoros gybke. fi az fy poli-
nom derivaltja, tehat a kovetkez6 alaka: fi(z) = g(z) + (x — a)¢'(z). Ebbe
behelyettesitve az o szamot megkapjuk, hogy fi(a) = g(«), errdl pedig tud-
juk, hogy nem lehet nulla, azaz nem létezik kozos gyoke fo-nak és fi-nek. Igy
fm egy nemnulla konstans polinom lesz, tehat valoban nincs gyoke az [a, b]

intervallumban.

2. Legyen f;(a) = 0, valamely 0 < i < m-re és a € [a,b]-re. Indirekt tegyiik
fel, hogy ekkor fi11(a) = 0. Vizsgaljuk az fr_1(z) = qp_1(z)fr(z) — frr1(2)
kifejezés értékét az x = a helyen. Ebbdl megkapjuk, hogy fr_1(a) = 0 is
teljesiil. Ez alapjan rekurzidval kijon, hogy a minden 0 < ¢ < m-re gyoke lesz
az f; polinomnak. Ez ellentmondés, mivel fy-nak és fi-nek nem létezik kozos
gyoke. Ha indirekt feltevésiink szerint f;_1(«) = 0, hasonloan megkapjuk az

ellentmondast.

]

5.3. Tétel (Sturm). Legyen f(z) n-edfoki polinom, ahol n poziliv egész szam, a és
b két valds szam, a < b. Ha f(x)-nek nincs tobbszoros gyoke, f(a) # 0 és f(b) # 0,
akkor

r(f,a,b) =V(5(f),a) = V(5(f),b).
Bizonyitds. A bizonyitasban V(S(f),x) értékét fogjuk vizsgalni, ahol x az [a, b] in-
tervallumon fut végig. V(S(f),x) akkor valtozhat, ha fi(z) = 0 valamely 0 < k <
m-re. Mivel el6bb belattuk, hogy f,.(z) # 0, minden z € [a, b]-re, elég a kivetkezd

két esetet vizsgalnunk.
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Ha fi(z) = 0 valamely 0 < i < m-re, vizsgaljuk fi_1(x), fi(z), fiz1(x) elGjel-
valtasait. f;_1 és f;11 ellentétes elGjeltiek, a&m egyikiik sem 0 az x helyen az el6z6
allitas alapjan. Ekkor a gyok egy elegendéen kicsi kdrnyezetében sem lesznek nullak,
ebben a kirnyezetben sem valthatnak eljelet, ez folytonossagukbol kivetkezik. Igy
fi eljelétdl fiiggetleniil Osszességében nem valtozik az elGjelvaltasok szama.

Ha fo(z) = f(z) = 0, akkor fi(z) nem lehet nulla, igy fo = egy kornyezetében
névekvs vagy csokkend, fi elGjele pedig alland6. A novekvs esetben elGjele negativ-
bol pozitivba valt, mig derivaltja pozitiv, azaz az elGjelvaltasok szdma Osszességében
1-el cs6kken. A csokkend eset hasonlod, ekkor fo pozitivbol negativba valt, derivaltja
negativ, tehat az elgjelvaltasok szama ekkor is 1-el csokken.

Belattuk, hogy V(S(f), z) értéke pontosan akkor fog 1-el csokkenni, ha = fy egy
gyokén halad 4t, mas esetben nem valtozik. Tehat ezen elGjelvaltas csokkenések
adjak meg a gyokok szamat a vizsgalt intervallumban.

O

A tételt akar olyan f(x) polinom esetén is hasznalhatjuk, aminek vannak t6bbszo-
ros gyokei. Ekkor f és [’ legnagyobb k6z0s osztdja egy nem konstans polinom lesz,

jeloljiik ezt d(x)el. Konstrualjuk meg a (go, g1, - - . , gm) sorozatot a kivetkezképpen:

Polinomok olyan sorozatat kapjuk, melyeknek nincs tobbszoros gyoke, ezzel a
sorozattal mar tudjuk alkalmazni a tételt.

Nézziink egy példat Sturm tételére.

5.3. Példa. Vizsgdljuk a kiévetkezd polinom gydkeit Sturm tétele segitségével!

(Az f(x) polinomnak nincsenek tobbszirds gyokei.)
flz)=2"-3z -1

Végezziik el a polinomokra vonatkozo euklideszi algoritmust fo(z) = f(x) =

25 =3z —1¢s fi(x) = f'(z) = ba* — 3 polinomokkal. Az alabbi egyenletek adodnak.

x5—3x—1:%$(5x4—3)—(%x+1)

625 3125 \ /12 59083
4_ g _ _
bz" —3 ( ) ( ) 20736

%3_%24__ . — _|_1
2% T 1t T 1Y T 20m6 )\ 57
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A kapott Sturm-sorozat pedig a kovetkezd.
fo(z) =2° =3z -1

fl(CU) = 53?4 -3

folw) = Za 1

59083
f3(r) = 5575

Nézziik meg az értékeit az x = —2, x = 0 és x = 2 helyeken, majd vizsgaljuk az
elGjelvaltasok szaméat a kapott sorozatokban.

Az x = —2 helyen a Sturm-sorozat:

( 9777 — 19 59083)7

520736
az x = 0 helyen:

59083
<_1’_&1’%m%>’

az x = 2 helyen pedig:

29 59083
(25, (e m)

Innen leolvashatoak az aldbbi értékek:

V(S(f),0) =V(S(f),2)=1—-0=1.

Megkaptuk, hogy a (—2,0) intervallumban 2 darab gyok talalhato, a (0,2) inter-

vallumban pedig 1 darab. Az x = —1 helyen a Sturm-sorozat:

7 59083
<1’2’_-5’20736>’
ennek segitségével a kovetkezd egyenleteket is felirhatjuk:

Ezek alapjan pedig sikeriilt taldlnunk 3 diszjunkt intervallumot, melyek mind-

egyikében pontosan 1 darab gyok van és mindegyik valos gyok szerepel egy interval-

lumban. Ez a 3 intervallum a (—2,—1), a (—1,0) és a (0, 2).
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A maradék 2 gyoke a polinomnak nem valos, egymas konjugaltjai. Ez Descartes
tétele alapjan konnyen lathato, mivel f(z) elGjelvaltasainak szama 1, igy csak a
talalt 1 darab pozitiv gyok létezhet, f(—z) elGjelvaltasainak szama pedig 2, igy
negativ gyokbsl nem lehet ennél tobb, azaz csak a 7. Abran is lathato 3 darab valos

gyok létezik.

7. abra

Sturm ezen eredményével egyszerre két problémét is megoldott. Sikeriilt egy nyilt
intervallumban a polinom gydkeinek pontos szamat megadnia és ezzel egyiitt a valos
gyokok szétvalasztasara is mutatott egy modszert. Igy sokaig az 6 tételét hasznaltak,
azonban késébb Vincent tétele keriilt el6térbe és 1) algoritmusokat taldltak, amik
Sturménal sokkal gyorsabbak, hatékonyabbak. Nézziik meg Vincent eredményét is.
Ennek bizonyitdsa most nem célunk, a gondolatmenete az el6z6 tételekéhez hasonlo,

am sok mas ismeret is sziikséges hozza. A (8| cikk részletesen targyalja.
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5.4. Tétel (Vincent). Legyen f(x) egy raciondlis egyiitthatds polinom, aminek nincs

tobbszirdos gyoke. Végezzik el a kivetkezd helyettesitést a kifejezésben:

1
r=a;+—, T =03+ —,Tya =043+ — ...,
T T I3
ahol ay tetszdleges memmnegativ egész, as,as,... tetszdleges pozitiv egészek. Az igy

kapott polinomnak vagy 0 vagy 1 darab eldjelvdltdsa lesz. Ha nem létezik eldjelvaltds,
a polinomnak nincs valds gyoke. Amennyiben 1 darab eldjelvdltds van, 1 darab pozitiv
qgyok létezik, ez a kévetkezd lanctort alakban irhato fel:

1
a; +
CL2+

1
ag+——

Annak ellenére, hogy Budan és Fourier tételei ekvivalensek, a gyokok szétvalasz-
tésara valo hatasukat nézve kiilonboznek. Fourier tétele vezetett Sturm modszerének
létrejottéhez, mig Budané Vincent tételéhez, ezéaltal pedig a leggyorsabb algoritmu-
sokhoz. Ilyen a Vincent—Collins—Akritas (VCA, 1976, [9]), Vincent—Alesina-Galuzzi
(VAG, 2000, [10]) és a Vincent—Akritas—Strzebonski (VAS, 2005, [11]) mddszer. Ezek
koziil is a leggyakrabban hasznalt, leggyorsabb a VAS, ez Vincent tételének direkt
megvalositasa. A matematikai programcsomagok tobbsége, koztiik a Mathematica,
SageMath és a SymPy is ezt hasznélja alapértelmezettként a gyokok szétvalasz-
tasara. Ezen algoritmusok vizsgilatdban most nem mélyediink el, &m a tovabbi
kutatasok soran érdemes algoritmikus szempontbdl is mélyebben tanulmanyozni a

témat.
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6. Osszefoglalas, tovabbi kutatasi iranyok

Célunk az volt, hogy megismerkedjiink Budan és Fourier tételével és az ehhez
kapcsol6do f6bb eredményekkel. A bemutatott tételek mind a gyokok és egyiittha-
tok kozotti Osszefiiggéseket vizsgaljak. Descartes tételével a pozitiv, illetve negativ
gyokok szaméra kaptunk fels6 korlatot. Budan és Fourier eredményével mar tet-
sz6leges intervallumon beliil tudtuk megbecsiilni a gyokok szamat. Végiil Sturm és
Vincent tételét néztiik meg, amelyekkel mar a gyokok szétvalasztasanak problémaja-
ra is megoldast talaltunk. A szamitogépes technologia fejlédése elGtt ezen modszerek
gyakran el6fordultak a kiilonb6z§ matematikai probléméak megoldasa soran, amikor
magasabb foku egyenletek keriiltek el6. Ma mar a kiilonb6z6 programcsomagok
hasznalatdval konnyen megoldhatoak az egyenletek, azonban érdemes belegondol-
ni, hogy a hasznalt algoritmusok milyen eredményeken alapulnak. Mint lattuk, a
korabbi fejezetekben taglalt tételek mind fontos alapkévei a mai gyokkeresé mod-
szereknek.

Dolgozatom elején egy révid torténeti attekintést nytajtottam a bemutatott téte-
lekhez kapcsolodoan. A téma a tudomanytorténet szempontjabol is rendkiviil érde-
kes. Descartes és Fourier mellett a kevéshé ismert matematikusok, Budan, Sturm
és Vincent is jelentGs eredményeket mutattak fel, melyekre sokaig nem figyeltek fel.
Lehetséges, hogy van még olyan figyelemre mélto tétel, &llitas korukbol, mely fe-
ledésbe meriilt, igy tudomanytorténeti szempontbdl is érdemes tovabb vizsgélni a
tertiletet.

A téma tovabbi feldolgozasaval kapcsolatban még két kérdést kell felvetniink. Mit
mondhatunk a valés egyilitthatos polinomok komplex gyokeirdl, illetve a komplex
egylitthatos polinomok gyokeirsl? Sok eredmény sziiletett mar ezekben a témak-
ban is, azonban mindig felvetGdnek tjabb kérdések, amik megvalaszolasra varnak.
Kiilonosen felkeltette érdeklGdésemet az egyik teriilet, ez pedig a komplex gyokok
elhelyezkedésének geometridja. Izgalmas Osszefiiggéseket mutat példaul a Gauss—
Lucas-tétel és van der Berg tétele, melyek egy komplex egyiitthatos polinom deri-
valtjanak gyokeir6l adnak informaciot, illetve Jensen tétele, amely pedig egy valos
egyiitthatos polinom derivaltjanak komplex gyokeir6l szol. A téméarsol bévebben ol-

vashatunk a [12] konyvben.
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Ko6szonetnyilvanitas

Ezittal szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Hujter Mihalynak szak-
dolgozatom soran nytjtott tAmogatasaért. Segitett a téma kivalasztasdban, a szak-
irodalom 6sszegytjtésében és értékes szakmai tandcsaival, atmutatasaival nagyban
hozzajarult a dolgozat elkésziiléséhez.

Ko6szonettel tartozom tanaraimnak, Horvath Erzsébetnek, Ronyai Lajosnak és
Wettl Ferencnek, akik felkeltették érdeklddésemet az algebra irant.

Szeretném megkdszonni sziileimnek szakmai és lelki tAmogatasukat, amit tanul-
méanyaim soran kaptam toliik. Halaval tartozom, amiért mellettem alltak a nehéz
pillanatokban is.

Kiilon koszonet illeti Szabados Déréat az elmult harom évben nytjtott segitségéért,

biztatasaért.
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