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A hatvéany-iteracié

m Egyszerii konvergencia-tétel - valtozat: Tfh. A
karakterisztikus polinomja (x — A) [T/} (x — pi), ahol
lwil <A (i=1,...,n—1). Legyen v® & (A— \I)C" és
vk = AkvO. Ekkor a (vk) 1-dim altér "konvergens" és a
"hatarérték" a \-hoz tartozé sajataltér.

Viltozatok diagonalizalhaté matrixokra, pl. a kdvetkezs:

m Pozitiv szemidefinitre: Tth. A pozitiv szemidef, A > 0
legnagyobb sajatértékkel. Ekkor Iimkﬂoo(%A)k a merdleges
vetités A \-sajatalterére. igy majdnem minden v%-ra (A%v0)
egy A-sajatvektor altal gen. altérhez tart:

m Hatvany-iteracié: v° := véletlen (egység)vektor,

vkl .— Avk "enormalva™.
Poz. szemidef A-ra, nagy k-ra vk kozelité sajatvektor



Alkalmazott algebra - algoritmusok
LNéhény algoritmus
LA QR-felbontas

A QR-felbontas

m A m X n-es valés

m A= QR, ahol Q@ m x m-es ortogonalis, R m x n-es felsé
haromszdg

QR-felb. Gram-Schmidt-ortogonalizaciéval
Egyszeriisités: m = n, A invertalhaté

AT A-ra Gram-Schimdt: GTATAG =1,

Emlék: G felsé haromszdg

R := AG ortogonilis: QTQ =(AG)TAG = GTATAG = I,.
Q = AG, R= G l-gyel A= QR.
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Householder-tiikrozések

m Emlék. (hipersikra tiikrozés):
m u # 0 rdgz., ut-re valé titkrozés:

vy =2l —y _putvy,
u (u,u) u*u

*

matrixa a standard bazisban: | — —2-uu

m ortogonalis és szimmetrikus egyszerre
m Szdigfelezdre tiikrozés:

m Tth. v,w #£0.
- M,
m U= W v
m ut = v és w szogfelez6 hipersikja
o ive M
'

[wl
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QR-felbontas Householder-tiikrozésekkel

m A m X n-es valés

0

v = A els§ oszlopa, w =

0
Ha v # 0, legyen T; a v <> |v|w tiikr. matrixa
Hav=0 Ty =1
T1A els6 oszlopa Tiv = |v|w.
Ty =1, —2u'u'T, ahol v’ a szogfelez6re | egységvektor
TiA=A—2u'uT A, O(n?) miivelettel
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QR-felbontas Householder-tukrozésekkel 1.

T1A els6 oszlopa rendben

m Rekurzié A jobb alsé n — 1 x n — 1-es A’ blokkjara:
A =T - TR,

ahol R m — 1 x n — 1-es fels6 haromszég, £ < min(m —1,n—1).
1

B legyen i =2,3...-re T; = Tt

i

? ?

H R= (az els6 sor T1 A elsé sora)

R/

m HA=T---TyR, igy A= QR, ahol Q = T1 T»--- T,.

m dsszkdltség: O(min(m, n)m?).
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QR-felbontas - megjegyzések

m "Egyértelmiiség": Tth. A = QR oszlopai lin. ftlenek, R
féatlobeli elemei pozitivak. Ekkor ATA = RTR és R fels
n x n-es blokkja éppen AT A
Gram-Schmidt-ortogonalizaciéjanak felel meg.

m Valtozat: AP = QR, ahol P permutacidés matrix és R felsd
delta alaki: valamely k indexre rjj # 0, ha j < k; rj; =0 ha
i > jvagy ha i > k.
ElGallitas: Az eredeti mddszer azzal, hogy ha csupa 0 maradéki oszlop jénne,

kicseréljiik egy olyannal, aminek a maradéka nem csupa 0 (addig, amig van

ilyen).
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QR-felbontas - alkalmazasok

m determinéns, rang, képtér
m numerikusan stabilabb, mint Gauss-elim, vagy Gram-Schimdt

m LSl-ben SVD helyett: kdnnyebben szamolhaté, gyakran
viszonylag tiirhetd alacsony rangi kozelités kaphaté R
szabdalasaval



Alkalmazott algebra - algoritmusok
LNéhény algoritmus
LA QR-felbontas

A QR-algoritmus

A=A
A1 = Q1R (Qq ortog., Ry fels6 haromszog)

A; = QiR; (Q; ortog., R; felsé haromszdg)
Aiv1 = RiQi
Aitr1 = Qit1Rit1 (Qi41 ortog., Riy1 felsé haromszog)

Eszrevétel: A1 = QT AQ
tehat A1, Az, ..., Ai, Ait1, ... matrixok hasonlék

s6t, ortog. konjugalé matrixszal
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A QR-algoritmus Il

m Alkalmas feltételek mellett konvergal A (egy)
Schur-felbontasahoz.

m Spec. eset.: Ha A pozitiv def. valés szimm.,
- a hatarérték diagonalis, s6t, - a Q;-k szorzatanak hatarértéke diagonalizalja
A-t.

m Vannak javitott, adott kdriilményekhez igazitott valtozatok
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Hessenberg-matrixok

m Def.: A= (ajj) n x n-es matrix felsé6 Hessenberg-alaku, ha
i >j+1 esetén a;; = O:

* * * * *

* %

*
A= * ok
*

* %
* ¥ X ¥

m Tul.: A n x n-es felsé Hessenberg, B n x n-es felsé haromszég
= AB és BA is fels6 Hessenberg.
Biz.: B = (b,j), b,'j =0, hai>j. Legyen AB = (C'l) Cij = ZZ:]_ a,-kbkj. Ha
i>k+1, akkor aj =0 és ha k > j, akkor by; = 0. Igy ajbyj = 0, kivéve
esetleg i < k+1és k <j. Hai>j+1, nincs ilyen k, tehat ¢;; = 0.

BA-ra hasonlé biz.
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Hessenberg-alakra hozas Householder-tiikrozésekkel

m A n X n-es

m Elsd Iépés: T1 = , ahol T{ az A alsé n — 1 soros

T

részének az elsé oszlopat rendbe tevé Householder-tiikr6zés (vagy In—1). Ekkor

* * * * *
* * * * *
T1A % % % x| alakd, és ez megmarad a Ty-gyel valé jobbrél
* x k
* * * *

szorzassal is: az nem bantja az elsé oszlopot.

m A QR-felbontashoz hasonlé rekurziéval vagy iteraciéval:

m Végeredmény: A= Ty - T,_3HT,_3--- T, ahol H felsé
Hessenberg.

m Koltség: O(nd).
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QR-algoritmus Hessenberg-matrixokkal

m Ha A felsé Hessenberg- alaka, a QR-felbontasanal a T;

Householder-tiikrozések csak az i-edik és 7 + 1-edik sort érintik:
1

1
m T;-vel valé szorzas kdlsége O(n), QR-felb. sszkdltsége O(n?).
m Ha A; = Q;R; f. Hess., akkor Q; is, és igy Air1 = R;Q; is.
(invertalhaté esetre: Q; = A,-Rl._l)

m érdemes QR-algoritmus el6tt f. Hessenberg-alakra hozni
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QR-algoritmus szimmetrikus tridiagonalis matrixokra

m A szimmetrikus — U7 AU felsé Hessenberg és szimmetrikus
(U= T1-- Th_2 Hessenberg-alakra hozé tiikrzések)
m Szimmetrikus Hessenberg-matrixok = tridiagonalis matrixok:

*

m Tridiag. matrix QR-felbontésa:
m Hoseholder-tiikrozések: 2 sort érintenek
m 1 sorban max 3 nemnulla elem
m Osszkoltseg: O(n)
m A = Q;R; szimm. tridiag. = A,‘+1 =RQ; = QI-TA,'Q,' is
szimm. tridiag.
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Hessenberg-alakra hozé bazis

U ortog, U oszlopai: wq, ..., v, ortonormalt bazis
m UT AU fels6 Hessenberg < j=1,...,n— 1-re:

Ave, .o, vp) < {vi, .o, v, vigr)
m Egyenértékii: j=1,...,n— l-re:
Avj € (v1,...,Vj,Vjt1)

Biz.: i < j-re Av; € (vi,..., v, vit1) < (v1,...,V))
m Eljaras (~ Arnoldi)
m v; tetsz. egységvektor
m Tfh. vi,...,v; mar megvan
m Ha Avj € (v1,...,Vj), Vj;1 tetsz. vy,...,vj-re L egységvektor.
m Kiildnben v, legyen Avj-nek vy, ..., vj-re L része,
egységhossziira normalva
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Lanczos algoritmusa

m Arnoldi szimmetrikus A-ra
m Tudjuk: az eredmény szimm. Hessenberg, azaz tridiag:

az b1
broa b o b
: b;_ a; b
UTAU = a - — j—1 J j
b2 % bj  ajy1 b
. bn—l
bnfl an

m Tehat Av; = b_1vj_1 + ajvj + bjvj11
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Lanczos algoritmusa II.

Av; = b_1vj_1 + ajvj + bjvj1
m Vy = 0, bo =0.
m v; véletlen egységvektor
m;j=1,....,n—1:
WJf = Avj — bj_1vj_1
R
aj 1= VJ WJ,
Wit1 := W; — ajVj
bj := |wj1]
Ha b; # 0, akkor vj11 = b%_wjﬂ

m Ha bj =0, akkor vj;; véletlen egységvektor (?)
m Koltség: O(n?) + n — 1 vektor szorzasa A-val
J6, ha A ritka vagy 2 ritka szorzata (pl. LSI).

m Nem igazan robusztus: v;-k ortogonalitasa elromolhat ...
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SVD kozelité kiszamitasa

mAmXnes, m>n

m Teljes SVD: A= M'Y'MT

m M az AT At diagonalizalé ortog: MTATAM = Y2

m M az AM-bél

m Kézenfekvs megkdzelités M kiszamitasa AT A
diagonalizalasaval

m Példaul:

m El6szor tridiagonalizaljuk AT A-t (Householder-tiikrozésekkel v.
Lanczossal)
m Majd QR-algoritmus

m Nem elég stabil
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SVD kiszamitasa Il.

m Egyszer(sité feltevés: m = n.
m Eszrevétel: Uj, Us unitér
A SVD-je +— U1 AU SVD-je
kiilonosen, ha Uy, U, kénnyen szamolhaté
pl. Householder-tiikrzések szorzata
* *
. . . . * *

m ElGszor bidiagonlizéljuk A-t: vAU, = -

EE
*

m Megj.: Bidiagonalis A-re AT A tridiagonalis
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SVD kiszamitéasa Il - bidiagonalizalas

m 77 Householder-tiikrozéssel:

iy
b
I
EEE R S
* X ¥ ¥ ¥
* X ¥ X ¥
* X ¥ X %

m Majd a masodik oszlopnal kezd6d6 Z; Householder-tiikrozéssel

T1AZ; =

* ¥ ¥ ¥ *
EE
* ¥ ¥ X
* X ¥ X
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SVD kiszamitasa IV - bidiagonalizalas Il

m Elsé menet utan:

* *

* * * *

T1AZy = * ok ok ok

* * * *

* % k%

m Kdvetkezé menet:
* %
* *

ToT1AZ12> = EE
* * *
* * *

u Végﬁl Tn—l tee T1A21 cee Zn_2 bidiagonélis.

m Megj. Az eljaras hasonlit a Hessenberg-alakra hozashoz
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SVD kiszamitasa IV - AT A helyett masik szimmetrizalt

m Tth. M'TAM =X/, M, M’ ortog.
- MTATM/ _ Z/T — v/

" (I\I\ﬂ/l’ —A/\/LI’) ortog. és

MT  MT AT M M

MT _MIT A M’ —_M =
MTA MTAT M M

_M/TA MTAT M/ _MI =

1 MTAM+MTATM  M'TAM - MTAM'\ _ (%'
Z\-M'TAM + MTATM —M'TAM — MTAM') — -3’ )’

N[

N[

T o, . . L, . . P L
m azaz (A A ) sajatértékei A szing. értékei + elgjellel, és

% (A"ﬂ/’} _%,,) oszlopai adjak a sajatvektorok egy ortonormalt

bazisat (Id. zh091030, 6. feladat).
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SVD kiszamitasa V

m A szing. értékei «+— (A

AT) sajatértékei (elgjel erejéig)

m A SVD-ja +— (A AT) sajatvektorai

m Eszrevétel: Ha A bidiag., akkor alaklmas permutacié P
permutaciématrixszal pT (A A )P szimm. tridiag, 0
féatloval.

T . . . TS .
m Az (A A ) matrixot csak implicite hasznaljak az algoritmusok

m Numerikusan stabilabb.
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