Alkalmazott algebra zarthelyi, 2009. oktéber 30.

1. Hdny megolddsa van a kételemd test felett a kovetkezd egyenletrendszernek?

1 4+ T2 + x4 + x5 + 26 = 0
T + x3 + x4 = 1
T2 + T4 = 1
T + x3 + e = 0
r1 + T2 + x3 + x4 + e = 1
To + xe = 0

A valasz 4, ez lathaté Gauss-eliminacioval (mind a baloldal matrixa, mind a kibévitett matrix rangja 4, tehat az egyenlet-
rendszer megoldhato és a balodali métrix magja 2 dimenziés). Egy gyors ad hoc megoldés: a hatodik egyenletbdl zg = 2 és
a harmadik egyenletbdl x4 = x5 + 1. Ezeket behelyettesitve a tobbi egyenletbe, az els6bdl x1 + z2 + x5 = 1, a méasodikbdl,
negyedikbdl és 6t6dikbol pedig egyardnt 1 + x2 + 3 = 0. A megoldasok: z1,xo lehet akdrmi ({0, 1}-bdl), x3 = z1 + 2,
Ta=x2+1, x5 =11 + 22+ 1, x5 = 2.

2. Az aldbbi mdtrizok kozil mely(ek) reducibilis(ek), mely(ek) primitiv(ek)?

o 1 1 o 0 1 1 1 1 1 0 1
My=1(1 0 O), Ma=1|1 0 0}, Mg=|0 1 0], My=(1 1 0
1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1

My, My, My egy-egy erGsen Osszefliggd irdnyitott graf adjacencia-métrixa, tehat ezek irreducibilisek. M3 esetén a a;; = 0, ha
j€{1,3} ési ¢ {1,3}, igy M;3 reducibilis. Az irreducibils matrixok primitivek is. Az M, méatrixnak van pozitiv atlos eleme,
mig M = M, vagy M = M-re M? primitiv, mert irreducibilis és van pozitiv 4tlés eleme. Tehat M?* > 0 valamely k-ra, és
igy M is primitiv.

3. Mekkora lehet eqy duplin sztochasztikus mdtriz legnagyobb szingularis értéke?
Ha A duplan sztochasztikus, akkor A7 is az, és igy AT A is. A legnagyobb szingularis értékének négyzete AT A legnagyobb
sajatértéke, ami a AT A sztochasztikus volta miatt 1.

4. Legyen A egy nemnegativ elemi négyzetes mdtriz, amelyre A> = A. Igazoljuk, hogy A csak gy lehet irreducibilis, ha A
minden eleme pozitiv.

Ha A% = A, azaz A egy vetités, akkor A sajatértékei 0 és 1. Ha A irreducibilis is, akkor A legnagyobb sajétértéke (ami 1)
1-szeres. De ekkor nincs A-nak méas 1 abszolut értékd sajatértéke, igy A egyben primitiv is. De akkor A* pozitiv valamely
k-ra, és A= A%2= A3 = ... = AF,

5. Legyen A egy m X n-es valds mdtriz. Igazoljuk, hogy

max |Av| = oy,

veER™, |v|=1
ahol o1 az A mdtriz legnagyobb szinguldris értéke!
A "total least squares"-nél alkalmazott érvelést masoljuk le, csak ellenkezd iranyu egyenl6t1enségge1 Legyen |v| = 1 és
legyen vy, ...,v, az ATA sajatvektoralbol all6 ortonormalt bazis, ahol AT Av; = 02 és o1 > 09 > ... > 0y > 0. Irjuk fel v-t

v = Z?:l 7v;v; alakban. Ekkor Y1 72 =1 és

n

n
|Av|* = (Av, Av) = (AT Av,v) Za 'ylvl,z:'ylvZ = Z o2y < ZO‘%’}/? =07,
i=1

i=1

Egyenlgség elérhets a v = vy valasztassal.
6. Legyen A egy m X n-es valds mdtriz. Legyen B az az (m + n) x (m + n)-es mdtriz, amelynek bal felsé m x m-es, valamint
jobb alsé n x n blokkja a csupa 0 mdtriz, a bal alsé n x m-es blokkja az AT, jobb felsé m x n-es blokkja pedig az A mdtriz:

Milyen dsszefiiggés van A szinguldris értékei és B sajdtértékei kozott?

Legyen A rangja r és A pozitiv szingularis értékei o1, ..., o,. Ekkor a AT ranjga is r. Ha w egy n + m hosszt oszlopvektor,
amely w = (u,v)T alakt, ahol u egy n hossztim v pedig egy m hosszi oszlopvektor, akkor Bw = (ATv, Au)T alak.
Innen vilagos, hogy w € ker B akkor és csak akkor teljesiil, ha u € ker A és v € ker AT. Ezért ker B dimenzidja m +

n — 2r. Legyenek uy,...,u, olyan linearisan fiiggetlen vektorok, hogy u; az AT A matrix sajatvektora o2 sajatértékkel.
Ekkor a w; = (uy, G%Aui)T oszlopvektorra Bw; = (U%ATAul-,Aui)T = o;w;. Hasonléan, az w; = (u;, %ul)T vektorra
Bw! = —o;w;. Az uy,. .., u, linedrisan fiiggetlenek, tovabb4 az U%Aul, el U%Aur vektorok is linedrisan fiiggetlenek, tehat
a wi, Wi, wa, wh, ..., wy, w;, rendszer is linearisan fiiggetlen. ((u;,0)" = (w; + w}), és (0, =Au;)" = §(w; — wj). Innen az

{(us,0)T, (0, £ Au;)T|1 < i < r} rendszer linearis fiiggtelenségét alkalmazhatjuk.) Tehat nemnulla sajatértékekhez tartozo
sajatvektorok kifeszitenek egy rangnyi (azaz 2r) dimenzios alteret. Kovetkezésképpen 40, az dsszes nemnulla sajatérték.



