Feladatok és megoldasok a 10. hétre
Epitokari Matematika A3

. Pisti nem tanult semmit a vizsgara, ahol 10 darab eldontendd kérdésre kell valaszolnia.
Az anyagbdl valami kicsi dereng, ezért kicsit tobb, mint 50%-os, mondjuk olyan 60%-os
valészintiséggel ir jo vélaszt egy-egy kérdésre. Milyen valészintiséggel megy at, ha a ketteshez
8 j6 vélasz kell?

. Egy tesztrendszerii vizsgandl minden didknak 20 kérdésre kell igennel vagy nemmel felelni.
Tegyiik fel, hogy egy vizsgazo az egyes kérdésekre egymastol fiiggetlentil 0.7 valészintiséggel
tudja a helyes valaszt, 0.1 valoszintiséggel azt hiszi, hogy tudja a helyes vélaszt, de téved, 0.2
valoszintiséggel nem tudja a helyes véalaszt, és ennek tudataban van. Ha a vizsgazé tudja,

hogy egy kérdésre nem tudja a helyes valaszt, akkor taldlomra ir igent vagy nemet i — 1
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valészintiséggel. Mennyi a valészintisége annak, hogy a vizsgazoé legalabb 19 kérdésre helyesen

valaszol?

. Egy 5 kérdéses feleletvalasztos teszten, ahol mind az 5 kérdésben 3 lehetséges valasz koziil kell
a helyeset kivalasztani, mi a valdszintisége, hogy egy didk 4 vagy 5 helyes vélaszt ad pusztan
talalgatassal?

. Egy kommunikaciés csatorna 0 vagy 1 szamjegyeket tud tovabbitani. Sajnos a hélézati za-
varok miatt minden szémjegy tovabbitdsiba (egymétdl fliggetlentil) 0.2 valdsziniiséggel hiba
csuszik. Tegytik fel, hogy egy fontos 0-1 informéciot szeretnénk a csatornan atkiildeni. Hogy
a hiba esélyét csokkentsiik, a 0 helyett 00000-t kiildiink, és az 1 helyett 11111-et kiildiink,
a vételi oldalon pedig ,,tobbségi értelmezést” alkalmazunk. Mi a valdszinlisége, hogy ilyen
modon az adatatvitelbe hiba cstszik?

. Egy rozsomadk elindul a szamegyenes origdjabdél. Minden lépésnél 1/2 valdsziniiséggel jobbra,
1/2 valészintiséggel balra 1ép, az eléz6 1épéseitd] fiiggetleniil. 20 1épés megtétele utén

(a) Milyen valészintiséggel lesz a 0-ban?

)
(b)
)
)

Milyen valdszintiséggel lesz az 1-ben?

Milyen valészintiséggel lesz a (-2)-ben?

(c

(d) Milyen valészintiséggel lesz a (-2)-ben, ha az utolsé elétti 1épés utan a (-3)-ban volt?

. Van két érmém, az egyik igazsidgos érme, a masik cinkelt, de ranézésre nem tudom &ket
megkiilonboztetni 6ket egyméstol. A cinkelt érme 3/4 valdszintiséggel mutat fejet. Eléveszem
az egyik érmét a zsebembdl, 1/2 eséllyel az igazsigosat, 1/2 eséllyel a cinkeltet. A kivalasztott
érmét feldobom 30-szor, és azt tapasztalom, hogy 25-szor mutatott fejet. Mi a valdszintisége,
hogy a cinkelt érmét vettem el6?

. Az A érme feldobasakor 0.4 valdszintiséggel kapunk fejet, a B érme feldobasakor ugyanez a
valészintiség 0.7. E két érme koziil egyet véletlenszertien kivélasztunk, és 10-szer feldobunk.

a) Filiggetlenek-e e dobasok kimenetelei egymastol?

(a)

(b) Mi a val6sziniisége, hogy pontosan 7 dobds lesz fej?

(c) Feltéve, hogy az elsé dobds fej, mi a valésziniisége, hogy az A érmével dobunk?
)

(d) Feltéve, hogy az els6 dobds fej, mi a valdszintisége, hogy Gsszesen 7 dobds lesz fej?

. Egy cég méagneslemezeinek 1%-a hibas. A cég e lemezeket 10-es csomagokban &rulja, és
visszavasarlasi garanciat vallal arra az esetre, ha egy dobozban egynél tobb a hibas lemez.
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11.

12.
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15.
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17.
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(a) Mi a valdszintisége, hogy egy adott dobozban egynél t6bb lesz a hibas lemez?

(b) Ha valaki 3 doboz lemezt véséarol, mi a val6sziniisége, hogy pontosan 1 dobozt fog ga-
ranciaval visszavasaroltatni?

Egy tjsagarus 100 forintért veszi, és 150 forintért adja el az Ujsag darabjat. Viszont az el
nem adott tjsdgokat nem tudja visszavinni. Ha az Ujsag napi kereslete binomidlis eloszlasi
valésziniiségi valtozé n = 10 és p = 1/3 paraméterekkel, akkor hany jsagot érdemes naponta
beszerezni, hogy az tjsdgarus maximalizalja a varhaté hasznat?

Egy orszagban kozelitéleg 80000 hazassagkotés tortént a tavalyi év soran. Becsiiljik meg
annak valdészintiségét, hogy e 80000 par kozil legalabb egyre igaz, hogy

(a) a par mindkét tagja aprilis 30-4n sziiletett,

(b) a par két tagja ugyanazon a napon tnnepli a sziiletésnapjat.
Milyen feltevésekkel éltiink?

Egy 400 oldalas konyvben &sszesen 200 sajtéhuba van (véletlenszertien elszérva). Mennyi a
valoszintisége annak, hogy a 13. oldalon tobb, mint egy sajtéhuba van?

Atlagosan hany mazsolanak kell egy siitiben lennie, ha azt kivanjuk elérni, hogy egy véletlen-
szeriien valasztott siitiben legaldbb 0.99 valészintiséggel legyen (legaldbb egy szem) mazsola?

A kocogj veliink mozgalom keretében tavaly futéversenyt rendeztek a Duna-kanyarban. A
palyat sajnos kullanccsal fert6zott teriileten at vezették. Kideriilt, hogy a versenyzok koziil
300-an talaltak magukban egy, 75-en pedig két kullancsot. Ennek alapjan becsiiljiik meg,
hogy koriilbeliil hanyan indultak a versenyen.

A roulette keréken 38 szam van: 1-t0l 36-ig, 0, és dupla 0. Ha Kovacs ar mindig arra fogad,
hogy az eredmény 1-t6l 12-ig terjed, mi a valdszintisége, hogy

(a) Kovéacs ur elveszti mind az 5 els6 fogadasat,

(b) el6szor a negyedik fogaddson nyer?

Egy urnaban 4 fehér és 4 fekete golyd van. Véletlenszertien kivalasztunk 4 golyot. Ha koziiliik
ketto fehér és ketto fekete, akkor megallunk, egyébként visszatessziik a golydkat, és tujra
hizunk négy golyét. Ezt folytatjuk egészen addig, amig a négy kihizott golyobdl pontosan
kettd lesz fehér. Mi a valdszintisége, hogy pontosan n-szer htizunk?

Egy dobdkockaval addig dobunk, mig 6-ost nem dobunk. Mennyi lesz a dobasaink szaméanak
varhato értéke? Es ha két kockaval dobunk addig, amig valamelyiken 6-ost nem dobunk?

Egy dobdkockaval addig dobunk, amig kétszer egyméas utan ugyanazt nem dobjuk. Mennyi
a dobédsok szdméanak varhaté értéke?

100 kulcsunk kozil csak 1 nyitja az eléttiink 1éve ajtét. A sotétben nem latjuk, hogy melyik
kulcsot prébaltuk mar ki, igy a préobalgatasok soran tobbszor is keziinkbe keriilhet ugyanaz
a kulcs. Mi a valdszintisége, hogy legfeljebb 50 probalkozassal kinyitjuk az ajtét? Es ha a
kiprobalt kulcsokat félretessziik?



19. Legyen X geometriai eloszlasu valdszinliségi valtozd. Mutassuk meg szdmolés tutjan, hogy
(1) P{X=n+k|X >n}=P{X =k}.
A geometriai eloszlas értelmezése alapjan indokoljuk meg szoban is, hogy ez az egyenléség
miért igaz.

20. Blicc ir minden nap villamossal megy dolgozni, de nincs bérlete, sem jegye. A villamosra
minden nap 0.2 valészintiséggel szall fel ellendr, és ilyenkor 0.95 valdszintiséggel elkapja Blicc
urat. (Az ellenér minden nap az addigiaktdl fliggetleniil donti el, ellendrzi-e aznap Blice ur
villamosét. )

(a) Mennyi a valészintisége, hogy Blicc drnak ,szerencsés hete” van, azaz az 5 munkanap
egyikén sem kell blintetést fizetnie?
(b) Mennyi a valdszintisége, hogy pontosan kétszer kapjak el egy hét munkanapjai alatt?

(c) Feltéve, hogy Blicc irnak szerencsés hete volt, mi a valésziniisége, hogy mind az 6tszor
volt ellendr a villamoson?

(d) Mi a valészintisége, hogy csiitortokon biintetik meg el6szor?

21. Egy orszdgban az ongyilkossagok gyakorisaga havonta és 100 000 lakosonként atlagosan egy
ongyilkossag.

(a) Hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy az orszag egy 400000-res vérosdban 8
vagy tobb ongyilkossag torténik egy adott hénapban.

(b) Mi a valészintisége, hogy lesz legaldbb 2 olyan hénap az évben, amikor a varosban 8
vagy tobb ongyilkossag torténik?

(c) Ha foly6 hét szamoljuk az 1. hénapnak, mi a valdészintisége, hogy az els6 olyan héonap
amikor 8 vagy tobb ongyilkossag torténik a varosban az i-edik hénap lesz, i > 17



Eredmények

1. Legyen X a j6 valaszok szdma, mely egy binomidlis valoszinliségi valtozé n = 10, p = 0.6
paraméterekkel. A vélasz

P{X > 8} = P{X = 8} + P{X = 9} + P{X = 10}

10 8 9 10 9 1 10 10 0
(8> 0.6°-0.4" + <9) 0.6”-04" + 10 067 -0 0.167

(i) ’ (%>4 <§>1 i @) ' <%>5 ' @)0 ~ 0.045.

4. Az informaciot hibasan kapjuk, ha az 6tbdl legalabb harom bit megsérilt. Ennek esélye

5 5 5
(3) -0.2%.0.8% + (4) -0.24.0.8" + (5) .0.2°.0.8° ~ 0.058.

5.(a) Akkor és csak akkor lesz a 0-ban, ha a 20 1épése koziil pontosan 10 volt balra 1épés, és 10
jobbra 1épés. Ennek esélye (fg) . (%)10 . (%)10 ~ (0.176.

(b) Péros szdmu 1épés utan csak paros poziciéban lehet, ezért a vélasz nulla.

(¢) A (-2)-ben akkor lesz, ha pontosan 11-szer 1épett balra, és 9-szer jobbra. Ennek valdszintisége
(- ()" ()" ~0.160.
(d) Ha az utolsé el6tti 1épés utan (-3)-ban volt, akkor % eséllyel 1ép egyet jobbra, a (-2)-be.
6. Legyen X a dobott fejek szama, {C} pedig az az esemény, hogy a cinkelt érmével dobtam. Ekkor
P{X =25|C}-P{C}
P{X =25|C} -P{C} +P{X =25|C°} - P{C*}
FHOMIORS R
G- 73+ @765
Altaldnosan, 25 helyett n fejet dobva (0 < n < 30) a keresett valdszintiiség igy alakul:
3
3n + 230°

P{C| X =25} =

P{C|X =n}=
A fiiggvény grafikonjan n = 19 kornyékén a feltételes valoszintliségben egy elég éles atmenet
lathato.

7. Legyen X a dobott fejek szdma, F' az az esemény, hogy az els6é dobas fej, A és B pedig azon
események, hogy a megfelel6 érméket valasztottuk ki.

b
) P{X =7} =P{X = 7| A} - P{A} + P{X = 7| B} - P{B}

10 1 10 1
— .047-06% -2 -0.77-0.3% - = ~ 0.155.
(7) 0 0.6 2+(7) 0.7°-0.3 5 0.155

()

e}

P{FA} P{F|A}-P{A] ~ 4 os6a

4.1
FAIEY = BFy = B{FIA} - P{A} + P(F| B} B{B) 0414071 1




(a)

Egy fej dobds erdsiti a gyanut, hogy a B érmét hasznaljuk, mely viszont noveli az esélyét a
kovetkezo fej dobasnak. Ezért a dobasok nem fiiggetlenek. Lassunk erre egy szamolast:

Az el6z6 kifejezés nevezdjébdl P{F} = 0.55, azaz barmely rogzitett dobds 55% eséllyel
lesz fej. Azonban ha mar tudjuk, hogy az els6 dobas fej, az (c) szerint mddositja annak
valészintiségét, hogy melyik érmét hasznaljuk: P{A|F} = 4/11, P{B|F} = 7/11. Ezért
annak val6sziniisége, hogy a masodik dobds fej lesz (jeloljiik ezen eseményt F;-vel), ha az
elso fej lett,

4 7 13
IP’{F2|F}:IP’{F2|A}-IP{A|F}—|—JP’{F2|B}-IP{B|F}:O.4-ﬁ+0.7-ﬁ =5 ~ (.591.
Tehat az elsé dobas fej volta a méasodik dobas fej kimenetelének valdszintiségét 0.55-r61 0.591-

re novelte; a dobasok nem fliggetlenek.

A fiiggetlenség helyett az an. feltételes fiiggetlenség igaz: feltéve, hogy az A érmével dobunk,
a dobasok fiiggetlenek. Hasonléan, feltéve, hogy a B érmével dobunk, a dobasok fiiggetlenek.
A feltétel nélkiil azonban nincs fiiggetlenség.

Ha maér tudjuk, hogy az elsé dobés fej, az (c¢) szerint mddositja annak valészinliségét, hogy
melyik érmét haszndljuk: P{A| F'} = 4/11, P{B| F} = 7/11. Az els6 dobds utan hdtra van
még 9 dobasunk, melybdl Y = 6-nak kell fejnek lennie. Ennek valdszintisége

P{Y =6} =P{Y = 6| A} -P{A| F} + P{Y = 6| B} - P{B| F}

9 4 9 7
= .0.4%.0.6% - — .0.7%.0.32 . — ~0.197.
(6) T (6) 11

Legyen X az egy dobozban talalhatd hibas lemezek szama. Ekkor X binomidlis eloszldsu
valészintiségi valtozd, n = 10 és p = 0.01 paraméterekkel. A doboz visszakiildhetd, ha X > 1.
Ennek valészintisége

10 10
P{X>1}=1-P{X =0}-P{X =1} =1— ( 0 ) .0.010-0.9910—< ) ) :0.011.0.99% ~ 0.00427.

A dobozok egymastol fliggetleniil lesznek visszakiildhetok, a fenti valdoszintiséggel. Ezért a
valasz

G) -0.00427" - [1 — 0.00427)% ~ 0.0127.

9. Jeloljiik a beszerzett Ujsdgok szamat m-mel, az eladott ujsagok szamat X-szel, a keresletet
Y-nal. Ekkor

P Y, haY <m,
“|Im, haY >m.

Mivel Y binomiélis eloszlasti n = 10 és p = 1/3 paraméterekkel, X stlyfiiggvénye a kovetkezo:

== (1) () ()" mi<m
p(i) =P{X =i} = 10

pvzm =3 () G) ()" mi=m

Az djsagarus koltsége 100 - m forint, bevétele 150 - X forint, varhato nyeresége tehat

N =E(150 - X — 100 - m) = 150 - E(X) — 100 - m.

5



E(X) meghatarozdsdhoz felhasznéljuk a fenti stlyfiiggvényt:

IR (SO RO RS () RO RO

Adott m-re ez a formula egy konkrét szdmot ad, mellyel a varhaté nyereség kiszdmolhaté (kalku-
latorral, vagy pl. szamit6gépes matematikai rendszerrel). Az eredmények:

m|0| 1 | 2 | 3 | 4 [5] 6 | 7 | 8 | 9|10
N [0 ]47.4]81.79 [ 86.92 | 53.03 | -15 | -103.52 | -200.57 | -300.06 | -400 | -500

A legnagyobb varhato nyereséget tehat 3 jsag rendelése adja.

10. Feltessziik, hogy a hazasulandék mindegyike egymastol fiiggetlentl sziiletett az év barmely
napjan (szok6évekkel nem foglalkozunk).

(a) Annak valészintisége, hogy egy adott par mindkét tagja dprilis 30-an sziiletett p = 1/3652 ~
7.51-1075. Az ilyen parok X szédma tehat binomidlis eloszldsi, n = 80000 és az el6bbi p
paraméterekkel. A keresett valdsziniiség

]P’{X21}=1—IP’{X:O}:1—(80000)-( ! )0.<1 ! )8000020.451.

0 3652 3652

A szamolas sokat egyszertisodik, ha észrevessziik, hogy paramétereink alapjan a helyzet a Po-
isson kozelités tartomanyaban van: n nagy, p pici, és a kettd szorzata A = np = 80 000/365% ~
0.6. Ezért X eloszlasa Poisson eloszlassal kozelitheto:

P{X>1}=1-P{X =0} ~1—-e "0 ~0451,
hérom tizedes jegyig megegyezik a binomialis valészinliséggel.
(b) Annak valészintisége, hogy egy adott par mindkét tagja ugyanazon a napon iinnepli a sziile-
tésnapjat, 1/365. Az ilyen parok Y szdma most binomiélis, n = 80000, p = 1/365 paraméterii

valtozé lesz. Tovabbra is igaz, hogy n >> \ = np, igy a Poisson kozelités itt is alkalmazhato.
A fenti valészintiségek ebben az esetben:

80000 110 1 50000
P{Y >1} =1 —P{Y =0} = 1— (—)(1——) ~1—48-107%,
=1 Y =0} < 0 ) 365 365 8- 10

azaz = 1. Poisson kozelitéssel A = np = 80000/365 ~ 219.2,
P{lY >1}=1-P{Y =0} =1—-e?"?~1-649-10"%,
azaz = 1.

13. Az egy versenyzoben talalt kullancsok X szama Poisson eloszlast, valamilyen ismeretlen A
paraméterrel. Ha n versenyz6 indult, akkor a megadott adatok alapjan kozelitéleg P{X = 1} ~
300/n és P{X =2} ~ 75/n. A Poisson silyfiiggvény segitségével tehat meg kell oldanunk az

A 300

—_ e 2 _—

1! n

/\2

_ ef)‘ ~ E

2! n
egyenletrendszert. A mésodik egyenletet elosztva az elsével A\/2 ~ 1/4, azaz \ ~ 1/2. Ezért az elsd
egyenlet szerint n ~ 300 - e*/\ ~ 989.

14. Kovécs tr p = 12/38 = 6/19 eséllyel nyeri minden fogadédsat. Ezért
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(a) (1—p)° = (),
(b) (1—p)*-p= (1) 5.

15. Egy huzasnél annak valészintisége, hogy pontosan két fehér golyé lesz p = (3) . (3) / (i) = %.

Annak valészintisége, hogy n-szer hiizunk a geometriai eloszlds szerint (1—p)"~1-p = 1777118 /35™.
16. Egy kockdval dobva a dobasok szdma geometriai eloszlasi, p = 1/6 paraméterrel. A dobasok
szaméanak varhaté értéke 1/p = 6.

Két kockaval valamelyiken 6-ost dobunk akkor és csak akkor, ha nem igaz az, hogy mindkét kocka
6-ostdl kilonbozot mutat, azaz p = 1 — (%)2 = 11/36 valdszintiséggel. A dobdsok szama most
geometriai eloszlasu ezzel a paraméterrel, varhaté értéke 1/p = 36/11.

17. Az els6 dobas kivételével minden dobasnal fiiggetleniil 1/6 eséllyel dobjuk azt, amit az el6z6
dobésndl. Ezért az els6 dobds utani dobédsaink szdma geometriai eloszldsi p = 1/6 paraméterrel,
varhato értéke 6. Az elsé dobassal egyiitt varhatéan 7-et fogunk dobni.

18. Feltessziik, hogy a kulcsok probalgatasat fiiggetleniil és minden kulcsnak egyenld esélyt adva
végezziik. Ekkor minden prébandl 1/100 valdszintiséggel lesziink sikeresek. Az elsd 50 prébalkozas

nem sikeriil, ha 50-szer nem a megfelelé kulcs akad a keziinkbe. Ennek esélye (%)50, a valasz
tehat a komplementer esemény valdszintisége, 1 — (%)50 ~ (.395.

Ha a kiprébalt kulcsokat félretessziik, akkor legfeljebb 50 probalkozasra kinyitjuk az ajtét, ha a
kulcsok véletlen kiprobalasi sorrendjében a megfelel6 kulcs benne volt az els6 50-ben. Mivel a
véletlen sorrendben ez a kules barhol egyenld eséllyel lehet, a valdszintiség most 50/100 = 0.5.

19. A feladat nyilvan k > 0 egészekre értelmes, ellenkezo esetben az egyenloség mindkét oldala
nulla. £ > O-ra

P{X=n+kés X >n} P{X=n+k}

P{X >n}  P{X >n}
_(Q=pFtep
- A-pr

Itt felhasznéltuk a geometriai eloszlas silyfiiggvényét, és azt, hogy P{X > n}, annak valdsziniisége,
hogy az els6 n kisérlet nem sikeriil, megegyezik (1 — p)™-nel.

A szobeli indoklas a kovetkezo: tegyiik fel, hogy az els6 n kisérlet kozil egy sem sikertilt. Ez
pontosan a baloldali feltételes valdszintiség feltétele. Az egyenléség bal oldala e feltétel mellett
annak valdszintisége, hogy innentdl szamolva a k-dik kisérlet lesz el6szor sikeres. A kisérletek
fiiggetlensége miatt ez a feltétel nyilvan nem szamit, és a feltételes valészintiség megegyezik annak
valoszintiségével, hogy ha elkezdjiik a kisérleteket, az elso sikert a k-dik kisérletnél latjuk. Ez utébbi
valészintiség szerepel a jobb oldalon.

Az (1) egyenlet a geometriai eloszlas drokifju tulajdonsagat fejezi ki: az a feltétel, hogy még nem jott
el a siker ideje, nem ad semmilyen informéciét arrél, hogy hany tovabbi kisérletet kell végezniink
az elso sikeres kisérletig, ez a véletlen szam ugyanolyan, mintha a kisérleteket tjrakezdtiik volna.

P{X=n+k|X>n}=

=1 —-pFt.p=P{X =k}

20. Blicc urat minden nap egymastol fliggetleniil p = 0.2 - 0.95 = 0.19 valdszintiséggel bilintetik
meg. Az 6t nap alatti biintetéseinek szama binomidlis eloszlasu a fenti p és n = 5 paraméterekkel.
Ezért

(a) P{X =0} = () - 0.19° - 0.81% ~ 0.349.

(b) P{X =2} = (}) - 0.19%- 0.81° ~ 0.192.



(¢) Legyen E az az esemény, hogy mind az 6tszor volt ellendr a villamoson, F' az az esemény,
hogy Blicc trnak szerencsés hete volt. Ekkor P{EF} = P{F | E}-P{E} annak valésziniisége,
hogy mind az 6tszor volt ellenér, de Blice ir mind az Otszor megiszta a biintetést, P{F'}-et
pedig az (a) részben kiszamoltuk:

P{F|E}-P{E} _0.05°-0.2°

~ ~287-1071°,
P{F} 0.349

P{E|F} =

(d) A hét els6 hdrom napjén Blicc tir nem kapott biintetést, a negyedik napon kapott. Ennek
valdszintisége (1 — p)? - p = 0.81%-0.19 ~ 0.101.

21. Feltessziik, hogy a lakosok egymastol fiiggetleniil, az év barmely idészakaban egyforma vald-
szinliséggel lesznek ongyilkosok.

(a) A 400000-res varosban varhatéan 4 ongyilkossag torténik havonta, ezért az ongyilkossagok
X szama Poisson eloszlasi A = 4 paraméterrel.

7 7T
: 4
p::IP’{XZ8}:1—ZIP>{X:j}zl—zﬁ-e 4~ 0.0511.
5=0 j=0
(b) Az ilyen hénapok Y szdma az évben binomidlis eloszlasu a fenti p és n = 12 paraméterekkel.
P{Y >2}=1-P{Y =0} —P{Y =1}

12 12
=1- (0) -0.0511° - (1 — 0.0511)"* — ( ) ) -0.0511" - (1 — 0.0511)" ~ 0.123.

(c) Az els6 ilyen hénap sorszama egy Z geometriai eloszlasi valtozd, a fenti p paraméterrel.

P{Z=i}=(1-p) ' -p=(1-0.0511)""-0.0511.



10.

11.

Feladatok és megoldasok a 11. heti gyakorlathoz
diszkrét varhato érték
Epitékari Matematika A3

Egy versenyen 6t noi és 6t férfi versenyz6 indul. Tegyiik fel, hogy nincs két azonos eredmény,
és mind a 10! sorrend egyforman valészinii. Legyen X a legjobb ndi versenyzé helyezése.
(Példaul ha X = 1, akkor né lett a verseny gyéztese.) Hatdrozzuk meg X stlyfiiggvényét,
azaz a P{X =i} val6sziniiségeket, i = 1, 2, ..., 10.

. Az X valészintiségi valtozé stlyfiiggvénye p(i) = & i = 1,2, 3, 4. Hatdrozzuk meg X
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varhaté értékét.

. Albert és Béla a kovetkezot jatszak: Mindketten feldobnak egy dobdkockat, majd Albert

annyi forintot kap Bélatél amennyi a két kockan levé pontok kiilonbségének a négyzete. Béla
meg annyit kap Alberttol, amennyi a két kockan levé pontok Gsszege. Melyikiiknek kedvez a
jaték?

Egy sorsjatékon 1 darab 1000000 Ft-os, 10 darab 50000 Ft-os, és 100 darab 5000 Ft-os
nyeremény van. A jatékhoz 40000 darab sorsjegyet adnak ki. Mennyi legyen a jegy ara, hogy
egy sorsjegyre a nyeremény varhaté értéke a jegy aranak felével egyezzen meg?

. Tételezziik fel a 700 Ft, 10000 Ft, 789 ezer Ft, és 535 millié Ft fix nyereményeket a lotton.

150 Ft-os jegyarral szamolva mekkora az egy lottdszelvényen varhaté nyereségiink?

. Anna és Béla két kockaval jatszanak. Anna akkor fizet Bélanak, ha mindkét feldobott kockan

paratlan szam szerepel. Béla akkor fizet Annanak, ha pontosan egy kockaval paros szamot
dobnak. Ha mas eset fordul elo, egyikiik sem fizet. Milyen pénzosszeghben allapodjanak meg,
hogy a jaték méltanyos legyen?

Legyen X egy dobdkockaval dobott szam. Mennyi X varhaté értéke és szorasa? Mi a helyzet
n oldali “kocka” esetén?

Egy iskolakirandulas soran négy busz széllitja adiakokat. A négy buszban 40, 33, 25, illetve
50 didk utazik. Vétlenszeriien kivalasztunk egy didkot, legyen X az 6 buszaban utazé osszes
tanulé szdma. A négy buszsofér koziil szintén egyet véletlenszeriien kivalasztunk, legyen Y
az 0 buszan utazd tanuldk szama.

(a) Mit gondolunk, E(X) vagy E(Y') lesz nagyobb? Miért?
(b) Szamoljuk ki E(X) és E(Y) értékét.
(¢) Szamoljuk ki X és Y szérasat.

Egy dobozbdl, amiben 4 piros és 6 fehér golyé van, visszatevés nélkiil kihuzok 3 golyot. Jelolje
X a kihuzott piros golyok szamat. Hatarozzuk meg X eloszlasat, varhaté értékét, és szorasat.

Véletlenszeriien elhelyeziink egy huszart egy tires sakktabldra. Mennyi a lehetséges 1épései
szdmanak a véarhaté értéke? (A 8 x 8-as sakktabla (i, j) négyzetén all6 huszéar egy lépésben
az (i+1,7+2), i—1,7+2), i—2,5+1), i—2,5—-1), i—1,j—-2), (i+1,j—2), (i+
2,7—1), (i +2, j+ 1) mez6kre léphet, amennyiben ezek még a sakktéblan taldlhatéak.)

Két kockaval dobva, mennyi a dobott szamok nagyobbikanak illetve kisebbikének varhato
értéke?



12.

13.

14.

15.

Egy 1-t6l 10-ig véletlenszertien kivalasztott szamot kell kitaldlnunk, igen-nem kérdésekkel.
Szamitsuk ki, hogy varhatéan hany kérdésre van sziikségiink a kovetkezd esetekben:

(a) Az i-edik kérdéstink a kovetkezd: “A szam 77, i =1, 2, ..., 10.

(b) Minden egyes kérdéssel megprébéljuk kizarni a lehetséges szamok felét, amennyire ez
csak lehetséges. Példdul az elsé kérdésiink “A szam nagyobb, mint 57”. Ha igen, a
masodik kérdésiink “A szam nagyobb, mint 77”7, stb.

Ha E(X) =1 és D?(X) = 5, hatdrozzuk meg a kovetkez8 mennyiségeket:

(a) E[2+X)?],
(b) D2(4 + 3X).

Legyen X egy valoszinliségi valtozé p varhaté értékkel és o szorassal. Hatarozzuk meg

varhato értékét és szoérdsat.

Hény véletlenszertien kivalasztott emberre van ahhoz sziikség, hogy koziiliik legalabb egynek
legaldbb 1/2 valészintiséggel ugyanaznap legyen a sziiletésnapja, mint nekem?



Eredmények

1. Nyilvan nulla a valészintiség, ha i > 6.

Sorrend nélkiil: Ha a csak a versenyzok nemét nézziik, akkor mind a (150) lehetséges elrendezés
egyforma valdszinli. Ezek koziil meg kell szamolnunk, hany elrendezés esetén lesz férfi az els6 ¢ — 1
helyen, azutan pedig egy né. Masszdval meg kell szamolnunk hanyféleképpen rendezheto el 4 né és

5—(i—1)=6—1 férfi az els6 n6 mogotti 10 — i helyre. A vélasz (104_i), és a keresett valdszintiség

(Y (o —d)-5-51 (10 —d)!-5-5!
(%) 1004l (6—4)! 100 (6—4)!

Sorrenddel: Ebben az esetben minden versenyzét kiilonbozonek tekintiink. Meg kell szamonunk,
hogy a 10! lehetoségbdl hany olyan sorrend van, ahol az elsé ¢ — 1 helyen férfi van, az i-dik helyen
pedig né. Az els6 i—1 helyre 5!/[5—(i—1)]! = 5!/(6—1)! féleképp vélogathatunk sorrendben férfiakat
(ismétlés nélkiili variacié). Ezutén jon 5 lehetdség az i-dik hely néi versenyzdjének kivalasztasara,
majd a maradék 10 — i helyre (10 — ¢)! féleképpen rendezhetjiik el a versenyzbket. A keresett
valészintiség tehat
5.5 (10 —7)!
(6 —1)!- 10!
A vélasz tehat i =1, 2, 3,4, 5 és 6 esetén 1/2, 5/18, 5/36, 5/84, 5/252, 1/252.

2.

i __+2_3+3_3+4_3_E
30 30 30 3

4 4
=1

E(X) = Z i-p(i) =
i=1 %
3. Legyen X a két kockan levé pontok kiilonbségének négyzete. Ekkor X sulyfiiggvénye p(0) =
1/6, p(1) =10/36, p(4) = 8/36, p(9) = 6/36, p(16) = 4/36, p(25) = 2/36, varhaté értéke
10 8 6 4 2 210 35

1
E(X)=0--+4+1- 4-—=+9 =416 =+25 — = — = —.
(X) 6+ 36+ 36+ 36+ 36 36 36 6

Hasonldan, Y a két kockan levé pontok Gsszege, sulyfiiggvénye p(2) = p(12) = 1/36, p(3) = p(11) =
2/36, p(4) = p(10) = 3/36, p(5) = p(9) = 4/36, p(6) = p(8) = 5/36, p(7) = 6/36, varhatd értéke
7=42/6. Béla tehat hosszi tdvon jobban jar.

4. A nyeremény varhaté értéke

1 100
— 1 F't Ft + —— F't = 50 Ft,
10000 000000 +40000 50 000 +40000 5000 50

a jegyet tehat 100 Ft-ért kell arulni.

5. A varhaté nyeremény

5\ . (85 5\ (85 5\ . (85
M - 700 + w - 10000 + % - 789000 + 9—10 - 535000 000 ~ 43.55 Ft.
(5) (5) (5) (5)
Ha a jegyar 150 F't, akkor varhatéan 106.2% Ft-ot vesztiink szelvényenként.

6 Anna % . % = 1/4 eséllyel fizet Bélanak, Béla pedig % . % + % . % = 1/2 eséllyel fizet Anndnak. A
jaték méltanyos, ha Anna kétszer annyit fizet, mint Béla, pl. 2 petdkot, mig Béla 1 petakot.

7 n oldali “kocka” esetén X silyfiiggvénye p(i) = 1/n,i =1, 2, ...n. A szdmtani sor 6sszegképle-

tével
1 nn+1) n+1
E(X):Z nzz— =—




A szérashoz a masodik momentum is kell, ehhez felhasznaljuk a négyzetszamok Gsszegére vonatkozo
képletet:

6 - 6

" . 1 e . 1 2034+ 3n°+n 202+ 3n+1
E(XQ):ZZQ-p(z):EZzZZE- .
=1

i=1

A széréas ezek segitségével

2n2+3n+1 n?2+4+2n+1  [n?—1

D(X) = VE(X?) - [E(X)]? = \/ G 4 12

Kocka eseén n = 6, E(X) =7/2, D(X) = /35/12.

8.(a) Nagyobb eséllyel vilasztunk egy didkot egy tomottebb buszrdl, mig a sofér vélasztdsakor
minden busz egyenld valészinii. Ezért X varhatéan nagyobb lesz Y-nél.

(b) X sulyfiiggvényét felhasznalva

40 33 25 20
E(X)=40 - — +33- — +25- — 4+ 50 - — ~ 39.28.
(X) 148 * 148 * 148 * 148

Y egyenld eséllyel veszi fol barmelyik megadott 1étszam értékét,

1 1 1 1
E(Y):4O-Z+33~Z+25-Z+5O-Z:37.

(¢) A szérashoz meghatarozzuk a méasodik momentumokat:

40 33 25 50
E(X?) =40%. — +33%. — 4+925%2. —— 4502 — ~ 1625.4
(X%) 148 + 148 + 148 + 148 ’

1 1 1 1
2\ 2 . — 2 . — 2 — 2 - =
E(Y?) =40% | +33° £ +25°- 0 +50°- - = 1453.5.

A szérdsok

D(X) = /E(X2) — [E(X)?] ~ v1625.4 — 39.282 ~ 9.06,
D(Y) = /E(Y?2) — [E(Y)?] ~ V1453.5 — 372 ~ 9.19.

9. X sulyfiiggvénye:

p(0) = (0)(1.0)(3) = éa p(1) = (10) = 9 p(2) = (1.0) = 10 p(3) = 3(1.0) = 30°

3

Ezek alapjan

1 1 3 1 6
EX)=0--+1-—-+4+2-—4+3-— =—
(X) 6+ 2+ 10+ 30 5

1 1 3 1

E(X?)=0%--4+12--+22. — 4+3%2. — =2
(X7) 6+ 2+ 10+ 30 ,

D(X) = EX?) — [E(X)F = /2 [6/5F = VIi/s.

12.(a) Legyen X a véletlen szam. A mddszeriink szerint annyi kérdésre van sziikség amennyi az X
értéke. Ezért a valasz E(X) = 5.5.



(b) Legyen a stratégiank a kovetkezo:

Az els6 kérdésiink az, hogy a szdm nagyobb-e, mint 5. Ennél, és a tovabbi kérdéseknél mindig
probaljuk megfelezni a lehetéségeket. Harom kérdés sziikséges akkor és csak akkor, ha a
véletlen szdm 1,4,5,6,7, vagy 10 (azaz 6/10 valészintiséggel), négy kérdés sziikséges akkor
és csak akkor, ha a véletlen szam 23,8, vagy 9 (4/10 valdsziniiséggel). A kérdések varhato
szama ezért 3 - % +4. % = % = 3.4. 1 t6l 10-ig terjedd véletlen szamndl a két mddszer
vérhaté id6tartama nem kiilonbozik szdmottevéen, azonban nagy véletlen szamoknal a (b)

modszer lényegesen gyorsabban miikodik.
13.(a) E[2+X)?]| =E4)+E4X)+E(X?) = 44+4E(X)+D*(X)+ [E(X)]* =4+4-1+5+1% = 14.

(b) A szérasnégyzet esetén az additiv konstans nem szamit, a multipliktaiv konstans pedig
négyzetesen jon ki a szérasnégyzet aldl. Ezért D?(4 +3X) = 3% -D*(X) =9 -5 = 45.

14.

ezért D(Y) = 1. Y-t az X véltozé standardizaltjanak hivjuk.
15. Annak valészintisége, hogy n ember koziil eggyel sem kozos a sziilinapom (%)n (szokGéveket
nem szamolva). Annak valészintisége, hogy legaldbb eggyel kozos a sziilinapom, 1 — (%)n. Ezért

keresem azt az n-et, melyre
1— (@y >
365) ~

364
() <

365

n-lo <@)

52\ 365

N~ DN

A
L

|
>
"= 10g,(365) — log,(364)

~ 252.7,

azaz legalabb 253 ember sziikséges.



Matematika A4, Valészintis€gszamitas, 2015. 6szi félév
3. gyakorlat

Készitette: Vetier Andrés
Kérem, hogy a hibdkat a vetier@math.bme.hu email cimen jelezzék
A levél targya legyen: hibat taldltam

1. Teljes valosziniiség tétele

. Egy suli tanul6inak 80%-a lany. Az els6 matekvizsgan altalaban a ldnyok 85%-a, a fitk 90%-a megy at. A
hallgatésdgnak kb. hany szdzaléka megy at az els6 vizsgan?

. Két szabdlyos dobdkockaval dobunk, és megnézziik a dobott szamok kiilonbségét (ami egy 0 és 5 kozotti szdm).
Amennyi a dobott szdmok kiilonbsége, annyi szabalyos érmével dobunk. (Tehat az is lehet, hogy 0 darab érmével
dobunk.) Mi a valdszintisége annak, hogy az érmékkel pontosan 4 fejet kapunk?

. Els6 1épés: harom tizforintos érmével dobunk, és megnézziik, hany fejet kapunk. Mdsodik 1épés: ahdny fejet
kaptunk az elsé 1épésben, annyi hiszforintos érmével dobunk. Mi a valészinlisége annak, hogy a hdszforintos
érmékkel pontosan 2 fejet kapunk,

a) ha nem tudjuk, hogy a tizforintos érmékkel mi jott ki?

b) ha tudjuk, hogy a tizforintos érmékkel legaldbb 2 fejet kaptunk?

2. Bayes tétel

. A ketyere gyarban az A, B és C gépsoron illitjdk eld a ketyeréket. Az A gépsoron a ketyerék 25, a B-n 35, a
C-n 40%-at gyartjak. Az A gépsoron elGallitott ketyerék 5%-a, a B gépsoron eléallitottak 4%-a, a C'-n gyartott
ketyeréknek csak 2%-a hibas. A hibdsakat félredobjak egy nagy kupacba. Ebbdl véletlenszerien kiszedve egy
ketyerét, mi a valészintisége, hogy azt az A, B, illetve a C' gépsoron gyartottak?

. Egy bindris csatorndn a 0 jelet 1/3, az 1 jelet 2/3 valdszintiséggel adjdk le. Mivel az addst zajok zavarjédk, ha 0-t
adnak le, akkor 1/4 valészintiséggel 1 érkezik, ha pedig 1-et adnak le, 1/5 valészintiséggel 0 érkezik.

a) Kaptunk egy 0-t. Mi a valdszinfisége, hogy ezt 0-ként is adtdk le?
b) Mi a valészintisége, hogy 1-et kapunk?

. Tegyiik fel, hogy egy bizonyos betegségben az embereknek csupdn 1 ezreléke szenved. A betegséget egy vér-
vizsgélattal lehet kimutatni. A vizsgélat sajnos tévedhet mindkét irdnyban: beteg emberek esetén csak 0.9 a
valészinlisége annak, hogy a vizsgélat betegnek jelzi, egészséges embereket pedig csak 0.8 a valdszindsége,
hogy egészségesnek jelzi. Bardtomat nemrég vizsgéltdk, és a vizsgdlat betegnek jelezte. Nyugtassuk meg ba-
ratomat, hogy nem kell megijednie: a vizsgdlat eredményének ismeretében sem til valészin, hogy a kérdéses
betegségben szenved.

3. Fiiggetlenség

. Tegyiik fel, hogy az év egy bizonyos napjan Budapesten, New York-ban és Tokioban minden nap egymastol
fiiggetleniil esik az esd 0.6, 0.8, 0.5 valészintiségekkel, illetve nem esik 0.4, 0.2, 0.5 valdszintiségekkel. Es6zés
szempontjabdl a harom varosban 8 féle variacié lehetséges. Sorolja fel ezt a 8 varidciot, és mind a 8 varidconak
adja meg a val6szintiségét!



e

8. (Az el6z0 feladat folytatdsa)
Hogyan egyszer(isodik az el6z6 feladatban a szamitds, ha az esd val6szinlisége mindhdrom vérosban ugyan-
annyi?

9. (Példa pdronként fiiggetlen, de dsszességében nem fiiggetlen eseményekre)
Egy 10 és egy 20 forintos érmével dobunk. Tekintsiik az aldbbi eseményeket:

A = 10 forintos érme fejet ad,
B = 20 forintos érme fejet ad,

C' = mindkét érmével irast dobok vagy mindkét érmével fejet dobok.

A és B nyilvan fiiggetlenek egymadstol. Mutassuk meg, hogy

a) A és C fuggetlenek.
b) B és C fiiggetlenek.
c) Aés B és C nem fuggetlenek.

10. Egy piros és egy z6ld kockaval dobunk. Tekintsiik az aldbbi eseményeket:

A = a dobott szamok Jsszege 7 ,
B = legalabb az egyik kockan van hatos ,
C = mindkét kockaval pératlant dobok ,
D = a két kockaval kiillonb6z6 szamokat dobok ,

FE = a z6ld kockaval 4-est dobok .

Vilaszoljuk meg a kovetkez8 kérdéseket:

a) Fiiggetlenek-e egymdstdl az A és C események?
b) Kizdrdak-e az A és C' események?
¢) Mennyi a B esemény valdszintisége?

d) Hogy viszonul egymashoz A és D? Milyen kovetkeztetést vonhatunk le ebbdl a valdszintiségeikre nézve?
Es a fiiggetlenségekre nézve?

e) Fiiggetlenek-e egymastdl az A és E események?
f) Mindezek alapjan mutassunk példat olyan eseményekre, amelyek

i. fiiggetlenek, de nem kizdrdak,
ii. kizardak, de nem fiiggetlenek.

4. Tovabbi feladatok

11. Egy pakli francia kartyat (azaz 52 lapot, melyek kozott 4 dsz van) véletlenszertien négy jatékosnak osztunk ki
ugy, hogy mindenki kap 13-13 lapot. Mi a valésziniisége, hogy mindenkinek jutott 4sz?

12. Egy didk harom zdr6vizsgdjara késziil. Az els6 jiniusban lesz, és ezen 90%-os eséllyel megy at. Ha ezen dtment,
akkor jdliusban prébdlhatja meg a médsodik vizsgét, amely 80 % eséllyel lesz sikeres. Ha ezen is dtment, akkor
szeptemberben megy a harmadik vizsgara, ahol mar csak 70% eséllyel megy 4t. Ellenben ha barmelyik vizsgaja
sikertelen, akkor csak egy év miilva lehet djra prébélkozni

a) Mi a valészinlisége annak, hogy az els6 évben dtmegy mindharom vizsgan?
b) Feltéve, hogy nem sikeriilt az els§ évben letenni a vizsgdkat, mi a valdszintisége, hogy a mésodik vizsgija

volt sikertelen?

13. Az A dobdékockénak 4 piros és 2 fehér oldala van, a B kockanak pedig 2 piros és 4 fehér. ElGszor feldobunk egy
szabalyos érmét. Ha fej, akkor a tovdbbiakban mindig az A kockaval jatszunk; ha {rds, akkor pedig mindig a B
kockaval.

a) Mutassa meg, hogy a piros dobdsanak valdszintisége mindig %

b) Ha az els6 két dobads piros, mi a valdszintisége, hogy a harmadik is piros?



¢) Ha az elsé harom dobds piros, akkor mi a valdszintisége, hogy az A kockat hasznéljuk? (Csak a kocka
felsd lapjat 1atjuk, a kocka tobbi oldaldt nem.)

14. Egy dobozban 4 cédula van, harom piros és egy kék. Kihtiizunk egy cédulat, majd visszatesszilkk még harom
ugyanolyan szinfivel egyiitt. Ezutdn ismét hiizunk egy cédulat. Mi a val6szinlisége annak, hogy

a) egyforma szini céduldkat hiizunk?
b) pirosakat hizunk, feltéve, hogy egyforma szind céduldkat hizunk?

15. Informdcidink szerint az A céggel kotott tizleteink 60%-a, a B céggel kotott iizletek 70%-a bizonyul kedvezs-
nek. KettGjiik koziil a hamarabb jelentkezd céggel rogton két iizletet is kotiink. FeltehetS, hogy 1/2 val6szin-
séggel jelentkezik hamarabb A B-nél, és forditva. Mi a val6szintisége, hogy

a) az elsd tizletkotés kedvezd lesz?
b) mindkét tizletkotés javunkra valik?
c) lesz koztiik rossz és jo lizlet is?

16. Ping-pongban az a nyertes, aki elébb éri el a 11 pontot, de legaldbb 2 pont kiilonbség kell a nyeréshez (11-10-nél
folytatjak két pont kiilonbségig). Egy versenyen csak a nyertes kap pénzjutalmat: 1.000.000 Ft-ot. Két azonos
képességii jatékosndl a dontd szettben 10 — 9-es dllasndl dramsziinet lesz, nem lehet folytatni. Mi az igazsagos
osztozkodds a pénzen?

17. a) Minden héten egy szelvénnyel jatszunk az 6tos lotton. Hany hétig kell ezt megtenniink, hogy legalabb %
valdszintiséggel legyen legalabb kettes taldlatunk?
b) Mi a valészintisége, hogy egy adott héten legalabb kettes taldlatunk lesz, ha két fiiggetleniil kitoltott szel-
vénnyel jatszunk?
¢) Mi a valészintisége, hogy egy adott héten legalabb kettes talalatunk lesz, ha két olyan szelvénnyel jatszunk,
amelyeken nincsen egyforma szdm? (Segitség: A 90 szamot ossza hadromfelé: 5+5 szdm van a szelvénye-
ken, 80 szdm pedig nincs egyiken sem.)

18. Egy dobdkockat az els6 hatosig, egy érmét az elsé fejig dobdlunk. Mi a valésziniisége annak, hogy

a) a kockaval pontosan annyit kell dobnunk, mint az érmével?
b) a kockaval tobbet kell dobnunk, mint az érmével?

19. Kertemben 5 fehér és 7 barna tytkot tartok. A fehér tyikok 4tlagosan 3 naponként, a barndk 4 naponként tojnak
egy-egy tojast.

a) Mi a valészintisége annak, hogy tytikjaim 24 6ra alatt egyiittesen is csak egyetlen tojast produkdlnak?
Ma reggel a 12 tytikbdl 2 beszokott az iires nyulketrecbe, és rdjuk zarddott az ajtd. Mi a valdszintisége
annak, hogy

b) mindkét tydk barna volt?

c) az egyik fehér, a mésik barna volt?

d) holnap reggel a nyilketrecben tojds lesz?

e) akét tytk egyike fehér, feltéve, hogy a ketrecben nem taldlok tojast?

f) akét tytik egyike fehér, feltéve, hogy a mdsik barna, és a ketrecben nem taldlok tojdst?

20. (Feliiletes utazo) Egy utaz6 az {réasztaldban, a nyolc fidk egyikében hagyta az utlevelét. Miel6tt a repiilGtérre
indulna, kapkodva prébdlja megtalalni. A kapkodds miatt 0, 1 valdszintiséggel akkor sem veszi észre az ttlevelet,
ha az éppen megnézett fickban van.

a) Mi a val6szintisége, hogy nem taldlja meg az elsd 5 fickban?
b) Ha nem taldlta meg az els6 5 fiokban, mi a valészintisége, hogy az utlevél nem is volt ezekben?
¢) Ha nem taldlta meg az els6 5 fiokban, mi a val6sziniisége, hogy a hatralévé fiokokban megtaldlja?

21. (Hires, tanulsdgos feladat!) Szindbad, az Ezeregyéjszaka meséinek hires hése, N haremholgy koziil szeretné
kivalasztani a legszebbet, akik egyesével elsétilnak elbtte. Szindbad az tn. K-stratégidval vélaszt koziilik:
hagyja, hogy K lany elsétaljon elbtte (ezek koziil semmiképpen nem vélaszt), majd kivédlasztja az elsé olyat,
aki minden kordbban latottndl szebb. Feltéve, hogy a lanyok kozott szEépség szempontjabdl egyértelmi rendezés
van, és egy teljesen véletlen sorrendben jonnek el6, mi a valészintisége, hogy Szindbad ki tudja vélasztani a leg-
szebbet a K -stratégidval? Kb. mennyi az optimalis K érték, ha N nagy? (Segitség: Alkalmazza a teljes valdszi-
niiség formuldjat azokkal az A, eseményekkel, hogy a legszebb lany r-edikként jelenik meg, r = 1,2,..., N.
Hatarozza meg annak az eseménynek a feltételes valdszintiségét, hogy az elsé r — 1 (r > K + 1) lanybdl a
legcsinosabb nem esik az els6 K lany kozé! Ugyanis ekkor Szindbad hibdzni fog.)
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Valésziniiségi valtozo, eloszlas, eloszlasfiiggvény

Amikor a megfigyelés eredményei, vagyis a lehetséges kimenetelek szdmok, akkor azt mondjuk, hogy valészinii-
ségi valtozoval van dolgunk. A gyakorlati alkalmazdsokban felbukkand valdszintiségi valtozok két fontos csoportba
sorolhat6k:

1. A valészinliségi valtozénak véges vagy megszamldlhatéan végtelen sok lehetséges értéke van. Ilyenkor azt
mondjuk, hogy a valészintiségi valtozo6 diszkrét.

2. A val6szinfiségi valtozoé lehetséges értékei egy véges vagy végtelen intervallumot tesznek ki Ilyenkor azt mond-
juk, hogy a val6szintiségi valtozo folytonos.

Ha egy diszkrét valdszindiségi valtoz6 minden lehetséges értékének megadjuk a valdszinliségét (tablazattal, képlettel,
stb.), akkor azt mondjuk, hogy megadjuk a valésziniiségi valtozo eloszlasat.

Ha (mindenféle valdszintiségi valtozoéra vald tekintet nélkiil) egy véges vagy megszamldlhatéan végtelen halmaz x
elemeihez nemnegativ p(z) szdmokat rendeliink gy, hogy azok dsszege 1:

> pla) =1

akkor azt mondjuk, hogy megadunk egy valdsziniiségi eloszlast (valésziniiség eloszlast), mas kifejezéssel normalt
eloszlast. A p(x) fiiggvényt silyfiiggvénynek (valésziniiségi fiiggvénynek) nevezziik.

Egy X val6sziniiségi véltozo esetén p(x) megadja annak a valésziniségét, hogy a véletlen X érték x-szel egyenls:

Egy adott normadlt eloszlés esetén egy x lehetséges értékkel kapcsolatban a (—oo, x] intervallum val6szintiségét F'(x)-
szel jeloljik:

F(z) =P ((-00,2])
Az F(x) fiiggvény neve: eloszlasfiiggvény. Az eloszldsfiiggvény értékét egy x helyen tigy kapjuk meg, hogy az x-nél
kisebb vagy egyenld Osszes k helyeken vessziik a stlyfiiggvény értékét, és ezeket az értékeket dsszeadjuk:

F(z)= ) p(k)

kik<wm



Ha a szébanforgé eloszlds egy X valdsziniiségi véltozo eloszlédsa, akkor F'(x) jelentése nyilvan annak a valészintisége,
hogy a véletlen X kisebb vagy egyenlé mint x:

F(z) =P(X <x)
Nyilvanval6, hogy minden eloszlasfiiggvény monoton névekedd
F(x—-1) < F(x)
és sulyfiiggvény értéke egy adott x helyen egyenl6 az eloszlasfiiggvény megvaltozdsaval:
p(z) = F(z) — F(z — 1)

Az F(b) — F(a) kiilonbség pedig nem mds, mint az a-ndl nagyon, de b-t még meg nem haladé szdmokbdl 4ll6 halmaz
valésziniisége:

F(b)—F(a)= Y_ p(k)=Pla<X <)
k:a<k<b

Nevezetes eloszlasok

Az eloszlasok tablazatai, sily- és eloszlasfiiggvényeik grafikonjai aDiszkret_eloszlasok.x1s fdjlban lat-
hatéak. Ezt a fajlt az abrakrdl az el6addson mutatjuk majd be.

1. Diszkrét egyenletes eloszlas (véges halmazon)

Mikor haszndljuk: Ha n szdm mindegyike ugyanakkora eséllyel bukkan fel, és a valdszinliségi valtozd, amit
megfigyeliink:
X = afelbukkan6 szam

Sulyfiiggvény:

1
p(x) = — minden lehetséges x-re
n

Példa: Tlyen valdsziniiségi véltozéhoz hutunk, amikor szabdlyos dobdkockaval dobunk, és a dobott szdmot
tekintjik.

2. Hipergeometrikus eloszlas
Stilyfiiggvény:
ha >0, a>n—N+M, x<n, <M

Bizonyitds:

Mikor haszndljuk: Ha N darab goly6 van egy laddban, koziiliik M darab piros, a tobbi N — M darab fehér, és
visszatevés nélkiil hizunk n-szer, akkor az

X = ahdanyszor pirosat hizunk
valdszintiségi véltozod ilyen eloszlast kovet.

Paraméterek jelentése:

N = az 0sszes golyok szdma a dobozban a dobozban a hizasok megkezdése elbtt
M = apiros goly6k szdma a dobozban a hizdsok megkezdése el6tt

n = ahdzasok szdma



Példa: Ha az 6t0s lotton egy szelvénnyel jatszom, és X jeloli a taldlataim szadmat, akkor a 2, 3, 4, illetve 5 taldlat
valészintisége:

Excel-fiiggvények:
p(x) = HYPGEOM.DIST (x; n; M; N; FALSE) = HIPERGEOM.ELOSZLAS (x; n;M; N; HAMIS)

F(z) = HYPGEOM.DIST (x; n;M; N; TRUE) = HIPERGEOM.ELOSZLAS (x; n;M; N; IGAZ)

. Binomialis eloszlas

Stlyfiiggvény:
p(ﬁﬂ)(”)p””(lp)” e ha 2=0,1,2,...,n
T
Bizonyitds: .
Mikor haszndljuk:

a) Egy eseménnyel kapcsolatban: Egy p valdszintiségli eseményre n kisérletet végziink. Az aldbbi valdszi-
nilségi valtozé kovet ilyen eloszlast:

X = ahdnyszor bekovetkezik az esemény az n kisérlet sordn

Paraméterek jelentése:
n = akisérletek szdma

p = az esemény valdsziniisége

b) Tobb eseménnyel kapcsolatban: n darab fiiggetlen, kiilon-kiilon p valészinliségii esemény kapcsdn az
alabbi val6szintiségi valtozo kovet ilyen eloszlast:

X = ahdny esemény bekovetkezik az n esemény koziil

Paraméterek jelentése:
n = az események szdma

p = az események kozos valdszinliség értéke

¢) Golyok hizasa dobozbdl: Ha N darab goly6 van egy lddaban, kozillik M darab piros, a tobbi N — M
darab fehér, és n-szer hizunk visszatevéssel, akkor az val6sziniiségi valtozé ilyen eloszlast kovet:

X = ahdnyszor pirosat hizunk

Paraméterek jelentése:
n = ahdzdsok szdma

p = M/N = piros hizdsénak valészintisége minden egyes hiizdsnal
Példa: Ha dobokockaval 20-szor dobok, és a dobott hatosok szaméat X jeloli, akkor a pontosan 3 hatos valdszi-
niisége:

Px =)= (3) a/0°6/0)"

Excel-fiiggvények:
p(r) = BINOM.DIST (x;n;p; FALSE) = BINOM.ELOSZLAS (x;n;p; HAMIS)
F(z) = BINOM.DIST (x; n;p; TRUE) = BINOM.ELOSZLAS (x;n;p; IGAZ)

Megjegyzés: A binomiélis eloszlast a visszatevéses, a hipergeometrikus eloszlést a visszatevés nélkiili hiizasok
esetén kell hasznalni.



4. Indikator eloszlas (a 4. gyakorlaton nem kell)

Stulyfiiggvény:

p(x){ p ha z=1

1—p ha z=0

Mikor haszndljuk: Egy eseménnyel kapcsolatban bizonyos gondolatmenetkben hasznos, ha az esemény beko-
vetkezését egy kétértékd valdszinliségi valtozoval kodoljuk: az 1 az esemény bekovetkezését, a 0 az esemény be
nem kovetkezését jelenti:
1 ha az esemény bekovetkezik
X = < i .
0 ha az esemény nem kovetkezik be

Ezt a valdsziniiségi valtozot az esemény indikatoranak nevezziik. Ha példaul tobb eseménnyel kapcsolatban
azt nézziik, hogy koziilikk hdny kovetkezik be, akkor ez a valdszintiségi valtoz6 az egyes események indikéto-
rainak az 6sszege. A binomidlis eloszlassal kapcsolatos szamitdsoknal hasznos, hogy indikatorok 6sszegeként
binomidlis eloszlasu valdszintiségi valtozot tudunk eldallitani.

Paraméter jelentése:
p = az esemény valdszinlisége

5. Poisson eloszlas
Stlyfiiggvény: (bizonyitas majd az el6addson)

p(z) = —e ha =0,1,2,...

Mikor haszndljuk: Sok fuggetlen, kiilon-kiilon kis val6szinliségli esemény kapcsan az aldbbi valészintiségi val-
toz6 ilyen eloszlast kovet:
X = ahany esemény bekovetkezik

Paraméter jelentése:
A = ahdny esemény dltaldban, dtlagosan bekovetkezik
= az eloszlas varhat6 értéke (ezt a fogalmat egy héttel kés6bb tanuljuk)
= az események valdsziniiségeinek 0sszege

Megjegyzés: Ha az események egyforma valdsziniiségtiek, és ez a kozos érték p, és az események szdma n,
akkor
A=np

Excel-fiiggvények: (a 4. gyakorlaton nem kell)
p(x) = POISSON (x; A\; FALSE) = POISSON (x; A; HAMIS)

F(xz) =POISSON (x;n;p; TRUE) = POISSON (x;n;p; IGAZ)

Geometriai eloszlas (optimista)
Stlyfiiggvény: (bizonyitas majd az el6addson)
p(z)=(1-p)* 'p ha z=1,2,...

Bizonyitds: A gyakorlaton feladatként.
Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a sulyfiiggvény egy mértani sorozat, melynek elsd tagja p €s kvéciense ¢ =
1—np.
Eloszldsfiiggvény:
Flz)=1-(1-p)* (x=12,...)

Mikor haszndljuk:



a) Egy eseménnyel kapcsolatban:Ha egy p valdszinliségli eseményre egy kisérletsorozatot végziink, akkor
az aldbbi valdészinliségi valtozo kovet ilyen eloszlast:

X = ahéanyadik kisérletnél el6szor kovetkezik be az esemény

Paraméter jelentése:
p = az esemény valdszinlisége

b) Tobb eseménnyel kapcsolatban: Végtelen sok fiiggetlen, kiilon-kiilon p valdszintiségii esemény sorozata
esetén
X = ahanyadik esemény az els6 olyan, ami bekovetkezik

Paraméter jelentése:
p = az események kozos valdszintiség értéke

6. Geometriai eloszlas (pesszimista)

Sulyfiiggvény:
p(x)=(1—-p)*p  ha z=0,1,2,...

Bizonyitds: A gyakorlaton feladatként.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a sulyfiiggvény egy mértani sorozat, melynek els6 tagja p és kvociense g =
1 — p. Az optimista geometriai eloszldshoz képest ez az eloszlds annyiban mds, hogy most a lehetséges értékek
azx = 0,1,... szdmok, mig az optimista esetben a lehetséges értékek az x = 1,2, ... szdmok. Szemléletesen
ugy fogalmazhatunk, hogy a pesszimista geometriai eloszlas silyfiiggvényének az dbrdja igy szarmaztathatd az
optimistabdl, hogy a sulyfiigvény grafikonjat egy egységgel balra toljuk.

Mikor haszndljuk:

a) Egy eseménnyel kapcsolatban: Ha egy p valdsziniiségii eseményre egy kisérletsorozatot végziink, akkor
az aldbbi valészinliségi valtozo6 kovet ilyen eloszlast:

X = ahanyszor nem kovetkezi be az esemény az elsd bekovetkezés elbtt
Mis terminolégiat haszndlva:
X = ahany kudarc van az elsé siker el6tt

Paraméter jelentése:
p = asiker valészintisége

b) Tobb eseménnyel kapcsolatban: Végtelen sok fiiggetlen, kiilon-kiilon p valészinliségili esemény sorozata
esetén az aldbbi valdszinfiségi valtozo kovet ilyen eloszlast:

X = ahdny kudarcos esemény van az elsé sikeres el6tt
Paraméter jelentése:

p = az események kozos valdszinliség értéke

Megjegyzés: Az "optimista", "pesszimista" jelz6k haszndlatit az indokolja, hogy az optimista esetben az elsd
sikeres kisérletre vadaszunk, a pesszimista esetben pedig a kudarcok szamat szamoljuk az elsé sikeres kisérlet
eldtt.

7. Negativ binomialis eloszlas (optimista)

Stlyfiiggvény: (bizonyitds majd az el6addson)

-1
p(z)(Z )pT(lp)xT fx=rr+1,7r+2,...
T —r

Mikor haszndljuk:



a) Egy eseménnyel kapcsolatban: Ha egy p valdsziniiségii eseményre egy kisérletsorozatot végziink, akkor
az alabbi valdészinliségi valtozo kovet ilyen eloszlast:

X = ahanyadik kisérletnél r-edszer kovetkezik be az esemény
Mis terminl6gidt hasznélva:
X = ahdnyadik kisérletnél addédik az r-ik sikeres esemény

Paraméterek jelentése:
p = az esemény val6szinlisége

= ahdnyadik bekovetkezésre (sikerre) vaddszunk

b) Tobb eseménnyel kapcsolatban: Végtelen sok fiiggetlen, kiilon-kiilon p valdszintiségii esemény sorozata
esetén az aldbbi valdszinfiségi valtozo kovet ilyen eloszlast:

X = ahanyadik esemény az r-ik olyan, ami bekovetkezik
Mis terminlégidt haszndlva:
X = ahdnyadik az r-ik sikeres esemény

Paraméterek jelentése:
p = az események kozos valdszintiség értéke

= ahdnyadik bekovetkezésre (sikerre) vaddszunk

Excel-fiiggvények: (a 4. gyakorlaton nem kell)
p(x) = NEGBINOM.DIST (x+r; r; p; FALSE) = NEGBIN.ELOSZLAS (x+r; r;p; HAMIS)

p(z) = NEGBINOM.MDIST (x+r;r;p; TRUE) = NEGBIN.ELOSZLAS (x+r; r;p; IGAZ)

. Negativ binomialis eloszlas (pesszimista)

Stulyfiiggvény: (bizonyitas majd az el6addson)

—1
p(z) = (m +; )pr(l —p)® ha z=0,1,2,... (kombinatérikus formula)
p(z) = (—r) p"(=(1-p))" ha z=0,1,2,... (analitikus formula - a 4. gyakorlaton nem kell)
T

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy az optimista negativ binomidlis eloszldshoz képest ez az eloszlds annyiban
mas, hogy most a lehetséges értékek az © = 0,1,... szdmok, mig az optimista esetben a lehetséges értékek
azz =r,7+ 1,7+ 2,... szdmok. Szemléletesen gy fogalmazhatunk, hogy a pesszimista negativ binomialis
eloszlas grafikonja dbrdja az optimistabdl ugy szdrmaztathatd, hogy a grafikont r egységgel balra toljuk. Mikor

haszndljuk:

a) Egy eseménnyel kapcsolatban: Ha gy p valdszinliségli eseményre egy kisérletsorozatot végziink, akkkor
az alabbi valdsziniiségi valtozo kovet ilyen eloszlast:

X = ahdny kudarc van az r-ik siker el6tt

Paraméterek jelentése:
p = az esemény valdszinlisége

r = ahdnyadik bekovetkezésre vaddszunk

b) Tobb eseménnyel kapcsolatban: Végtelen sok fiiggetlen, kiilon-kiilon p valdszintiségli esemény sorozata
esetén az alabbi valdszintiségi valtozoé kovet ilyen eloszlast:

X = ahdny kudarcos esemény van az r-ik sikeres el6tt

Paraméterek jelentése:
p = az események kozos valdszinliség értéke

r = ahdnyadik bekovetkezésre vadaszunk



Excel-fiiggvények: (a 4. gyakorlaton nem kell)
p(z) = NEGBINOM.DIST (x; r; p; FALSE) = NEGBIN.ELOSZLAS (x; r;p; HAMIS)

p(x) = NEGBINOMM.DIST (x; r; p; TRUE) = NEGBIN.ELOSZLAS (x; r;p; IGAZ)

1. megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a geometriai eloszldsok a negativ binomidlis eloszldsok specidlis esetei:
r = 1 esetén a negativ binomidlis eloszlas a megfeleld geometriai eloszlast jelenti.

non

2. megjegyzés:Az "optimista", "pesszimista" jelz6k hasznélatat az indokolja, hogy az optimista esetben sikeres
kisérletre vadaszunk, a pesszimista esetben pedig a kudarcok szdmat szamoljuk.

Megjegyzés: Egyes Excel verziokban az eloszldsok nevében a . (pont) elhagyhatd, - példaul -
BINOM.DIST helyett BINOMDIST

irhaté.

Megjegyzés az eloszlasfiiggvény fogalmaval kapcsolatban
(Ezt 2015 6szén nem tanultuk, ezért nem kell tudni, viszont eléggé ide kivdnkozik)

Egy adott normadlt eloszlds esetén egy « lehetséges értékkel kapcsolatban a [z, 0o) intervallum valészintségét T'(x)-
szel jeloljiik:
T(x) =P([z,00))

A T(x) fiiggvény neve: jobboldali eloszlasfiiggvény. A jobboldali eloszlasfiiggvény értékét egy x helyen gy kapjuk
meg, hogy az x-nél nagyobb vagy egyenl Osszes k helyeken vesszik a stlyfiiggvény értékét, és ezeket az értékeket
Osszeadjuk:

kk>
Amikor valamilyen probldma kapcsan a most bevezetett T'(x) jobboldali eloszldsfiiggvényt is és a kordbban bevezetett
F(x) eloszlasfiiggvényt is hasznéljuk, akkor az F'(x)-et baloldali eloszlasfiiggvénynek is nevezziik.

Ha a szébanforgé eloszlds egy X valdszintiségi valtozo eloszldsa, akkor T'(x) jelentése nyilvan annak a valészintisége,
hogy a véletlen X nagyobb vagy egyenld mint x:

T(x) =P(X > x)
Nyilvanval6, hogy minden jobboldali eloszlasfiiggvény monoton csokkend

T(x—1)=T(x)
Nyilvanval6, hogy minden x-re fenndll az aldbbi egyszerd Osszefiiggés:

F(z)+T(z) —p(x) =1

Kiegészités a binomialis eloszlasokkal kapcsolatban
(Ezt 2015 6szén nem tanultuk, ezért nem kell tudni, viszont eléggé ide kivdankozik)

Binomialis eloszlas egy szamsorozat elemein: Ha az ag, a1, as, . . . , a,, sorozat egy szdmtani sorozatot alkot, akkor

pa) = ()0 -pr =002

képlettel definidlt eloszlds neve: binomialis eloszlas a {ag, a1, as, . .. , a, } halmazon.

Nyilvanval6, hogy ha egy eseménnyel kapcsolatban n kisérletet végziink, akkor az esemény relativ gyakorisdga bino-
midlis eloszlast kovet a
=
n )

halmazon.



Kiegészitések a geometriai eloszlasokkal kapcsolatban
(Ezt 2015 6szén nem tanultuk, ezért nem kell tudni, viszont eléggé ide kivdankozik)

Az alabbi két allitds mindegyike fontos jellemzése a geometriai eloszldsoknak. Az elsének a bizonyitasa trividlis, nem
is adjuk meg. A méasodiknak a bizonyitdsa kissé nehéznek tlinhet, de igazabol egyszert és érdekes.

1. allitas: Ha egy pozitiv értékd, diszkrét X valdsziniiségi valtozora teljesiil, hogy az
P(X=s5+1|X > s)
feltételes val6szintiségk nem fiigg s-t6l, akkor X optimista geometriai eloszlast kovet.

Bizonyitas: Trividlis.

2. allitas: Ha egy pozitiv értékd, diszkrét X valdszintiségi véltozora teljesiil, hogy az
E(X —s|X > s)

feltételes varhato érték nem fiigg s-t6l, akkor X optimista geometriai eloszlast kovet.

Bizonyitas: Az E(X — s|X > s) feltételes vérhato értéket felirjuk osszegekkel:

1 2 3
E(X—s|X >s) = Ps+1+2Pst2 + 3Pst3 +
Ps+1 1 Ps+2 + Ps+3+ -

Ha ez a feltételes varhat6 érték egy c konstanssal egyenld, akkor minden s-re, igaz, hogy:

Ipss1+2psy2 +3psys+...

Pet1 +Psr2+Psrzt ¢
A nevezdvel atszorozva ez adédik:
1pss1+2pst2 +3psts+ ... = c(Psy1 +Pst2 +Psts+..)
Trjuk fel ezt a legutols6 egyenletet s helyett s — 1-re is:
1ps +2psi1+3psia+ ... = c(ps + Psy1 +Psy2+-..)

Az alsé egyenletbdl kivonva a felsét, a kovetkezd, minden s-re fenndllé egyenletet kapjuk:
Ps T Ps+1tPsy2+ ... = Cps
Irjuk fel ugyanezt az egyenletet s helyett s + 1-re:
Ps+1 T Pst2 tPst3 ... = CPsy1
Most vonjuk ki a fels6bdl az alsét, ezt kapjuk:

bs=C (ps _ps—i-l)

ahonnan
cpst1 = (c—1) p(s)
vagyis
c—1
Ps+1 = p(S)
ami vildgosan mutatja, hogy a p1,p2,ps,... sorozat egy geometriai sorozatot alkot, vagyis tényleg egy geometriai
eloszldsrol van sz6.
Geometriai eloszlas egy szamsorozat elemein: Ha az a;, as, . . . sorozat egy szdmtani sorozatot alkot, akkor

plax) = (1 _p)k_lp (kk=1,2,...)

képlettel definiélt eloszlds neve: geometriai eloszlas a {a1, as, ...} halmazon.



