10.

Epit(')'kari Matematika A3
Feladatok és megoldasok a 14. hétre

. HaE(X) =1 és D*(X) = 5, hatdrozzuk meg

(2) E[(2+ X)?],
(b) D2(4 + 3X)

értéket.

. Legyenek X, X, ... fiiggetlen azonos eloszlasi valdszintiségi valtozdk p varhatd értékkel és

o szorassal. Hatarozzuk meg

X1+ Xo+ -+ Xy —np
B Vn-o

Y, :

varhatd értékét és szorasat.

. Egy kisvéros négyzet alakt, mely négyzet oldalai 3 kilométer hosszuak. A varos (0, 0) ko-

zéppontjaban van a kérhéz, és a véros utcai négyzethdlé-szertiek. Ezért ha a varos (z, y)
pontjan torténik egy baleset, a mentének |z| + |y| tdvolsdgot kell megtennie a balesettdl a
kérhazig. Ha egy baleset a varoson beliil egyenletes eloszlasi helyen kovetkezik be, szamoljuk
ki a betegszallitas varhato hosszat.

Legyenek X és Y fliggetlen azonos eloszlasi valdszintiségi valtozdk p varhatd értékkel és o
szérassal. Szamoljuk ki E[(X — Y)?] értékét.

. A zsebemben levé 1, 2, 5, 10, 20, 50 és 100 forintos érmék szama fiiggetlen Poisson(\) eloszlasu

valoszintiségi valtozok. Hatarozzuk meg apréopénzem értékének varhato értékét és szérasat.

. Legyenek X és Y fiiggetlen valdszintiségi valtozok kozos p varhatod értékkel, de kiilénbozo

ox és oy szorasokkal. p értékét nem tudjuk, és egy mintavatel alapjan az X és Y sulyozott
atlagaval szeretnénk becsiilni. Azaz: p értékére a AX + (1 — \)Y becslést fogjuk adni, vala-
milyen \ paraméterrel. Hogyan valasszuk A-t, hogy a becslésiink szérasa minimalis legyen?
Miért érdemes ezt a A-t hasznalnunk?

Szamitsuk ki az n-edrendii p paraméteri binomialis eloszlas standardizaltjat n — oo esetén
p=0.4, p=10.02 illetve p = 0.96 esetekben.

Mennyi annak a valészintisége, hogy 6 000 kockadobas soran el6fordulé hatosok szama 970 és
1050 kozé esik?

. Egy gyar adott tipusu termékei egymastdl fliggetleniil elfogadhaté mindségiiek 0.95 valdszi-

niiséggel. Becsiiljiik meg annak valdszintiségét, hogy a kovetkezo 150 termékbol legfeljebb 10
nem lesz elfogadhato.

Egy gyar két fajta érmét gyart: egy igazsdgosat, és egy hamisat ami 55% eséllyel mutat fejet.
Van egy ilyen érménk, de nem tudjuk igazsagos-e vagy pedig hamis. Ennek eldontésére a
kovetkezo statisztikai tesztet hajtjuk végre: feldobjuk az érmét 1000-szer, ha legalabb 525-
szor fejet mutat, akkor hamisnak nyilvanitjuk, ha 525-nél kevesebb fej lesz a dobasok kozott,
akkor az érmét igazsagosnak tekintjik. Mi a valdszintisége, hogy a tesztiink téved abban az
esetben, ha az érme igazsidgos volt? Es ha hamis volt?
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Hatarozzuk meg azt a k egész szamot, amelyre igaz, hogy annak a valdszinlisége, hogy 400
érmedobds soran a fejek szama 195 és k kozé esik, kb. 0.5.

Hanyszor kell egy érmével dobnunk ahhoz, hogy 0.95-nél nagyobb valészintiséggel a fej ered-
mények szdma a dobasok szamédnak 47%-a és 53%-a kozé essen?

Egy szabélyos érmét 40-szer feldobunk, és X-szel jeloljiik a kapott fejek szamat. Hatarozzuk
meg annak valészintiségét, hogy X = 20

e a binomidlis eloszlas segitségével,

e a DeMoivre-Laplace tételt hasznédlva. Ez utébbihoz segitség: P{X = 20} = P{19.5 <
X < 20.5}, ami persze nem szamit amig X-et binomidlisnak (azaz egész értékiinek)
tekintjiik, de fontos lesz a DeMoivre-Laplace tétel alkalmazéasaval.

Mennyi a valdszintisége annak, hogy 50 darab fliggetlen és azonos eloszlasu valdszintiségi
véltozo Osszege a [0, 30] intervallumba esik, ha egy ilyen valtozé eloszldsa a [0, 1] intervallumon

(a) egyenletes;

(b) f(x) = 2x stirtiségfiiggvény szerint alakul?

Becsiiljiik meg annak valdszintiségét, hogy 10000 kockadobas Osszege 34 800 és 35200 kozé
esik.

Egy kockat folyamatosan feldobunk addig, amig a dobdsok Osszege meghaladja a 300-at.
Becsiiljiik meg annak valdszintiségét, hogy legalabb 80 dobasra van ehhez sziikség.

Adott 100 égdénk, melyek élettartama egyméstdl fiiggetlen exponencidlis eloszlasi, 5 éra
varhato értékkel. Tegytik fel, hogy az égoket egymés utan hasznaljuk, azonnal kicserélve azt,
amelyik kiégett. Becsiiljiilk meg annak valdszintiségét, hogy 525 ora utan még van mikodo
égonk.

Az 17. feladatban most tegyiik fel, hogy minden égé kicserélése fiiggetlen, a (0, 0.5) interval-
lumon egyenletes eloszlasu ideig tart. Becsiiljiik meg most annak valdszintiségét, hogy 550
ora elteltével mar az Osszes égo kiégett.



Eredmények
L(a) E[24+ X)) =E[4+4X + X?| =4+ 4E(X) + D*(X) + [E(X)]? =44+4-1+5+1*=14.
(b) D*(4 +3X) =32 -D?*(X) =325 = 45.

2.
E(YH)ZE<X1+X2+..-+Xn—nu):E(X1)+E(X2)+...+E(Xn)_nu:0.
\/E'O' \/ﬁ.o'
Xi+X+-+X,—n 1
1
= —5  [D*(X)) + D*(Xp) + -+ DA(X,)] = 1.

3. Felteheto, hogy a baleset helyszinének X és Y koordinatdi egymastol fliiggetlen, egyeletes elosz-
lastak a (—1.5, 1.5) intervallumon. Ezért a betegszéllitas varhaté hossza

1.5
1 2115
E(|X| +|Y]) = E(X]) + E(Y]) = 2- / ol s de=4- 2| = 15km

0
—-1.5

4. A 7 : = X — Y valtoz6 varhato értéke nulla, ezért

E[(X - Y)Y =E[(Z?)] =D*(Z) =D*(X - Y) =D*(X) + D*(-Y) = D*(X) + D*(Y) = 20°.

5. Legyen X; az ¢ forintos érmék szama a zsebemben, és Y az érmék osszértéke. Ekkor

EY)=E(1 -X;4+2-Xo+5-X5+10- X50+ 20 Xg0 + 50 - X50 + 100 - Xy¢p)

=(1+2+5+104+20+ 50+ 100) - A = 188,

és
D*(Y)=D%1-X; +2-Xo4+5- X5+ 10 X190+ 20 - Xo0 + 50 - X5 + 100 - X100)

= (12 + 2% + 5% + 10 + 20% + 50% + 100%) - A = 130302,
a sz6rds tehat kozelitsleg 114v/\.
6. Nyilvanvald, hogy Z = AX +(1—\)Y becslésiink varhaté értéke minden \-ra u lesz. A vélasztésa
a szérasnégyzetet fogja befolyasolni:

D*(Z) =D*AX + (1= NY) =X -0% +(1—-)\)? 0}

Ez a kifejezés A-nak mdsodfokd polinomja, melyben \? egyiitthatéja pozitiv. Ezért a minimum
ott éretik el, ahol a 2(c% + 02)\ — 20% derivdlt értéke nulla, azaz A = 0% /[o% + oF] esetén.
Ez a kombindacié a szorasnégyzetekkel forditott ardanyd sulyt ad a véltozokra, és ennek a linearis
kombindaciéknak lesz legkisebb a szorasa, azaz ez adja a legmegbizhatébb becslést a varhaté értékre.

7. Az eloszlasfiiggvényt DeMoivre-Laplace tétellel kozelitve

Flz)=P{X <z} = IP’{

X —np T —np N T —np
V(1 —p) = \/np(l—p)} _(D( np(l—p)>

x —0.4n
_ q><7>, ha p = 0.4,
v0.24n P

z— 0.02n
q><7>, ha p = 0.02,
V0.0196n b

x — 0.96n
o(L_220ny ha p = 0.96.
(\/0.0384n> b



8. A hatosok X szdma binomidlis, n = 6 000 és p = 1/6 paraméterekkel. DeMoivre-Laplace tétellel

— -1 X — 1 1 — .1
IP’{97O§X§1050}:P{970 6 000 /6 6 000 - /6 050 — 6000 /6}

\/6000- 1.3 /6000 - 1 \/6000- 1.2

~ P{—1.04 < X 12000 1/6 < 1.73} ~ $(1.73) — B(—1.04)

\/12000- % -2

®(1.73) + ®(1.04) — 1 ~ 0.9582 + 0.8508 — 1 = 0.809.

9. Az elfogadhaté termékek X szama binomidlis n = 150 és p = 0.95 paraméterekkel. A keresett
valoszintiség

[P{X2139}:IP{ X —150-0.95 S 139—150-0.95}2P{ X —150-0.95 _131}

V150-0.95-0.05 ~ /150 - 0.95 - 0.05 V150-0.95 - 0.05
~1—®(—1.31) = &(1.31) ~ 0.9049.

10. Tgazsdgos érme esetén a fejek szdma binomidlis, n = 1000 és p = 1/2 paraméterekkel. Tesztiink
téved, ha a fejek X szdma 525-nél nagyobb-egyenlo. Ennek valészintisége

— 1000 - 1/2 525 — 1000 - 1/2

1/ 1000 - 5 1/ 1000 - 5

Hamis érme esetén a fejek szdma binomialis, n = 1000 és p = 0.55 paraméterekkel. Tesztiink téved,
ha a fejek X szama 525-nél kisebb. Ennek valészintisége

P{X > 525} = IP{ } ~1— ®(1.58) ~ 0.057.

X —1000 - 0.55 - 925 — 1000 - 0.55
v/1000 - 0.55-0.45 /1000 - 0.55 - 0.45

P{X < 525} = IP{ } B(—1.59) = 1 — B(1.59) ~ 0.056.

11. 400 érmedobds sordn a fejek X szdma binomiélis(400, 1/2) eloszlasi. Annak valdszintisége,
hogy X 195 és k kozé esik,

195—400-1/2 _ X —400-1/2 400 - 1/2
P{195§ng}:p{ 95 —400-1/ 00-1/ k 00 /}

JAoo- 1.1 Ja00- 1.1 «/400

~ cp(k _1500> — B(—0.5) = @(k 1500) +3(0.5) — 1= 0.5,

amibol (IJ(k 200) =1.5—®(0.5) ~ 0.8085. Az eloszlastablazatot visszafelé hasznélva kapjuk, hogy

E=200 ~ .87, azaz k ~ 209.

12. Ha n-szer dobunk, akkor a fejek X szama binomiélis(n, 0.5) eloszlasi. A feladat szerint

ATn — X - 530 — 0,
0.95§P{0.47n§X§0.53n}:IP’{0 n—05n 05n  _ 0.53n 05”}

<
vn-0.5-0.5 \/n 05-05 " V/n-05-05

X0 006y} = B(0.06y) — B(~0.06v/1) = 2(0.06) — 1.

vn-0.5-0.5
Ebbél ®(0.064/n) > 0.975, ezért 0.064/n > 1.96, avagy n > 1067.11, tehat 1068 dobés sziikséges.

- IP’{—0.06\/E <



13. A keresett valdszintiség pontos értéke

P{X =20} = <;18) : (%)20 : (%)20 ~ 0.1254.

DeMoivre-Laplace tétellel

195-40-1/2 _ X —40-1/2 _205-40-1/2
P{X:20}:P{19.5§X<20.5}:IP>{ 9.5-40-1/ 0-1/2 20.5-40 /}

R LR

~ $(0.16) — ®(—0.16) = 20(0.16) — 1 ~ 0.1272.

Megjegyzés: a k egész szam (k — 0.5, k 4+ 0.5) intervallummal val6 helyettesitése az eddigi felada-
toknal nem volt lényeghe vagod, de ott is pontosit egy picit a DeMoivre-Laplace tétel alkalmazasan.
Ennél a feladatnal azonban ez a triikk a megoldas lényege.

14.(a) Az egyenletes eloszlasu valtozé véarhaté értéke 0.5, és szérasa /1/12. Ha Sy, jeloli az 50
darab fiiggetlen verzié Gsszegét, akkor a centralis hatareloszlas tétel szerint

S50 — 50 - 05 30—50~0.5}

V50 - 4/1/12 7 /50 - 4/1/12

P{Ss < 30} = P

Sso — 50+ 0.5
~ P <245} ~ &(2.45) ~ 0.9929.
{\/ 0-+/1/12 } (2.45)

(b) Ebben az esetben az X valészintiségi valtozo varhaté értéke és masodik momentuma

1 1

2 1
B0 = [roondr=2 B = [o?20dr=

0 0

szérasa tehat D(X) = /E(X?) — [E(X)]2 = 1/1/18. A fenti szdmoléds most {gy alakul:

Sso — 50+ 2/3 30—50-2/3}

V50 - \/1/18 = /50 - /1/18

P{S50_50 2/3

VA0 /IS

15. Legyen X egy kockadobds eredménye. Ekkor

E(X):Zz'-%:;, E(XZ):ZZ'Z.é:_

i=1 i=1

P{Ss < 30} = IP’{

2} B(—2) = 1 — B(2) =~ 0.0228.

amibdl D?(X) = 91/6 — 49/4 = 35/12. Jeloljiikk S-sel a 10000 dobds osszegét, ekkor

34800 — 10000 - 7/2 S —10000-7/2 35200—10000-7/2}

/10000 - 35/12 \/10000 35/12 1/10000 - 35/12

< S —10000-7/2 < 1_17}

~ /10000-35/12 —

~ ®(1.17) — B(—1.17) = 20(1.17) — 1 ~ 0.758.

P{34800 < S < 35200} = {




16. Legalabb 80 dobéasra van sziikség akkor és csak akkor, ha az elsé 79 dobas 0sszege nem haladja
meg a 300-at. A fenti varhaté értékkel és szorassal

Srg —T9-7/2 _ 300 —79-7/2
V79-35/12 ~ /79 - 35/12

17. Akkor és csak akkor van 525 6ra utan miikodo égénk, ha a 100 égd Sy egyiittes élettartama
nagyobb 525-nél. Mivel egy ég6 véarhaté élettartama és szérdsa egyarant 5 dra (exponencidlis
eloszlas esetén e ketté megegyezik), ennek valészintisége

P{S7 < 300} = IP{ } ~ §(1.55) ~ 0.9394

— 100 - 25 — 100 - — 100 -
SlOO 00-5 525 00 5}:P{Sloo 00-5 >O5}

> -
V100 - 5 V100 - 5 V100 -5
~1— ®(0.5) ~ 0.3085.

P{Si0 > 525} = IP{

//////

Osszes égb tlizemidejébe. Ekkor ha X; az i-dik ég6 iizemideje a fenti exponenciélis(1/5) eloszlassal,
és Y; a kicserélésének ideje, akkor 100 darab fliggetlen Z; = X; +Y; valdszintiségi valtozo Osszegével
kell szamolnunk. Barmelyik ilyen valtozéra

E(Z) =E(X;) +E(Y;) =54+025=5.25 = D*Z) =D*X;) + D*(Y;) = 25 + 0.5%/12 ~ 25.02.
Az Osszes ég6 kiégett, ha a Z;-k Sygg Osszege kisebb 550-nél, melynek valészintisége

St00 — 100 - 5.25 - 950 — 100 - 5.25
V100 - 25.02 V100 - 25.02

Megjegyezziik, hogy a centralis hatareloszlas tétel kozvetleniil is alkalmazhaté lenne a 100 darab
X; és 99 darab Y; S sszegére. Ekkor S varhaté értéke 100-5+99-0.25 = 524.75, és szorasnégyzete
D?(S) = 100 - 25 + 99 - 0.5%/12 ~ 2502.06. Ezekkel az adatokkal a centrélis hatdreloszlds tétel a
kovetkezoképpen néz ki:

P{S10 < 550} = IP’{ } ~ ©(0.5) ~ 0.6915.

S —524.75 - 550 — 524.75
Vv2502.06 Vv2502.06

Az altalunk hasznalt eloszlastablazat pontossdga nem jeleniti meg a két ®-érték kozotti killonbséget.

P{S < 550} = IP’{ } ~ $(0.5048) ~ 0.6915.



14. gyakorlat anyaqahoz tovabbi példak naqy szamok erés

torvénye és a CHT alkalmazasara

1. Integralas Monte Carlo modszerrel
1

fesin (x3+5x+1) dx =?
-
t(x)

Legyen X egy (0,1) intervallumon egyenletes eloszlasu valdszinliségi valtozd, melynek
slrlségfliggvénye:

(1, ha x € (0,1)
fx) = { 0, kilonben
Ekkor Y=t(x) varhato értéke
0 1
E(Y) = f tx) - f(x)dx = f t(x) dx
—00 0

azaz a fenti integral.
A nagy szamok erds torvénye értelmében, ha X, ..., X,, fuggetlen £(0,1) valtozdk és
Y; =t(X;) , 1 <i<n,akkorY;-kisflggetlenek és

n
1
Ez Y; — E(Y) 1wvalbészinlisségel,han — o
i=1
igy Y; - k szdmtani kdzepe elég nagy n — re elég j6 kozelitést ad a fenti integralra.

2. Ruhatar fogasok

Egy 1000 féréhelyes szinhdz bal és jobb bejdratdhoz véletlenszeriien érkeznek a

vendégek, tegyiik fel, hogy egymdstdl fiiggetleniil % — % valdsziniiséggel. A bal és
jobboldali bejdratndl is van 1-1 ruhatdr. Hdny fogast rakjanak a ruhatdrba, ha azt
szeretnék, hogy a téli telthdzas estén is 1% legyen annak a valdszintisége, hogy valaki
nem tudja betenni abba a ruhatdrba a kabdtjat amelyik bejdraton érkezik?

X : bal oldali ruhatarhoz érkez6 vendégek szama

Y: jobb oldali ruhatarhoz érkez6 vendégek szama = 1000 — X

Tekintsiik az X valdszinlségi valtozot. Ezt egy ezredrendd, %2 valdszinliségl binomialis
eloszlasnak tekinthetjiik: ~B1000(3) ,

melynek varhatd értéke:

E(X)=n-p =500

szérasa pedig:

DX)=n-p-(1-p)=5-V10



Jeloljik f - el a fogasok szamat. Ekkor:
P(X > f vagy 1000 — X > f) = 0.01
Komplementer eseménnyel szamolva:
P(X<fés1000—-X <f)=0.99
Azaz:
P(1000 - f <X <f)=10.99
Standardizalas utan, valamint kihaszndlva a ¢ fliggvény szimmetridjat:

(et <mmm < ) g (L20) - (19 (52) ) -

=2-¢(E2) -1=099

5-/10
f-500\ __
0 (E3) - 0995
2.58

Ebbdl a fogasok szama mar meghatarozhato:
f=258-5-v10 4 500 = 540.79 = 541

Overbooking — Tulkonyvelés

Tulkényvelést a légitdrsasdgok alkalmazzdk: tébb jegyet adnak el, mint ahdny hely

van a gépen.

300 féréhelyes repiil6gépre a légitdrsasdg valamivel tébb jegyet ad el, arra szdmitva,
hogy az utasok nem mind jelennek meg az adott idében. Tegylik fel, hogy az utasok
egymastdl fiiggetleniil 0.2 valdsziniiséggel nem jelennek meg az adott idében. Hany
jegyet adhatnak el legfeljebb 1% legyen a valdszinlisége annak, hogy egy utas nem
fér fel a jaratra?

Legyen n az eladott jegyek szama, X pedig egy valdszinliségi valtozo, amely azt
mondja meg, hogy a jeggyel rendelkez6 személyek kézil hany megy oda id6ben.
X egy n-ed rend( binomiadlis eloszlasu valtozdénak tekinthet6 p=0.8 valdszinliséggel,
ezt normalis eloszlassal kozelitjiik:

~B,(0.8)~N(n-0.8,n-0.8-0.2)
A feladat célkitizése matematikai alakban megfogalmazva:

P(X > 300) <0.01

Ebbdl:

300-0.8'n

Vn-0.4
H_J

2.345
A ¢ —tablazatban taldlhatd 2.34-es érték leolvasasa utan egy masodfoku egyenlethez

P(X <300) = ¢ ) 20.99

jutunk, hiszen:



300—0.8-11> 5345
Vn-04 T
n = x2 helyettesitéssel, és rendezve:

0 = 0.8x% + 0.938x — 300

Az egyenletet a masodfokd megoldd képlettel megoldva két eredményt kapunk, a negativ
megoldast figyelmen kivil hagyhatjuk, igy x -re:

x = 18.78 adddik, amibe visszahelyettesitve az eredeti valtozdnkat:
n=x?=353

Azaz 353 jegyet adhat el maximum a légitdrsasag a feladatban kit(izott feltétel
teljesitéséhez.



