Feladatok és megoldasok a 9. hétre
Epitokari Matematika A3

1. Egy szabalyos kockaval dobunk. Mennyi a valdszintisége, hogy 6-ost dobunk, ha tudjuk, hogy:

e parosat dobunk?
e legalabb 3-ast dobunk?
e legfeljebb 5-0st dobunk?

2. Feldobunk két kockat. Mi annak a valészintisége, hogy legalabb az egyik kockan 2-est dobunk,
ha mar tudjuk, hogy a dobott szamok 6sszege 67 Es ha nem tudunk semmit?

3. Két kockaval dobunk. Mi a valészintisége, hogy lesz a dobasok kozott 6-os, feltéve, hogy a
két kocka kiilonboz6 szamot mutat?

4. Két kockaval dobunk ujra és tjra egészen addig, amig legalabb az egyik 6-ost mutat. Mi a
valészintisége, hogy ekkor a masik is hatost mutat? (Ha gy gondoljuk a vélasz 1/6, akkor
tamadjuk meg djra a problémat.)

5. Egy iskolaba 260 ember jar, 230 tanul6 és 30 tanar. Egyszer egy influenzajarvany tort ki
koztiik. Az orvos az aldbbi tablazatot készitette:

Beteg | Egészséges
Fia 50 60
Lany 40 80
Tanar 10 20

(a) Véletlenszeriien kihuizunk egy kartont. Mi a valészintisége, hogy:
i. fiaé?
ii. betegé?
iii. beteg fiué?
(b) Ha elézetesen a fiuk, ldnyok és tandrok kartonjait kiilon fidkokba gytijtotték, én a
lanyokébol huzok, mi a valdszintisége annak, hogy beteg lanyt hiztam?
(c) Az orvos szorgos asszisztense egy kupacba kidobdlta a fickokbdl az 6sszes beteg kartonjat.
Ezek koziil véletlenszertien htizva egyet, mi a valdszinlisége annak, hogy tanar az illeto?

(d) Ha kett6t hizok ugyanebbdl a kupachdl egymds utdn, mi a valészintisége, hogy az elsé
fit lesz, a méasodik lany? Es hogy mindkett6 fit lesz?

6. (a) En kétgyerekes csaladbdl szarmazom. Mi a valdszintisége, hogy a testvérem lany?

(b) A kiraly kétgyerekes csaldadbdl szarmazik. Mi a valészintisége, hogy a testvére lany?

7. Két goly6t egymastdl fiiggetleniil 1/2 — 1/2 valdszintiséggel aranysziniire vagy feketére festet-
tek, majd egy urnaba helyeztek.

(a) Tegyiik fel, hogy az aranyszinii festéket nyitva taldljuk, azaz legalabb az egyik goly6
aranyszini lett. Ezen informaéacié birtokaban mi a valdszintisége, hogy mindkét golyd
aranyszini?

(b) Most ehelyett tegyiik fel azt, hogy az urna megbillent, és a két golyé koziil az egyik
kigurult belole. Ha ez a goly6 aranyszinli, mi a valdszintisége, hogy mindkét golyo
aranyszini?
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. A keriiletben a csaladok 36%-dnak van kutydja, és 30%-dnak van macskdja. Azon csalddok

koziil, akiknek kutydjuk van, 22%-nak macskaja is van.

(a) A csalddok hény szdzalékanak van kutydja és macskdja is?

(b) Azon csalddok koziil, akiknek macskdjuk van, hany szdzaléknak van kutydja is?
Egy urnaban 3 piros, 5 fehér, és 6 zold golyé van. Kihuzunk kozilik 3 golyét. Mennyi a
valészintisége, hogy elsére pirosat, masodikra fehéret, harmadikra zoldet htuzunk, ha

(a) visszatessziik,

(b) nem tessziik vissza?

Egy lakdtelepen csétanyirtdst végeztek. Az elsd vegykezelés még a csétanyok 60%-at irtja
ki, de utédna a csétdnyok egyre inkabb immunissé valnak, igy masodszorra mar csak 40%-uk,
harmadszorra pedig csak 20%-uk pusztul el. Mi a valdszintisége, hogy egy megjelolt csétany

(a) atvészeli a teljes eljarast?
(b) az utolsé irtaskor pusztul el?

(c) tuléli a kezelést, ha az elsé kezelés utan még lattak élve?

Informécidink szerint az A céggel kotott tizleteink 60%-a, a B céggel kotott tizletek 70%-
a bizonyul kedvezének. Kettojiik koziil a hamarabb jelentkezo céggel rogton két tizletet is
kotiink. Feltehetd, hogy 1/2 valészintiséggel jelentkezik hamarabb A B-nél, és forditva. Mi a
valoszintisége, hogy

(a) az els6 tizletkotés kedvezo lesz?
(b) mindkét tizletkotés javunkra valik?

(c) lesz koztiik rossz és j6 uzlet is?

Egy pakli kirtyat (azaz 52 lapot, melyek kozott Osszesen 4 sz van) véletlenszeriien négy
jatékosnak osztunk, mindenki 13 lapot kap. Mi a valdszintisége, hogy mindenkinek jutott
asz? Legyen FE; az az esemény, hogy az i-dik jatékos pontosan egy aszt kapott. Hatarozzuk
meg P{E1 E>yEsEy}-et a szorzasi szabdly segitségével.

Egy didk harom zarovizsgajara késziil. Az elsd juniusban lesz, és ezen 0.9 eséllyel megy at.
Ha ezen atment, akkor jiliusban probalhatja meg a masodik vizsgat, amely 0.8 eséllyel lesz
sikeres. Ha ezen is dtment, akkor szeptemberben megy a harmadik vizsgéara, ahol 0.7 eséllyel
megy at. Ellenben ha barmelyik vizsgédja sikertelen, akkor csak egy év milva lehet ujra
probalkozni.

(a) Mi a valdszintisége, hogy az elsé évben dtmegy mindhdrom vizsgén?

(b) Feltéve, hogy nem sikeriilt az elsé évben letenni a vizsgdkat, mi a valésziniisége, hogy a
masodik vizsgaja volt sikertelen?

Iszdkos Ivan a nap 2/3 részét kocsméban tolti. Mivel a faluban 5 kocsma van, és Ivan
nem valogatods, azonos eséllyel tartézkodik barmelyikben. Egyszer elindulunk, hogy megker-
essiik. Négy kocsmat mar végigjartunk, de nem talaltuk. Mi a valészinlisége annak, hogy az
otodikben ott lesz?

//////

galmu uton &tlagosan az id6 5%-aban mutat tilos jelzést. A dombrol latom, hogy épp egy
auté megy at az atjarén. Mi a valdszintlisége, hogy ekkor szabad az atjaro?
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A ketyere gyarban az A, B, és C gépsoron allitjak el a ketyeréket. Az A gépsoron a
ketyerék 25, a B-n 35, a C-n 40%-at gyartjak. Az A gépsoron eldallitott ketyerék 5%-a,
a B gépsoron eldéllitottak 4%-a, a C' gépsoron gyartott ketyeréknek csak 2%-a hibds. A
hibasakat félredobjdk egy nagy kupacba. Ebbdl véletlenszertien kiszedve egy ketyerét, mi a
valdszintisége, hogy azt az A, B, illetve a C gépsoron gyartottak?

Vaéandorlasai kozben Odiisszeusz egy harmas tutelagazashoz ér. Az egyik ut Athénbe, a masik
Spartaba, a harmadik Miikénébe vezet. Az athéniek kereskedd népség, szeretik amitani a
latogatokat, csak minden harmadik alkalommal mondanak igazat. A miikénéiek egy fokkal
jobbak: 0k csak minden masodik alkalommal hazudnak. A szigori spartai neveltetének
koszonhetéen a spartaiak becsiiletesek, 0k mindig igazat mondanak. Odiisszeusznak goze
sincs, melyik Ut merre vezet, igy kockadobassal egyenlo esélyt ad mindegyik ttnak. Megér-
kezve a varosba, megkérdez egy embert mennyi kétszer kettd, mire kozlik vele, hogy négy.
Mi a valdszintisége, hogy Odiisszeusz Athénbe jutott?

Egy gépjarmi-biztositotarsasag az tigyfeleit harom osztalyba sorolja: jo vezeto, atlagos vezetd |}
rossz vezetO. A tarsasag tapasztalata alapjan a jo, atlagos és rossz vezeték 0.05, 0.15, illetve
0.3 eséllyel lesznek baleset részesei egy év alatt. Hogyha az tgyfelek 20%-a j6 vezetd, 50%-a
atlagos vezetd, és 30%-a rossz vezetd, hany szazalékuk lesz baleset részese a jovo év folyaman?
Hogyha egy adott iigyfélnek nem volt tavaly balesete, milyen valdszintiséggel jo, atlagos illetve
rossz vezeto?

Egy bindris csatornan a 0 jelet 1/3, az 1 jelet 2/3 valésziniiséggel adjak le. Hél6zati zavarok
miatt ha 0-t adnak le, akkor 1/4 valdszintiséggel 1 érkzik, ha 1-et adnak le, akkor 1/5
valoszintiséggel 0 érkezik.

(a) Mi a valdszintisége, hogy 0-at kapunk?

(b) Kaptunk egy 0-t. Mi a valésziniisége, hogy ezt 0-ként is adték le?

Egy kozlekedési tarsasag szeretné felmérni a buszain az atlagos utasszamot. Erre két mddszer
kinalkozik:

(a) A térsasdg megbiz n véletlenszeriien kivdlasztott utast, hogy szdmoljdk meg hényan
vannak 0sszesen azokon a buszon, amelyeken éppen utaznak. Ezek utéan a cég kiszamolja
az igy kapott n valasz atlagat.

(b) A téarsasdg megkéri n buszsof6rjét, hogy szdmolja meg hany utas van & buszukon, és
veszi az igy kapott n valasz atlagat.

Melyik médszert javasolnank? Melyik mddszer ad nagyobb eredményt?



Eredmények

e P{hatos és pdros}/P{péros} = ¢/5 = 3.

e P{hatos és legalabb hérmas} /P{legalabb harmas} = ¢/

1
3

N =

o (.

2. 2/36 annak valdsziniisége, hogy legaldbb az egyik kocka 2-es és az Osszeg 6, és 5/36 annak
valészintisége, hogy az Gsszeg 6, igy a vélasz 2/5. Ha nem tudunk semmit, akkor egyik kocka sem

kettes % valoszintiséggel, azaz legalabb az egyik kocka kettes 1 — % = % valoszintiséggel.

3. Lesz hatos, és a két kocka kiilonb6z6 szamot mutat 10 esetben. A két kocka kiilonbozét mutat
36-6=30 esetben. Igy a valasz 10/30 = 1/3.

4. A kérdés annak valdszinisége, hogy mindkét kocka 6-ost mutat, feltéve, hogy van koztik
hatos. Mindkét esemény akkor és csak akkor kovetkezik be, ha mindkét kocka 6-ost mutat, ennek
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val6szintisége 1/36. Van a dobdsok kozott 6-os 11/36 valdszintiséggel, igy a valasz 55 /22 = 17
5

(a) i.: [50 + 60]/260 = 11/26. ii.: [50 4 40 + 10]/260 = 5/13. iii.: 50/260 = 5/26.
(

)

b) 40/[40 + 80] = 1/3.

(¢) 10/[50 + 40 + 10] = 1/10.
)

(d) Feltessziik, hogy a huzés visszatevés nélkiil torténik. Az elsé hizds fit lesz 50/[50 + 40 +
10] = 1/2 valészintiséggel. Ezutén a mdsodik hizds ldny lesz 40/[49 + 40 + 10] = 40/99
valészintiséggel. A vélasz e két szdm szorzata, 20/99. Annak a valésziniisége, hogy mindkét
hizds fid lesz 5 - 50 = 49/198.

6.(a) A csalad gyermekei sorrendben lehetnek: (f, ), (f, 1), (, f), (I, 1). En az f-ek koziil bérme-
lyik lehetek egyenl6 eséllyel, ez 0sszesen négy lehetoség. E négybol két esetben lany testvérem
van, tehat a valészintiség 2/4 = 1/2.

(b) Az (f, f) esetben a kirdly csak az idGsebbik fiti lehet, illetve egyéb esetekben csak f lehet. Ez
harom egyenl6 valdszintliségii valasztas, és ebbdl két esetben lany a kirdly testvére. A valasz
ezért 2/3.

7.(a) A golydk szin szerint, sorrendben lehetnek (a, a), (a, f), (f, a), (f, f), mind a négy lehet6ség
egyenlo eséllyel. A feltételiink az, hogy van a golydk kozott aranyszint, ami kivédlasztja az
els6 harom lehetdséget. Ezeken belil a két aranyszinii golyd egy esetben fordul eld, igy a
vélasz 1/3.

(b) A feltételiink most az, hogy az els6 goly6 aranyszinii. Ez kivdlasztja az els6 két lehetOséget,
melyek koziil egy esetben lesz mindkét goly6 aranyszini, igy a valasz 1/2.

Megjegyzés: Abbol, hogy az els6 goly aranyszinii, kovetkezik, hogy van a golyok kozott aranyszinti.
Azonban ez a két esemény nem ugyanaz, igy a feltételes valésziniiségek nem egyenlék:

P{ - | van a golydk kozott aranyszinii} # P{ - | az elsé goly6 aranyszinii}.

8. Legyen K azaz esemény, hogy egy véletlenszertien kivéalasztott csaladnak kutyédja van, M az az
esemény, hogy macskdja van. Ekkor adottak: P{K} = 0.36, P{M} = 0.3, P{M | K} = 0.22. A
valaszok:



(a) P{K N M} =P{M | K} -P{K} =0.22-0.36 = 0.0792, avagy 7.92%:

(b) P{K | M} = P{K N M}/P{M} = P{M | K} - P{K}/P{M} = 0.22 - 0.36/0.3 = 0.264, avagy
26.4%.

9. Osszesen 14 goly6 van az urndban, ezért
(a) 2.3.86
(b) 3.5, 6
10. Legyen E; az az esemény, hogy csétanyunk az i-dik irtast tualélte, : = 1, 2, 3.
(a) P{EL1 N EyNEs}y =P{Es| By N Ey} - P{Ey | By} -P{FE;} =0.8-0.6-0.4 =0.192.
(b) P{E; N EyNES} =P{ES|E1 N Ey}-P{Ey | E} - P{E1} =0.2-0.6-0.4 = 0.048.
(c) P{EINEyNEs | E1} = P{EINE,NEs}/P{E } = P{Es | E\NEy}-P{Ey| E1} = 0.8-0.6 = 0.48.

11. Legyen E, az az esemény, hogy az A cég jelentkezett elobb, Ep az az esemény, hogy a B cég
jelentkezett elobb, K és Ky, hogy az elso illetve méasodik tizletkotés kedvezo. Ekkor

(a) P{K,} = P{K, | A} - P{A} + P{K, | B} - P{B} = 0.6- 0.5 + 0.7 - 0.5 = 0.65.
(b) P{K;N Ky} = P{K;NKy | A} -P{A} + P{K,NK;| B} -P{B} = 0.62-0.5+0.72-0.5 = 0.425.

(¢) P{KINKS}+P{KNK,} = 2P{ K \NKS} = 2P{K,NKS| A} P{A} +2P{ K:NKS| B} P{B} =
2:0.6-04-05+2-0.7-0.3-0.5=0.45.

12.

P{E\EyEsE,y = P{E, | E1EsEs} - P{Es| E1Ey} - P{E>| E1} - P{E,}

D) 0-C) (- () a13s133
- e e e e o

A tortek szamlaléiban mindig leszamoljuk, hogy az adott helyzetben hanyféleképp oszthatd egy
darab asz a kovetkezo jatékosnak. Az egyszeriisités utan kapott tortnek a jobb oldalon kozvetlen je-
lentés is adhatd, ha meggondoljuk hanyféleképpen oszthato ki sorrendben a négy asz négy kiilonb6zo
13 darabos blokkba, illetve hanyféleképpen oszthato ki sorrendben a négy asz 52 helyre mindenféle
megkotés nélkiil.

13. Legyenek Ay, A, Az azok az események, hogy a didk dtmegy az elsd, masodik, harmadik
vizsgan.

(a) P{A Ay Az} = P{Ay| A\ Ay} - P{Ay | A} - P{A,} = 0.7-0.8- 0.9 = 0.504.

(b) Mivel a mésodik vizsga sikertelensége (A;NAS) benne van abban az eseményben, hogy valame-
lyik vizsga nem sikeriil ({A4;A2A435}°),

P{A N A5} P{ASI A} -P{A  (1-08)-0.9 oo

P{A; NAS|{A1A2A3}°} = P{{A, A A5} 1—P{A;A,A;) 1—0.504




14. Legyen K; az az esemény, hogy Ivan az i-edik kocsmaban talalhato. Ekkor K-k egymast kizaro

események, és uniéjuk valészintisége 2/3. Ivan nem valogatos volta miatt P{K;} = é . % = % A

K5 esemény része a Ky N K§N KSN K{ eseménynek, ezért a keresett valészintiség

P{K5} P{Ks5}
P K KC KC KC KC — e
{Ks [ Ky K, N RGN GG P{K{NKSNKSNKSY  PH{K UK, U K3 UK, ¢}
_ P{K;}
1-P{K} — P{K,} — P{K3} — P{K4}
2/15 2

1-2/15—2/15—2/15—2/15 7

15. Legyen A az az esemény, hogy az érkez6 autds athajt a vasuti atjarén, és T az az esemény,
hogy az atjard tilosat mutat. Adott P{7T'} = 0.05, P{A|T} = 0.001. Feltehetjiik tovabbd, hogy az
autos biztosan dthajt a szabad jelzésen: P{A|T“} = 1. Bayes tétele szerint

P{A|T¢} - P{T} 1-0.95

_ ~ 0.99995
P{A[Te} -P{Tc} + P{A|T}-P{T} ~ 1-0.95+ 0.001-0.05 ’

P{T°| A} =

azaz praktikusan egynek veheté. Nagyon pici annak az esélye, hogy az épp érkezé autds szabaly-
talankodott, ahhoz képest, hogy szabad jelzésre szabalyosan ment at.

18. Legyen J, A, R az az esemény, hogy egy véletleszertien kivalasztott tigyfél jo, atlagos, vagy
rossz vezetO, ezek teljes eseményrendszert alkotnak. Legyen tovdabba B az az esemény, hogy az
tigyfél baleset résztvevije lesz. Ekkor

P{B} = P{B|J}-P{J}+P{B|A} -P{A}+P{B|R}-P{R} = 0.05-0.2+0.15-0.5+0.3-0.3 = 0.175.

A masodik kérdésre a vilaszok

P{J}
P{Bc}

[1-P{B|J}]- Py [1—0.05] - _ 02 g3

P{J| B} =P{B°| J}- 1-P{B} 1—0.175

Hasonléan, P{A| B} ~ 0.52, P{R| B} ~ 0.25.

19. Legyen A; az az esemény, hogy i jelet adtak (i = 0, 1), V; az az esemény, hogy i-t vettiink.
Adott P{Ag} =1/3, P{A;} =2/3, P{Vi | Ap} = 1/4, P{V, | A1} = 1/5.

(a)
P{Vo} =P{Vo[ Ao} - P{Ao} + P{Vo | A1} - P{A;}
1 23

= [ P{Vi] Ao)) {4} + P0G A B4 = 1 7] s 47 =2

(b)
P{Ao | Vo} =P{Vu| Ao} -

P{A} _, 11 1/3 _15
P{%}‘[‘ﬂ'%‘ﬁ‘

20. A két modszerrel mas mérhetd, a buszok dtlagos utasszamét a (b) modszer adja. Az (a) médszer
egy tipikus utas altal tapasztalt tomeget tudja kimutatni. Az (a) esetben nagyobb esélyiink van
olyan buszrél mintét venni, ahol t6bb utas utazik, mig a (b) mdédszerrel minden busz vélasztésa
egyenld valdszinii. Ezért az (a) felmérés varhatéan nagyobb eredményt fog adni, mint a (b) felmérés.
(Azaz: tipikus utasként nagyobb tomeget ldtunk a buszon, mint tipikus buszsoférként.)



