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1. BEVEZETES

Eldadasom a hidrodinamika mikroszkopikus elméletéhez kapcsolodik, mely-
nek célja a gazok és folyadékok aramlasat leird Euler és Navier—Stokes tipustu
egyenletek levezetése bizonyos végso elvek, a klasszikus illetve kvantum mecha-
nika torvényei alapjan. Euler egyenletei a tomeg, az impulzus és a teljes ener-
gia megmaradasat fogalmazzak meg parcialis differencialegyenletek alakjaban.
Maxwell, Boltzmann és Gibbs elképzeléseibdl kiindulva, a fizikai elmélet alapjai
mar a mult szazad elsé felében kialakultak. Az elmélet intenziv tovabbfejleszté-
sét kezdetben katonai céli kutatasok motivaltédk, napjainkban a rovidtavi me-
teoroldgiai elorejelzés javitasanak igénye a f6 hajtdéerd. Megjegyzésre érdemes
hogy az els6é szamitogépeket — Neumann Janos iranyitdsaval — hidrodinamikai
egyenletek numerikus megoldasara is hasznaltak, és ezek a kisérletek szamos
alapvet6 elméleti felismeréshez is elvezettek.

A matematikai mddszerek szintjén C. Morrey [Mor55] nevéhez fiizédik az
els6 és utolso olyan probalkozéas melynek célja Euler egyenleteinek a klasszikus
mechanika Newton féle elveibdl torténd levezetése. Szigortan egzakt eredmé-
nyek ugyan nem sziilettek, de tobbé - kevésbé vildgosan korvonalazddtak an-
nak az eljarasnak, az un. hidrodinamikai hatdrdtmenetnek az elvei, ami a
fizikai és a matematikai elméletet kapcsolja Ossze. Az a bandlis észrevétel,
hogy az anyag igen kis darabjai is rendkiviil sok gyorsan mozgé részecskébdl
allnak, és igy a termodinamikai egyensily kialakulasahoz vezetd folyamatok
nagyon gyorsan lezajlanak, a matematika nyelvén a kovetkezoképpen fogal-
mazhaté meg. Mivel a "nagy” és a "gyors” szavakat nem haszndalhatjuk, azt
mondjuk hogy barmely (makroszképikus méretil) térrésznél végtelenhez tart
a benne 1évo részecskék szama, tehat a szomszédos részecskék tavolsaga, és
a mikroszkopikus események (iitkozések) kozott eltel6 id6 egyarant nulldhoz
konvergdl. Ezt a tényallast rovidesen formalizaljuk.

A hidrodinamikai hataratmenet végrehajtasa egyaltalan nem konnyt, még a
célobjektum, a levezetend6 parcialis differencidlegyenletek elmélete sem teljes.
Bér az dltalanos fizikai elmélet klasszikus (differencidlhat6) megoldédsokrdl szol,
jol tudjuk hogy — bizonyos specialis esetektdl eltekintve — 1okéshullamok, vagy
még bonyolultabb formaciok alakulnak ki, amelyek a megoldas folytonossaga-
nak megsziinésével jarnak. Mivel 0;p + divJ = 0 alaki megmaraddsi elvekrdl
van sz6, kézenfekvo a gyenge megoldads fogalméanak bevezetése, de ezek 1étezése

is problematikus. Még nehezebb a gyenge megoldasok egyértelmiiségének
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2 Sztochasztikus Hiperbolikus Rendszerek

kérdése, a fizika szempontjabdl legérdekesebb hiperbolikus esetben a kezdeti
érték a hozza tartozo gyenge megoldast nem hatarozza meg, még valamilyen
entropia elv is sziikséges a fizikailag relevans megoldas kivélasztasahoz. Erre
a jelenségre és kovetkezményeire Lax Péter [Lax57,71,73] hivta fel a figyelmet,
kiilonosen bonyolultak az egynél tobb egyenletbol allo hiperbolikus rendszerek.
Az eredmények tulnyomo tobbsége egydimenzids fizikai térre korlatozott, lasd
példaul a [Smo94], [Ser99] és [Bre00] monografidkat.

A megmaradési elvek tényleges levezetéséhez elsGsorban a fentebb mar em-
litett lokdlis termodinamikai egyensily kialakuldasanak mechanizmusat kellene
megérteni. Amint azt S. R. S. Varadhan és tarsai [GPV88] megmutatiak, végsé
soron ez annyit jelent hogy a végtelen fizikai térben definidlt mikroszkopikus
dinamika minden eléggé 'regularis’, és a tér eltolasaival szemben is invarians
staciondrius mértéke a statisztikus mechanikabdl ismert Gibbs dllapotok szu-
perpoziciéjaként allithaté el6. Ez az allitdas olyannyira erésebb a nevezetes,
és szintén tisztazatlan ergodikus hipotézisnél, hogy tisztan mechanikai rend-
szerek esetében matematikai tételként valdsziniileg nem is igaz. Emiatt a
mintegy htsz éve megkezdodott matematikai kutatdsok sztochasztikus mo-
dellek vizsgalatara szoritkoznak: a véletlenség mesterségesen beépitett mecha-
nizmusa garantalja a lokalis egyensuly létrejottét. H.-T. Yau vette észre hogy
ez elegendd is, feltéve hogy a makroszképikus megoldds sima, ldsd [Yau91],
[OVY93]. Parabolikus egyenleteknél ez a nemlinedris esetben is nyugodtan
feltehet6. A hiperbolikus problémék sokkal bonyolultabbak, nem keriilhet-
jik meg a parcialis differencidlegyenletek szintjén is felmeriilé nehézségeket.
Nyilvan nem meglep6 hogy ezek megolddsahoz a valdszintiségszamitds és a
parcialis differencidlegyenletek elméletébdl megismert modszerek egyfajta szin-
tézisére van sziikség; olyan altalanos moddszert ismertetiink, amely a lokés-
hullamok megjelenése utan is miikddik. Konkrétabban, a kompenzalt kom-
paktsdg Tartar - Murat féle elméletének, [Tar79], [Mur78| sztochasztikus rend-
szerekre torténo Kkiterjesztése a cél; a sztochasztika tudomanyabdl a nemgra-
diens analizis, [Var93], és a logaritmikus Szoboljev egyenldtlenség, [Yau9Tal,
[LPY02] a legfontosabb segédeszkoziink. Mivel a kompenzalt kompaktsag
modszere csak egydimenziés térben miikodik, és legfeljebb két megmaradd
mennyiség lehet, mi is csak ilyen modellekkel foglalkozunk. A moddszer alap-
elveit a [Fri01] konyvecskében fejtettem ki, 1ldsd még a [Fri03], [FT03], [FNO3]
dolgozatokat a www.math.bme.hu ~jofri honlapon.

2. A HIDRODINAMIKAI HATARATMENET

Konzervativ rendszer megmaradd mennyiségei térben és idében is aranylag
lassan véltoznak, mig a tobbi gyorsan oszcillal. Ezek szétvalasztasa, és a meg-
maradé mennyiségek makroszképikus viselkedését leiré parcidlis differencidl-
egyenletek kisziirése torténik a hidrodinamikai hatardtmenet segitségével. A
feladat egyszerti, de azért eléggé altaldnos kitiizése a kovetkezd. A & = (£k(t) :
t>0,k € Z) mikroszképikus dinamika az Q := E? szorzattér valamely jol
meghatérozott  részhalmazaban definialt Markov folyamat, ahol & (t) € E;



Fritz Jozsef 3

E az R szamegyenes, esetleg az R? sik részhalmaza, véges is lehet. Ez a folya-
mat konzervativ természetii, vagyis van olyan n, n := g(&§x) megmaradd meny-
nyiség, hogy a ", . n(t)) Osszeg, amennyiben véges, nem fiigg az id6tél. A
masodik megmaradd mennyiséget, ha van ilyen, ( jeloli. Fizikai elvek alapjan
konstrudlt konzervativ dinamika staciondrius (egyensilyi) allapotai a meg-
maradd mennyiségek varhaté értékeivel paraméterzheto osztalyt alkotnak.

Kompakt tartoju és legalabbis folytonos v tesztfiiggvények segitségével de-
finidljuk a

R.() / (t, k(1) dt
kEZ (2.1)
_52/ W(t, ek) G (te®) dt
keZ

mezoket, ahol az € > 0 paraméter a hidrodinamikai hataratmenet soran nulla-
hoz tart; a = —1 a hiperbolikus, mig o = —2 a diffuziv skdldzds esetében. A
skalazas mikéntje természetesen a valasztott modelltdl fiigg. Azt varjuk hogy
alkalmas kezdeti értékeknél teljesiil a nagy szamok hidrodinamikai torvénye:
a skalazott konzervativ mezok sztochasztikusan konvergalnak valamilyen u =
(p, m) determinisztikus folyamathoz,

st lim R, () :/OO /oo W(t, ) p(t, ) de dt,

e—0

SthH(l)P / / W(t,x) w(t, z) dx dt,

amit a makroszképikus (Euler) egyenletek hataroznak meg. Ezek éltaldban
nemlinedris parcialis differencidlegyenletek, tipusuk a skalatorvénytol fiigg. A
hiperbolikus esetben d,u + 0, f(u) = 0 alaki egyenlet vagy rendszer, diffuziv
skdlazaskor pedig dyu = 92 f(u) alaki parabolikus egyenletek vdrhatéak. Ha
csak egy megmaradasi elv van, akkor azt n jeloli, és értelemszertien u = p.
Az alabbiakban roviden osszefoglajuk a fontosabbnak tekintett eredményeket.
Az objektumok és fogalmak pontos definiciéjat illetéen kénytelenek vagyunk a
[KL99] monografidra hivatkozni, de a kovetkez6 szakasztdl kezdve, a konkrét
eredmények ismertetésekor joforman csak elemi elGismereteket tételeziink fel.

A hidrodinamika mikroszkopikus elméletének elsé matematikai eredményei
hiperbolikus problémakkal kapcsolatosak. Boldrighini, Dobrushin és Sukhov
[BDS83| dolgozata az egydimenziés merev golydk hidrodinamikajat irja le; ez
a tisztan mechanikai modell az explicit médon targyalhato idedlis gazra re-
dukélhaté, és végtelen (kontinuum) sok egyenlethez vezet. H. Rost [Ros81]
modellje, az aszimmetrikus kizardasok folyamata (ASEP) specidlis kezdeti kon-
figurdciobdl indulva ritkulasi hullam kialakuldsahoz vezet. Altaldnos médsze-
rek eddig csak diffiziv modellek vizsgalatét tették lehet6vé, lasd a [Fri87b,87c]
és [GPVS8S| cikkeket a kezdeteket, mig a [Var93] és [VY97] dolgozatokat a
moédszerek fejlodését illetéen. A hidrodinamikai nagy szamok torvénye a nagy
eltérések és a fluktudcick lefrdsdval egészithet6 ki, lasd példdul a [DV89],
[QY98] illetve a [BR84], [CY92], [CLOO1] dolgozatokat. A [Spo9l], [MP91]
és [KL99] monografidk j6 attekintést adnak a nyolcvanas és a kilencvenes

(2.2)
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években végbement intenziv fejlédésrol, aminek eredményeképpen a hidrodi-
namikai hatardatmenet elmélete a sztochasztika egyik huzé dgazatava valt.

A diffuziv skalatorvényli modellek targyalhatésaga nemcsak a makroszko-
pikus egyenlet regularitasanak koszonheto, hanem annak is hogy ilyenkor a
rendszernek tobb ideje van onmaga megszervezésére, a lokalis termodinamikai
egyensuly létrehozasara. Ez teszi lehetové alapvetéen hiperbolikus modellek
diffuziv skalazasat olyankor, amikor a kezdeti allapot valamelyik egyensilyi
eloszlds térben inhomogén, kis perturbéciéja, 1ldsd a [MEL89], [EMY96], tovéb-
ba a [LOY97] és a [QY98] cikkeket az inkompresszibilis Navier - Stokes egyen-
let levezetésérol. Ennek altalaban nincsenek klasszikus megoldasai, a gyenge
megoldas egyértelmiisége sem teljestil.

Sokkal kevesebb ismeretiink van a hiperbolikus skalazas témakorébol, szin-
te valamennyit fel tudjuk sorolni azok koziil, amelyek nem tételezik fel a
makroszképikus megoldds simasdgat. Az ASEP modell vizsgalatat [BF8S]
folytatta, majd [Rez91] és [Sep98] tették teljessé annak igazoldsival, hogy
a skaldzott konzervativ mez6 (csak egy van, a részecskék szama) a Oyp +
cO.(p — p?) = 0 Burgers egyenlet egyértelmiien meghatdrozott entrdpikus
megolddsahoz konvergal. A parcidlis differencidlegyenletek elméletébdl [Rez91]
N. Kruzkov [Kru70] eredményét hasznalja, [Sep98] pedig a Burgers egyenlet
E. Hopftél [Hop50] szarmazé megolddképletét terjeszti ki a teljesen aszim-
metrikus kizarasok folyamatara (TASEP). Az ASEP metrikus és termodina-
mikai entrépidjanak kapcsolatat tisztdzza [Kos00], mig [Var03] a TASEP nagy
eltéréseinek nehéz probléméjat is megoldotta. A TASEP egyensiilyi allapotai-
nak kis perturbaciéit vizsgélja [Sep01]. F. Rezakhanlou [Rez91] dolgozatédnak
masik érdeme attraktiv racsgdzok altalanos targyalasa tetszoleges dimenzidji
sz0l6 tételét hasznalja, emiatt a kezdeti feltétel a szokasosnal erdsebb.

A fenti eredmények mind lényegesen kihasznaljak a vizsgalt modell specialis
szerkezetét; egyenlére nem latszik hogy lehetne 6ket lényegesen tovabbfejleszte-
ni. Megjegyezziik hogy az ASEP és a TASEP is attraktiv, de tovabbi kellemes
tulajdonsagaik is vannak. Mindegyik modell csak egyetlen megmaradé meny-
nyiséggel rendelkezik, és a skaldzott konzervativ mez6 a makroszkopikus egyen-
let entropia feltétel altal egyértelmiien meghatarozott, altalaban nem folytonos
megoldasahoz konvergdl. Jellemzo a parcialis differencidlegyenletek elméleti
eredményeinek és mddszereinek kiterjedt alkalmazasa.

Mindezek tudataban konkrét célunk olyan modszer kidolgozasa, amely eléggé
altalanos, nem feltétleniil attraktiv rendszerek esetén is elvezet a hidrodi-
namikai hataratmenet, vagyis a nagy szamok torvényének megértéséhez. A
két megmaraddsi elvnek eleget tevo rendszerek biztosan nem attraktivak, de
nem csak ezért érdekesek. A legegyszertibb termodinamikai szamitasok is leg-
alabb két mennyiséget vetnek Ossze, tehat fizikailag értelmezheté modellnek
legalabb két megmaradasi elvvel kell rendelkeznie. A kompenzalt kompaktsag
sztochasztikus elmélete lehetévé teszi egydimenzids, kétkomponensii hiper-
bolikus modellek targyalasat is. Sajnos, két egyenlet esetén még nincsenek
eszkozeink a hatarfolyamat egyértelmiiségének bizonyitasdhoz, de igen hosszu
ideig a parcialis differencidlegyenletek elméletével is ez volt a helyzet. Ujabban
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A. Bressan [Bre00] olyan kozelit6é (numerikus) eljarasokat dolgozott ki, amelyek
egyértelmiilen meghatarozott gyenge megolddashoz konvergalnak. Az egyértel-
miiség kulcsa az Olga Oleinik [Ole57] éltal megfogalmazott entrépia feltétel
eléggé bonyolult altaldnositasa. Egyszertibb esetekben ez a rendszer Rie-
mann invaridnsaira vonatkozé egyenletes, de csak féloldalas Lipschitz feltétel.
Egyaltalan nem vilagos hogy sztochasztikus modellek esetében ezt hogy kell
érteni, de azért el kell mondani azt is hogy a numerikus eljarasokkal ellentétben,
mi nem valaszthatjuk meg modelliinket a legnagyobb hatékonység elve szerint,
azt a statisztikus fizika elvei hatarozzak meg.

3. PROBLEMAK ES EREDMENYEK

Altalanos jelolések és feltételek bevezetése utan ismertetjiik a vizsgalt mo-
delleket és a kapcsolodé eredményeket. A skalazas adott € > 0 szintjén p. jeoli
a ¢ folyamat kezdeti eloszlasat, mig p. , a (fk(O) k| < n) valtozok egyiittes
eloszlasa. Minden esetben feltessziik hogy a p. mértékekre vonatkozdan

stlime S (et m0) = [ olo) pola) o,

keZ _:: (3‘1)
stlin 3" o(eh) 6(0) = [ o(a) mla)dadt,

keZ —o©

ahol ¢ tetszoleges kompakt tartéju folytonos fiiggvény, és a makroszkdépikus
egyenletek ug = (po, mo) kezdeti értékei lokdlisan négyzetesen integralhatéak.
Ha csak egy megmaraddé mennyiség van, akkor a méasodik egyenlet persze
folosleges. A folyamat valamelyik kitiintetett stacionarius mértékét \ jeloli,
és feltessziik hogy a kezdeti eloszldas S metrikus entropidja extenziv, vagyis
van olyan cy konstans hogy

Snlie|A] == /fn log fnd\ <cyn VneN ése>0, (3.2)

ahol f, := dp.,/d\. Ha az F individudlis fazistér véges, akkor ez a feltétel
automatikusan teljesiil.

A &-hez rendelt x. empirikus folyamatot a x.(t,x) = x(t/e) hax—e < ek < x
képlet definidlja, hasonldé p. és w. definicidja 7, illetve ( segitségével. A .
folyamat eloszlasat P. jeloli, a P. osztaly feszességét, részsorozatok gyenge
konvergencidjit illetéen a lokélis L*(R%) tér gyenge topoldgidjara utalunk.

A Oyu+ 0, f(u) = 0 egyenlet u = u(t, z) gyenge megolddsait a

o

/ / “y+ f(u) - zp;)dxdwr/ uo(x) - (0, 2) dr =0 (3.3)

egyenlet jellemzi, aminek minden kompakt tartéju és folytonosan differenci-
alhaté 1 tesztfiiggvénnyel teljesiilnie kell; 1) és ¢! a ¢ parcidlis derivaltjai.
Ha két egyenlet van, akkor u és f vektor, tehat ¢ is az. Nem ritka hogy
ugyanahhoz az uy kezdeti értékhez igen sok gyenge megoldés tartozik, ezek
szelektalasara hasznalatos a Lax entrépia feltétel. Az egyenlet fazisterén értel-
mezett h(u) és J(u) fiiggvények entrépia/fluxus part alkotnak, ha klasszikus u
megoldds mentén 0,h(u) + 0,J(u) = 0, vagyis h is megmarad6 menynyiség.
Az entropia parokat a VJ = VAV egyenlet jellemzi, ahol V a gradiens
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képzésének operatora. Valamely u gyenge megoldas entrépia megoldds ha eleget
tesz Lax feltételének: konvex h esetén az X := 0;h + 0,J entrdpia produkcid
negativ, vagyis

/ / W, + J(u)yy,) da dt +/ h(ug(z))(0,2)dz >0 (3.4)
hacsak ¥ > 0. Sz6l6 egyenlet entrépia megoldésat a kezdeti feltétel egyértel-
milen meghatarozza, ldsd [Kru70] vagy [Ser99].

Lax egyenlOtlenségét a viszkézus kozelités modszere motivalja. A Odu, +
0. f(uy) = 00?u, viszkdzus egyenlet ¢ > 0 esetén parabolikus, tehdt egyér-
telmlien meghatdrozott klasszikus megoldasai vannak. Kézenfekvo tehat az
eredeti egyenlet megoldasat a o — 0 hataratmenettel meghatarozni; ezt tette

E. Hopf [Hop50] a Burgers egyenlettel. Ha most h konvex, és J a fluxusa,
akkor

Oih(tug) + 0pd (ug) = aVh(uy) - O2u, (3.5)
=00, (W (uo) - Opu,) — o (V2h(uz) Opuy) - Oyus

ahonnan a V?h(u) matrix pozitivitdsa miatt (3.4) elég dltalanos feltételek mel-
lett kovetkezik.

Amikor csak egy egyenletiink van, akkor az entréopia parokat jellemz6 J' =
h'f" egyenlet mindig megoldhaté. P. Lax [Lax57,71,73] mutatta meg hogy két
egyenletbdl allé rendszer esetében VJ = VAV f (lokalis) megoldhatésdganak
elégséges feltétele az, hogy a rendszer szigorian hiperbolikus, vagyis a V f(u)
matrixnak az v minden értékéhez két valos sajatértéke tartozik.

Rovidesen kideriil hogy modelljeink szerkezete feltiinden hasonlit a viszkdzus
kozelités sémajara. A mikroszkopikus folyamat generatora mindig £ = £4 +
o ® alakd, ahol & szimmetrikus az egyensilyi mértékekre vonatkozéan. Ked-
vezO esetekben még az is igaz hogy a megmaraddé mennyiségek terében &
(diszkrét) elliptikus operatorként hat. Erdemes szemiigyre venni a skaldzds
utan nyert

L= ' L=c"18)+ (c0)(c?®B)

egyenletet, amelyben —e 1€, felel meg a viszkézus kozelités elsérenddt 9, f,
726 pedig a masodrendli 0*u tagjdnak. A hatdrdtmenet soran o fligghet
az ¢ paramétertél, de a makroszkdpikus viszkozitds co(e) egyiitthatéja nyilvan
eltiinik amint ¢ — 0. Nemcsak technikai okok miatt latszik nélkiilézhetetlennek
az £02(g) — 400 ha ¢ — 0 feltétel, errél kés6bb még lesz sz6.

Jelolje most mar I' a konzervativ mennyiségeket, vagyis I'y = 7, ha csak
egy, 'y = (M, (&) ha kettd van beléliik. Alakjat tekintve £oT'y = ®p_ 1 — Py,
ahol ® a mikroszkdpikus fluxus. Azt kell megérteniink hogy a hidrodinamikai
hataratmenet soran elvégezhetjiik a

) ¢ / W(t,ek) - Ty(t/e)d —52/ W (tek) - Bp(t/e) dt

keZ keZ

—52/ WL (t, k) - flac(t, ek)) // Yot x) - f(u)dedt

kEZ

(3.6)
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helyettesitéseket, ahol 1 a szokasos tesztfliggvény, u a makroszkdépikus me-
goldas, 1. pedig a I' konzervativ mennyiségek alkalmas atlagolassal képezett
empirikus folyamata, lasd késobb. Az els6 1épés trivialis, a masik ketto komoly
megfontolast igényel.

3.1. Sztochasztikus oszcillatorok. Fizikai alapon jél értelmezhets, Ginz-
burg - Landau tipusi modell, 1asd [HH77]. Eppen ezért egyaltalan nem megle-
po6 hogy a leginkabb kivanatos eredmények bizonyitasa egyenlore csak abrand,
viszont ez a modell j6 lehetdséget ad kiilonféle problémak illusztralasara. A
& = Mg, Ck) s kK € Z, ni, (. € R kordinatak id6beli valtozasat, valamely V' :
R — R potencidl segitségével, sztochasztikus differencidlegyenletek végtelen
rendszere hatdrozza meg:

d?]k = (Ck—f—l — Ck) dt +0o (Vk/+1 —+ Vk/—l — 2Vk/> dt

+ /20 /8 (dwyy1 — dwy) -
3.7
A, = (Vi = Vi_y) dt + 7 (Ces1 + Qo1 — 2¢k) dt

+ /26 /6 (dwy, — dwg_1),

ahol V// := V'(ny) , wy és wy, egymastdl is fiiggetlen Wiener folyamatok soroza-
tai, # > 0 a rendszer fixen tartott homérsékletének reciproka, végil 0,6 > 0 a
mikroszkdpikus viszkozitdas adott paraméterei. Feltessziik hogy V” korlatos, és
liminf V" (y) > 0 amint |y| — +oo. Ekkor a rendszer driftje egyenletesen Lip-
shitz folytonos az e~ szamokkal stilyozott £2 térben, ahol tehat (3.7) difftizios
folyamatot definidl. Lathaté hogy n és ¢ egyarant konzervativ, és az egyensulyi
Gibbs allapotok a z,w € R szdmokkal paraméterezett

A, = H exp (zrk +wpy, — BV (1) — B /2 — F(B, , w)) dry, dpy,
keZ

szorzatmértékek, ahol
F(B,z,w):= log/ / exp(zr +wp — BV (r) — Bp®/2) dr dp

a szabad energia. Megjegyezziikk hogy m, egyensilyi varhatd értéke p =
Aew(Me) = FLUB, z,w), mi= A w(G) = FL(B,z,w) = w/(, tovdbba parcidlis
integraldssal A, ,(V{) =z/f3.

A determinisztikus 0 = 6 = 0 és V" > 0 esetben tisztdn mechanikai rend-
szert kapunk: (3.7) egydimenzids, nemlinearis hulldmegyenlet diszkretizalt
valtozatdanak tekinthetd, ahol 1 deforméciot, ¢ pedig impulzust jelent. Pon-
tosabban, a hanghullamok 0,p = 0,7, Oy = 0,V'(p) izentropikus egyenletérol
van sz6, amit [Dip83a] targyal. Sorsdonté észrevétel hogy az igy megvalasztott
kozelité eljardrds nem konvergal, lasd [Lax88], [Fri0l]. Amint azt az els6
szamitogépes kisérletek is megmutattak, hiperbolikus egyenletek numerikus al-
goritmusait elliptikus tagokkal kell stabilizélni, 14sd [Lax57], [LW62], [DiP83a].
A mi esetiinkben ez a 0,6 > 0 és [ = +oo feltételeket diktalja, de nincs olyan
eredmény, amib6l pont ennek az eljarasnak a konvergencidja kovetkezne.

A masik szélséség a 0 = 0p/e és G = do/e, 09,00 > 0 valasztéssal kapott
gyengén aszimmetrikus feladat, lasd a [G&r88], [KOV89] és [Dit92] cikkeket
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a kizarasos folyamatokrol. Ha V' szigoruan konvex, és § = +oo, akkor a
probléma tisztan parabolikus, és igy [Fri85] mdédszerével igazolhatd az eljaras
konvergencidja; a makroszkopikus egyenletek dyp = 9,m + 0¢0*V'(p) és Oy =
9.V (p) + 600?m . Hasonld, de sokkal nehezebb a sztochasztikus 0 < 3 < +oo
eset targyaldsa. Az els6 altaldnos médszert, a [Fri87b,87¢| dolgozatokban kez-
deményezett parabolikus perturbdcidszamitést [FMS8S8] terjesztette ki gyengén
aszimmetrikus feladatokra. A fenti eredmény tigy médosul hogy a V' fliggvényt
a V) = V'(n) valtozok egyensilyi varhaté értékével kell helyettesiteni. Mivel
p = F értéke nem fiigg w-t6l, definidlhaté az F (03, ) fiiggvény S7,(3, -) inverze,
és V'(p) helyére (1/3)S, (83, p) keriil. Megjegyezziik hogy [GPV88] médszerével
a degeneralt oy = 0 eset is targyalhato.

A fizikai szempontbdl legérdekesebb eset az, amikor 0 < 3 < 400, 0 = 0,
és 0 > 0 értéke nem fiigg e-tél. A lokalis egyensily elvén alapulé formaélis
szdmoldssal a nemlindris, 0,p = 0,7, Oy = (1/3)0.5(53, p) izentropikus hul-
lamegyenletet kapjuk a hidrodinamikai hatdrdtmenet eredményeként. [Yau9l]
modszerével a hataratmenet elvégezhetd, feltéve hogy a makroszkopikus egyen-
letnek az adott kezdeti értékhez klaszikus megolddsa van, lasd [Fri0l]. A
lokéshullamok probléméja megoldatlan, a kovetkez6 szakaszokban egyszeriibb,
de messze nem trivialis feladatokat ismertetiink.

3.2. Aszimmetrikus Ginzburg - Landau modellek. Az oszcillatorokhoz
hasonld, szintén potenciallal és sztochasztikus differencidlegyenletekkel adott
modell. Egyetlen megmaradd mennyiség van, maga a & = n konfiguracié. A
potencidl V(y) = Ul(y) + y?/2 alaku, ahol U,U’,U" egyarant korldtos; ez a
feltétel garantalja a logaritmikus Szoboljev egyenl6tlenség érvényességét, 1lasd
[LPY02]. A sztochasztikus dinamika egyenletei:

1
dn, = 5(‘/2—1 - Vk/—i—l) dt (3-8)

+0o(e) (Vig, + Vg —2V)) dt + /20 (e) (dwy—1 — dwy,) ,

ahol m, € R, V! =: V'(nx) , wy, k € Z fliggetlen Wiener folyamatok sorozata,
és a mikroszkdpikus viszkozitds o(g) > 0 egyiitthatéja a skdlazas sordn ugy tart
végtelenhez hogy £0?(g) — +00, de e0(¢) — 0 amint € — 0. Ezt a folyamatot
is exponencidlisan stilyozott ¢? térben definidljuk, generatora £ = £y + o(e) &
alalaku, ahol

1
Lo =5 ) (Viey = Vi) O,

keZ

G =Y ((Oes1 — Oh) — (Viar = Vi) (Oesrp — Oip)
keZ
és Opp := Op /0N . A Ginzburg - Landau formalizmusbdl ad6déan az egyenstlyi
Gibbs allapotok olyan A, , z € R egyparaméteres osztalyt alkotnak, hogy a A,
szorzatmérték marginalis Lebesgue stirtisége g.(y) := exp(zy — V(y) — F(2)),
ahol

F(z) :=log /_OO exp(zy — V(y))dy .

[e.9]
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Mivel p := A\, (m) = F'(2) és A\.(V}) = z, a makroszkdépikus egyenlet varhatd
alakja 0;p+0,5'(p) = 0, ahol S” az F” inverze, vagyis S(p) = sup,{zp—F(z2)}.
Ha a V' potencidl konvex, akkor (3.8) dsszehasonlitdsi elvnek tesz eleget, vagyis
a modell attraktiv. Az els6é eredmény amely nem feltétleniil attraktiv modell
hidrodinamikai viselkedését irja le, a kovetkezo

TETEL: A kordbbi feltételek mellett a p. empirikus folyamat eloszlasasainak
P, e > 0 osztdlya feszes, és minden torldddsi pontja a Oyp + 0.5 (p) = 0
egyenlet gyenge megolddsainak halmazdra van koncentralva. Ha a V' potencidl
szigoruan konvex, akkor ez a halmaz a kezdeti érték és az entropia feltétel daltal
meghatdrozott egyetlen p(t,x) gyenge megolddsbdl dll, vagyis

stlir%R / / W(t,x) p(t, z) dx dt

minden kompakt tartoju folytonos 1 fligguénnyel teljesil.

A teljes bizonyitas a [Fri03] dolgozatban taldlhaté. A p makroszképikus
megoldds egyértelmiiségéhez V' konvexitdsa azért kell, mert a &n, = Vi, +
V!, — 2V} viszkdzus stabilizator csak ilyenkor elliptikus; nem az attraktivitds
a f6, lasd [FNO3]. A bizonyitds médszerét, ami eléaddsom lényege volna, az
utolsé szakaszban ismertetjiik.

3.3. Racsgazok. Szamos olyan diszkét modell ismert amelynek egynél tobb
megmaradd mennyisége van, lasd [Qua92], [EMY96], [Fri01], [TV03a], [FT03];
mindegyikiik bolyongo részecskék kiilonféle kolesonhatasait irja le. A részecs-
kék tipusat a szabad mozgdsuk (a bolyongds) atlagos sebessége jellemzi, a
kolcsonhatas legegyszeriibb forméja a kizards mechanizmusa: foglalt helyre
nem szabad ugrani. [EMY96] és [Fri01] sejtautomata jellegli példdiban egy
racspontban egyszerre tobb, kiilonboz6 tipusu részecske is iilhet, és az ttkozés
olyan atrendez6dést eredményez, amelynél a részecskék szama, és a sebességeik
Osszege nem valtozik. Szomszédos racspontokba ellentétes sebességgel érkezo
részecskék tlitkozése a cseréjiiket jelenti. A parkeltés és megsemmisités me-
chanizmusa szintén szomszédos racspontokndl hat, ellentétes sebességii parok
létrehozésahoz, illetve eltiintetéséhez vezet, vagyis az impulzust megtartja. A
sebességvaltas miivelete egy részecskét ellenkezd sebességlire cserél ki, amivel
megsérti az impulzus megmaradédsanak elvét. Sok ilyen modell képzelhet6 el,
ldsd [TV03], [FN03] a pontos definiciéhoz a kolesonhatds egyes elemi miivele-
teinek ratait is meg kell adni. Az aldbbiakban [FT03] péld&djat ismertetjiik.

Az individudlis fazistér £ = {—1,0,+1}, vagyis az ) konfigurdciés tér £
elemei a & = 0,+1, k € Z kétirdnyban végtelen sorozatok. Jelolje Z* a 7Z
rdcs b = (k, k + 1) éleinek halmazat, £° pedig azt a konfiguraciét, amely &-bol
a & és i kordindtdk feleserélésével keletkezik. A £(t) folyamat generdtora
£ =£y+0(e)6, ahol o ugyanaz mint kordbban, mig

Lop(€) =Y (&) (") — o(n)),

bezZ*



10 Sztochasztikus Hiperbolikus Rendszerek

A (&), b= (k,k+ 1) rata csak a & = (&, &ky1) rendezett partdl fiigg, értéke
1 ha & = (1,0) vagy (0,—1), c(§) = 2 ha & = (1,—1), minden més esetben
(&) = 0. A folyamat egyentlyi allapotai a homogén szorzatmértékek, és igy
két megmaradé mennyiség van. Az ny, := 1 — & és (, := —&, vélasztdssal a
nevezetes

Op+0,(mp) =0, Om+0.(p+7*)=0

Leroux rendszert kapjuk mint a modell hidrodinamikai viselkedését leiré Euler
egyenleteket. [FT03] és [Fri03] alapjan allithatjuk hogy

TETEL: Az empirikus folyamat eloszlasai feszes osztdalyt alkotnak, és min-
den hatdreloszldas a Leroux rendszer entropikus megolddsainak halmazdra kon-
centralt.

Ez az elso olyan eredmény amely kétkomponensi hiperbolikus modell hidro-
dinamikai viselkedését targyalja. Hiaba igazoltuk azonban Lax entrépia egyen-
16tlenségét, két egyenletdl allé rendszer esetén nem tudjuk hogy ez elegendo-e
a gyenge megoldas egyértelmiiségéhez.

4. A KOMPENZALT KOMPAKTSAG MODSZERE

Roviden vazoljuk a hidrodinmikai nagy szamok torvénye levezetésének fobb
gondolatait. [GPVS88] éta tudjuk csak igazén hogy az okoskodds kulcsa bi-
zonyos mikroszkopikus és makroszkopikus atlagok ekvivalencidja. Ennek meg-
értéséhez tetszéleges ay,(t) mikroszkdépikus folyamat és [ > 1 szadm esetén legyen

Gt z) = % S Lk — 2) auft/e) (1)

kEZ

ahol 1.; a (—el, 0] intervallum indikdtora. Példaul, p. = 7.1, Vs/,z az ay(t) =
V'(ni(t)) folyamatra utal, ., := T.;. Az elsd 1épés, ami a hiperbolikus meg-
maradasi elvek elméletében nem sziikséges, a mikroszkopikus fluxus @, ; tlags-
nak helyettesitése a makroszkopikus fluxus f(u.,;) folyamatdval, amint ¢ — 0,
majd | — +oo. A 3.2 szakasz példdjaban ez lényegében a X, (V}) = S'(p)
hacsak p = A, (nx) azonossidgnak koszonhetd, altaldban azt mondjuk hogy a
makroszképikus fluxus a mikroszképikus fluxus (kanonikus) egyensilyi varhaté
értéke. Az (3.6) egyenletben ez a masodik 1épés igen altalanos feltételek mel-
lett elvégezhetod, lasd [GPV88|. Azt se nehéz megmutatni hogy az u.; em-
pirikus folyamat eloszldsa feszes a lokalis L*(R%) tér gyenge topolégidjara
vonatkozdan, de az f(u.;) ~ f(u) helyettesitéshez ez persze kevés, erés kon-
vergenciat kell megéllapitani. Diffiziv skéldzaskor, vagyis a ¢ ~ 1/e¢ eset-
ben érvényes [GPV88] két - blokk becslése: u.; ~ 1.5/, amint ¢ — 0, majd
[ — +o0, végiil § — 0. Hiperbolikus skalazasnél ez a becslés [ = o(1/¢) helyett
csak az | = o(y/0/¢e) sdévban miikodik, valami mést kell kitalalni. Ez a mérték
megoldasok kompenzalt kompaktsaganak sztochasztikus elmélete.

Jelolje © az E fazistér E konvex burkén adott valoszintiségi mértékek olyan
0 = {0, : (t,z) € R} osztdlyainak halmazét, hogy 6, ,(Ju|?) lokdlisan in-
tegralhaté. Azt mondjuk hogy 0 € © a du + 0,f(u) = 0 egyenlet mérték
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megoldasa ha

/OOO /_Z/E@t,AdU)(uwé(t,x) + f(u) - ¢l(t,2))dedt =0 (4.2)

minden olyan v tesztfliggvénnyel teljesiil, melynek tartéja az R3 belsejében
fekszik. A lokalis L?(R3) tér minden u eleme reprezentélhaté a © térnek azzal
a 0 elemével, amit 0, , := 0,(4) definidl; itt 0 a Dirac mérték. Ugyanakkor min-
den # € © elem azzal az my mértékkel azonosithat6, amit dmy = dt dz 6, ,(du)
hatdroz meg az R X E téren, tehdat a © halmazt ellathatjuk a mértékek
gyenge topologiajaval. Mostantél kezdve az empirikus folyamat eloszlasat
ezen a téren képzeljiik adottnak, vagyis az empirikus folyamat realizacidit az
R? x E téren adott mértékekként azonositjuk. Ez azért j6, mert a © térben
a relativ kompaktsag feltétele egyszeriien a mérték lokalis korlatossaga. Ezt
konnyti ellendrizni, rengeteg sztochasztikus modellrdl tudjuk hogy az .; em-
pirikus folyamat hatéreloszlasai a makroszképikus egyenlet (rendszer) mérték
megoldasainak halmazan koncentralédnak. Az igazi gond annak megmutatésa
hogy valamely mérték megoldas egyben gyenge megoldas is; a forditott allitas
trividlis. A 0 € O eloszlascsalad két entrépia par, (hy, Ji) és (he, J2) vonat-
kozdsdban akkor rendelkezik a Tartar faktoridcié tulajdonsdgaval, lasd [Tar79],
ha majdnem minden (¢, z) € R% esetén

et,z(hlb]Q) - et,x(h2jl> = et,x(hl)et,x(JQ) - et,x(h@)et,as(th) . (43)

Ha csak egy egyenlet van, akkor a hy = u, J; = f(u) és hy = f(u), Jy = [
valasztassal konnyli megmutatni hogy minden Tartar szerint faktorizalédo
mérték megoldas gyenge megoldas is, feltéve hogy az f fiiggvény grafja nem tar-
talmaz egyenes szakaszt. A Leroux rendszer esete hasonld, bar bonyolultabb,
ldsd [Ser99], altaldanos tételeket R. DiPerna [DiP83a,83b,85], [Che91] és masok
bizonyitottak. Eszerint azt kell igazolnunk hogy a mértékként értelmezett
empirikus folyamat hatéreloszlasaira nézve a (4.3) egyenlet elég sok entrépia
parral teljesiil; ezutan mar a hiperbolikus megmaradasi elvek elméletének
eredményei alkalmazandok, amennyiben azok tényleg rendelkezésre is allnak.

A (4.3) Tartar faktorizaci6 bizonyitasa a Lax féle X = 0,h+0,.J entrépia pro-
dukcié funkciondl analitikus tulajdonsagaira épiil. Valamely ¢ valds fliggvény
egyenletes normajat ||| , LP norméjat |||, jeloli, ||-||5 a Hi1(R?) tér norm4ja,
lell3 = llell3 + 10eells + 10:013 , végiil H_1(R?) a H1(R?) dudlisa L*(R?)-re
vonatkozoan.

Tartar és Murat tételének egy valtozata a kovetkezoképpen mondhatd ki.
Legyen u. € L*(R?), € > 0 olyan, hogy hi(u.), ha(u.), Ji(ue), Jo(u.) mind
korlatos L?(R?)-ben, ahol p > 2, tovdbb4

Xi,a = 8thz(ua) + 8x<]z(u5> = Y;,e + Zi,a 5

ahol Z; . korldtos a mértékek terében, Y;. pedig eltiinik H_;(R*)-ben. Ha
0 € © az u. torlodasi pontja a © topoldgia értelmében amint ¢ — 0, akkor 6
eleget tesz a (4.3) faktorizacids tulajdonsagnak, lasd [Tar79,83], [Mur78| vagy
[Ho6r97).
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Ha (hy,J1) és (ha, Jy) entrépia parok, akkor a tétel feltételei a viszkozus
kozelités keretei kozott konnyen igazolhatdk, lasd (3.5). Az éllitdsnak lokalizalt
valtozata is van, ami az eredeti publikdciékban is megjelent.

Tartar és Murat tételének sztochasztikus valtozatat a kovetkezo forméban
hasznéljuk, lasd [Fri01,03], [TFO03]. A szokdsos u empirikus atlag bizonyos
technikai okok miatt nem felel meg igényeinknek, ezért tetszoleges o folyamat
a skalazott atlagat

Ge(t,z) =

1

75 k= /el = Le) onte/o)
keZ,
definiédlja, ahol |z|; az x € R szdm pozitiv része, és az [(¢) blokkméretet gy
hatarozzuk meg hogy
l
lmsup 2 < oo a5 m LEL g (4.4)
e—o  el?(¢g) e—0 0 (¢)

Mivel ea(g) — 0 és eo?(e) — +oo amint € — 0, \/1/e = o(l), az e~/2-nél
kisebb blokkokrél semmit sem tudunk majd mondani. )

Az entrépia produkcié mikroszképikus valtozatat u. := ', segitségével

Xo(4,h) = — / N / (Rt 7) + Tt a) dede (45)

definidlja. Mivel ¢ tartéja az R3 belsejének kompakt része, parcidlis in-
tegralassal

X.(,h) = Mo(t), h) (4.6)
+ é /0 /_ w(t,x)(llh(ﬁg) + aaxJ(ﬁE)) dx dt

adddik, ahol M. martingdl szerinti sztochasztikus integral. Tartar és Mu-
rat nyoman kidolgozott segédeszkoziink a kovetkezé lemma, ahol (hq,J;) és
(hg, J2) korlatosan differencidlhaté entrépia par, ¢ kompakt tartdju tesztfiigg-
vény, és rendelkezésre dll a mar emlitett X (v, h) = Yo(¢o,h) + Z.(¢, h) fel-
bontés.

LEMMA: Tegyiik fel hogy € > 0 ési = 1,2 esetén

Ye(oih, hi)] < Ac(@)[9lly s [Ze(4, hi)] < Be(@)[I¥1],

ahol A, és B. nem fiigg az dltaldnos v tesztfiigguénytdl. Ha |||i.|||3 < B.(¢),
tovabbd EA.(¢) — 0 és limsup EA.(¢) < 400 amint € — 0, akkor az u. folya-
mat eloszldsainak osztdlya feszes a © téren, és (4.3) minden hatdreloszldsra
vonatkozoan majdnem biztosan igaz.

Nem annyira a lemma bizonyitdsa, mint inkabb a feltételek ellendrzése a
nehéz. Az ergodikussig kovetelménye miatt a mikroszképikus dinamika szint-
jén extra konzervativ mennyiségek nem lehetnek jelen, emiatt a h(4.) entrépia
is a gyorsan valtozé mennyiségek korébe tartozik. Azt a kiatlagolodasi je-
lenséget, hogy az entrépia oszcillacidéjat a fluxusa kompenzélja, logaritmikus
Szoboljev egyenltlenség segitségével tudjuk bemutatni. Erdekes hogy a spekt-
ralis rést haszndld becslés itt nem segit. Konkrét szamolas mutatja hogy
a h véltozdsdt megadd sztochasztikus egyenlet martingdl részének O(c/l%¢)
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a kvadratikus varidciéja, mig O(l/o) az entrépia produkcié kritikus kom-
ponensének tekintheté £oh + 0,J tag jaruléka, aminek el kell tiinni. Ezek
osszevetésébil kapjuk az eo?(e) — +oo feltételt. Megjegyezziik hogy Y. ~ M., ,
mig 7. forésze a c®h tag jaruléka.

Sok olyan mikroszképikus modell van amelyben Tartar faktorizécios egyen-
lete levezethetd, ilyen a [Fri03] jegyzetben targyalt sejtautomata tipusi racsgé-
zok osztalya is. Nem mindegy viszont hogy milyenek az Fuler egyenletek; csak
a sz016 egyenlet kellemes, itt még az unicitassal sincs sok gond. Fizikailag mo-
tivalt feladatoknal két egyenletiink van, és eléggé tipikus hogy a fazistérben
szingularis pontok, s6t vonalak vannak, ahol a Vf matrix sajatértékei egy-
beesnek. Ilyenkor nehézséget okoz a mérték megoldas Dirac tulajdonsdganak
levezetése, vagyis annak igazolasa hogy a szdébanforgé mérték valdjaban fiigg-
vény. Kivételes a Leroux rendszer, ahol a p+7? = 0 vonal szinguldris pontokbdl
all, a Dirac tulajdonsag mégis (elemi médon) igazolhat6. A hiperbolikus meg-
maradasi elvek elméletében ezt a nehézséget a kezdeti érték olyan pozitivan in-
varians halmazokra torténd megszoritasaval keriilik meg, amelyek szingularis
pontot nem tartalmaznak. Pozitivan invarians halmazok konstrualasa alta-
laban a Riemann invariansokra vonatkozé maximum elvre vezetheto vissza;
sok tartalmas példa ismert. Egyenlére nem vildgos hogy ez a mddszer hogyan
vihet6 at sztochasztikus rendszerekre. Még nehezebbnek latszik a hidrodi-
namikai hatardtmenet egyértelmiiségét garantalé Oleinik - Bressan kritérium
ellendrzése.
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