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2. gyakorlat

1. Szémoljuk 6ssze hany kiilonb6z6 Hamilton-kor van G,,-ben, ha:

a) G, az n csucsu teljes graf (K,), ahol n > 3;

A cstcsok tetszdleges sorrendben torténd leirdsa egyuttal kédol egy Hamilton-kort (hiszen sorban 0ssze van-
nak kotve a kovetkezdvel). Azoban ha egy elemet a végérdl atirunk az elejére a sorozatnak, akkor 1ényegében
ugyanazt a kort kaptuk, ezt n-szer eljatszhatjuk (madsképpen mondva: ezek az esetek abban kiilonbdznek,
hogy az adott Hamilton-k6rbdl honnan indulunk el). Ezen til ha egy adott sorozatot leirunk egy az egyben
visszafele (itt kellett, hogy n legaldbb 3), az is ugyanaz a Hamilton-kor, csak visszafele jartuk be. Igy tehat
n-1 faktor osztva kettével Hamilton-kor van a grafban.

b) G,,-et dgy kapjuk, hogy K,,-bdl elhagyunk egy élet, ahol n. > 4;

Az el6z06 esetekbdl el kell hagyni azokat, amikor az adott két csticsot egymads mellett irtuk le: egyesitve Sket
szamuljuk meg a lehet&ségeket, és ezeket szorozzuk meg kettével, hiszen 6ket magukat cserélve az eredetiben
kiilonb6z6 Hamilton-kort jelenetettek. igy megkapjuk az (n-1)!/2 - (n-2)! végeredményt.

. Szinezziik ki az aldbbi grafokat a lehetd legkevesebb szinnel!

Az els6t harommal ki lehet. Kevesebbel nem, mert a ,kiilseje" egy pdratlan kor. A masodikat 4-el ki lehet
tigyeskedni. 3-mal azért nem, mert a kozépsé haromszog csicsai kiillonbozd szint kell, hogy kapjanak, amik
indukdlndk a kiilsé hdromszog csicsainak szineit, a belsd két csicsra azonban nem maradna igy szin. A har-
madikat harommal konnyi kiszinezni. A kiilsé korbdl kiindulva csak egyféle képpen lehetne 2-vel szinezni,
azoban a koztes élek ezt elrontjak.

. Egy G egyszeri grafban 2014 csicsot leszdmitva minden cstics foka legfeljebb 2013. Bizonyitsuk be, hogy

x(G) < 2014!

Ezt 22014 cstcsot szinezziik ki 2014 kiilon szinnel. A tobbit pedig mohé médszerrel ki tudjuk szinezni, hiszen
max. 2013 szomszédjuk van, tehat a 2014 szin koziil egy legalabb mindig szabad lesz. gy 2014 szinnel ki
tudjuk mindenképp szinezni a gréfot.

. A G graf csicsai legyenek a sakktabla mez&i. Két cstics szomszédos, hogyha a megfeleld mez6k egy 1épésben

elérhetSek egymdésbdl huszdrral (bastydval). Mutassuk meg, hogy x(G) = w(G)!

Huszar esetben a sakktdbla eredeti szinezése jé lesz, mert mindig sotétrél 1ép vilagosra, és forditva, tovabba
nyilvan van 2 méretl klikk (él). Egy adott sor (vagy oszlop) egy klikk a bastya esetbenm ezeknek tehat
kiilonboz6 szin kell, példaul 1,2,..,.8. Tovabba ha kiindulunk egy sz€1s6 sorbdl, és a kovetkezbt igy szinezziik,
hogy az el6z6 szinezést eltoljuk, majd a ,kiesd" szint visszarakjuk a megtolt végére a sornak, akkor egy jo
szinezést kapunk, mert két azonos szinli mez6 nem lesz se egy oszlopon, se egy soron beliil.

. G cstcsai a (8 x 8-as) sakktabla mezdi, ahol két cstics szomszédos, ha egy kirdlynak pontosan két 1épés kell,

hogy az egyikbdl eljusson a mésikba. Hatdrozzuk meg x(G)-t! Mi a helyzet, ha a szomszédsag feltételét tgy
mddositjuk, hogy legaldbb két 1€pés kelljen?

Egy 3x3-as rész négy sarka klikk. Ha sakktablat négyes (2x2-es) blokkokba szedjiik, akkor ezeket ki tudjuk
négy szinnel jol szinezni: példaul ha a bal alsé tdblanegyedbe esé négy blokkot kiszinezziik a négy szinnel,
és csak eltoljuk ezt a negyedet a sakktdbla maradék részeire. igy khizomega=4. A masodik esetben annyi
mdédosul, hogy minden 2x2-es blokknak kiilénbozd szinte kell adni, igy lesz 16 szinnel egy szinezés, amire
klikk, ha tekintjiikk a blokkok ,,bal alsé sarkat". Masként fogalmazva, a paratlan sor- és oszlopszdmu mez&k
klikket alkotnak.

. Legyenek F' és G tetszbleges egyszert grafok, diszjunkt csicshalmazon, majd készitsiik el H-t tgy, hogy

F 6sszes csucsét osszekotjik G sszes csticsdval. Bizonyitsuk be, hogy w(H) = w(F) + w(G), illetve
X(H) = x(F) + X(G).

F és G klikket véve egyiitt H-ban klikket alkotnak, a méretiik 6sszead6dik. Nagyobb pedig skatulya-elv miatt
nem lehet, hiszen F-ben vagy G-ben egy ,,tdl nagy" klikket kellene tartalmaznia. Ha kiszinezziik optimélisan
F-et, majd G-t teljesen Uj szinekkel, akkor j6 szinezést kapunk. Jobbat viszont nem produkélhatunk, hiszen
F és G cstcsparai mind kiilonboz6 szint kell, hogy kapjon. Kevesebb szint haszndlva vagy G-ben (mint H
részgrafban), vagy F-ben kevesebb szint kellett volna hogy hasznaljunk, mint lehetne.
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. Legkevesebb hdny élet kell torolni az aldbbi grafbdl, hogy péros grafot kapjunk?
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Ko6zépen van egy rombusszd dontott teljes 4-es, amibdl ugye 2 élet mindenképp torolni kell (egy élet tordlve

még lenne egy hiromszog részgrifja). A négyszog két dontott sz€lsd élét a kapott grafot pedig ki tudjuk
szinezni két éllel.

. Hatdrozzuk meg az 3sszes olyan 10 csiicsd egyszerd G grafot, amelyre x(G) = 2, de barhogyan hizunk be

egy Uj élet, az igy kapott G’ gréifra x(G') > 2!

A paros graf két osztalyra szedhetd. A két osztdly Osszes csucsparja kozott kell, hogy legyen él, kiillonben
még tudndnk mit behuzni gy, hogy paros maradjon. Tehdt az ilyeneket kell megszamolni, ami egyértelmiien
megtehetd az osztdlyok méretével ( 9-1, 8-2, .., 5-5). Igy 5 ilyen gréf van.

. Egy sakktablan 7 huszar all ugy, hogy mindegyik legaldabb két masikat tud {itni. Mutassuk meg, hogy biztosan

van koztiik olyan, amelyik hdrom maésikat is tud iitni!

Vilasszuk szét a huszarokat sziniik szerint! Az egyik tipusti mezdn (pl. vildgos) lesz legaldbb 4, mig a dsikon
legfeljebb 3. A vildgos mezdk huszaraibdl legaldbb 4#2=8 él fut ki, ami legfeljebb 3 huszarhoz érkezik be,
igy tehat valamelyikiiknek (tobbnek is) muszdj legaldbb 3-at befogadnia.

Mutassuk meg, hogy egy egyszerd, e élii G grifrae > (X(&))1

Rajzoljuk le a grafot gy, hogy vegyiik a szinosztalyokat egy-egy blokkba, és az élek a blokkok kozt futnak
(benniik nyilvdn nem). Tadvabb4, barmely két szinosztily kozott kell, hogy fusson €1, kiilonben ak ét osztdlyt
egyesithetnénk", igy eggyel kevesebb szinnel ki tudnédnk szinezni a grafot. Tehdt minden szinosztaly-péarra
(amibdl (X(QG )) van) jut legalabb egy él.

Mutassuk meg, hogy egy 4 szinnel j6l szinezhetd graf eléall két paros grafnak az unidjaként!

Az el6z6 feladatmegolddsban leirt médszerrel dbrazoljuk a grafot! A négy szinoszdly 1, 2, 3, 4. Ha vessziik
az (1, 2) és (3,4) szinosztalyparokat, ,.egyberakva" a csicsokat, és csak a két parositas kozti éleket, akkor
paros grafunk lesz. Hasonl6an (1, 3), (2, 4) egyesitésekkel paros grafot kapunk. Az eredeti graf Osszes éle

megjelenik legalabb az egyik paros grafban, igy legyartottuk Sket.

Legyenek Gy = (V, E1), Go = (V, Es) tetsz8leges véges grafok, toviabbd G = (V, Ey | E»). Bizonyitsuk,
hogy x(G) < x(G1)- x(G2).

A szinek most ne szamok legyenek, hanem rendezett szamparok! A szdmparok elsd koordinatdja G1-ben vett
szine, a masodik G2-ben vett szine legyen. fgy osszesen x (G1)- x(G-) féle szdmpir lesz legfeljebb, és ez egy
jO szinezés, hiszen ha két szampar megegyezik, az azt jelenti, hogy az els6 grafban és a masodikban is azonos
szinfiek kellettek, hogy legyenek, igy egyikben sem voltak 6sszekotve, tehdt a kapott grafban sem lesznek.

Tekintsiik a sik egyeneseinek egy véges halmazat. Igazoljuk, hogy az igy keletkezett siktartomadnyok sakktab-
laszeriien kiszinezhetSek (azaz kiilonbozd szintiek azok, amelyeket egy egyenes egy szakasza vélaszt el).
Dolgozzunk indukciéval! Ha nincs egyenes, rendben vagyunk. Felvesziink egy egyenest: egyértelmt, hogy
szineziink. Na most, mikor felvessziik az utolsét, a kovetkez6t csindljuk: despoitkusan kivalasztjuk az egyik
oldalat, és az ott taldlhaté Osszes szint megcseréljilk (mint amikor az els6 egyenest vettiik be: az egyik felét
atszinezziik a stknak). Ez azért lesz j6, mert a két oldalt kiilon-kiilon nyilvan rendben van, hiszen rendben volt.
A két oldalt pedig az Uj egyenes hatdrolja, tehdt amiket 6 valaszt szét, azok elGtte egy tartomanyt alkottak,
tehat egy szintiek voltak, viszont most kiilonbozoére valtottuk Sket.

Bizonyitsuk be, hogy minden egyszerti G' grafnak van egy olyan részgrafja, amiben minden cstcs foka leg-
aldbb x(G) — 1.

Hazi feladat

. Legyen G tetszSleges n csicsi egyszerii graf. Igazold, hogy x(G)- x(G) > n (G jelenti G komplementer

gréfjat).

. Bizonyitsd be, hogy ha egy 6sszefiiggs, egyszerli G graf nem reguldris, akkor x(G) < A(G) (A az adott

grafban el6fordulé legnagyobb fokszamot jeloli; egy graf reguldris, ha az 6sszes csicsanak ugyanaz a foka).



