BSZ2

2014. februar 25. J6zsa Marton

3. gyakorlat

1. Induljunk ki egy szabélyos 2014 szogbdl. G-et igy kapjuk belSle, hogy a sikidom egy csticsat Osszekotjilk

az Osszes tobbivel, ami kordbban nem volt szomszédja. G-t pedig Ggy, hogy felvesziink egy extra pontot,
amit 6sszekotonk a 2014 szog Osszes csticsaval. Dontsiik el, hogy intervallamgrafokokat kaptunk-e!

Az els6 az: a kitiintetett pont a teljes szimegyenes, a tobbi pedig egymads utdni, csak a szomszédokat metszd
intervallumok. A mdasodik nem az, hiszen a kiilsé kornek, mint feszitett részgrafnak, is intervallumgrafnak
kéne lennie, az viszont nem az, hiszen nem tudok intervallumokkal ,,korbe érni" a szdmegyenesen.

. Van-e olyan graf, ami intervallumgraf, de a komplementere nem az?

Persze. Két diszjunkt él. (A komplementer a négy hosszu kor.)

. Mely gréafok élgrafjai az alabbi grafok? (elég egy-egy példat mutatni)
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Egy élnek. Két szomszédos élnek. Sajat magdnak. Semelyiknek: ugyanis tartalmaz egy hdrom agu csillagot
mint feszitett részgraf, ami olyasvalaminek kéne az élgrafja legyen, hogy: van egy él (a kdzepe a csillagnak),
ami 0ssze van kotve harom masik éllel, amik viszont nincsennek 6sszekotve egymassal. No ez nem lehet.

. Hatdrozzuk meg az alabbi grafok élkormatikus szamat!
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4 4 4 Prébalgatva konnyd megcsindlni 4-ekkel. 3-mal azért nem lehet, mert: van 4 foki csucs; egyértelmtien
lehet haladni 3 szinnel, és ellentmondast kapunk; (majdnem) egyértelmien lehet haladni harom szinnel (egy-
szer lesz egy dontési helyzet), de az alesetekben ellentmondas jon ki.

. V(G):={1,2,..,100};2y € E(G) < (Jr —y| =1V |z —y| = 50). x.(G) =7

Van harom foku cstcs, tehdt 3 szin kell. Annyi elég is, mivel a szomszédos csicsokbdl all6 utat felemdsan
2-vel szinezhetd, az ,,50-esekre” a harmadik szin pedig j6.

. Mutassuk meg, hogy x.(G) - ¥(G) > e, ahol v jelenti azon élek maximélis szdmat, melyeknek nincs kozos

végpontja (e természetesen az élszdm).
Minden élszin osztly egy fiiggetlen élhalmaz, melynek maximalis mérete v. Tehat az Osszes élszin osztly
Osszes éle, vagyis az 0sszes €él, legfeljebb ennyi.

. A 10 csicsd G graf két (k6zos csdcs nélkiili) 5 pontd utbol késziilt tgy, hogy az egyik Ut Osszes cstcsit

Osszekotjok a mdsik dt Osszes csticsdval. Lassuk be, hogy x.(G) = 7!

A két utat fessiik le 2 szinnel, ez nyilvdn megy. A maradék egy teljes paros graf, aminek az éleit azért tudjuk
5 szinnel kiszinezni. Ezt példdul igy tudjuk megtenni: rendezziik két sorba a csticsokat, egymdssal szemben.
A szemkozt haladé élek egy szint kapnak. Ami a szemkozti csicstél eggyel jobbra 1€vével van osszekotve
(pl. fentr§l nézve), az a kovetkez szin (értelemszeriien az utolsé visszaugrik az elejére, stb. fgy 5 szinnel ki
tudtuk szinezni a maradék gréafot, tehat 6sszesen 7-et hasznéltunk fel. Kevesebbel meg persze nyilvan nem
lehet, hiszen van hetedfoku csdcs, nem is kevés.

. a) Kosdrlabda bajnoksédgot szerveziink. 2013 csapat van, és mindegyik csapatnak legaldbb egyszer kell jat-

szania az Osszes tobbi csapat ellen. Egy forduléban minden csapat legfeljebb egyszer jatszhat. Legkevesebb
hany forduldra van sziikség a bajnoksag lebonyolitasahoz?

Vegyiik a teljes 2013 csicst grafot. Egy csucs egy csapat, az élek a meccsek. Ki kell kiszinezniink az éleket
ugy, hogy egy csucsbol ne vezessen ki két azonos szinii él. Az igy kapott szinek lesznek a forduldk: a 3.
szinnel szinezett élek (csapatparositdsok) a 3. fordul6ban lejatszott meccseket jelentik. Minden csucs foka
2012, tehét a Vizing-tétel értelmében legfeljebb 2013 szinnel ki tudjuk szinezni az éleket. Ennyi viszont kell
is, hiszen 6szesen 2013*2012/2 él van, viszont egy szinhez legfeljebb 1006 €l tartozhat , hiszen 2013-bdl
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legfeljebb 2012 fiiggetlen par lehet. Igy 2012 fordul6 esetén max 2012*1006 meccs jatszhat6 le, ami kevés.
b) Sikeresen lezajlott az el§z8 félévben a bajnoksdg a 2013 csapattal. A félév végén azonban a szinvonalon
aluli jatek miatt a rettegett SzI7T csapat gy dontott, hogy csatlakozik a kovetkez8 bajnoksdghoz, igy mar
2014 csapat verseng. Bizonyitsuk be, hogy részvételiilk nem noveli a sziikséges fordul6k szamat!

Az a) részbdl adédik, hogy mindig egy csapat pihen, 2013 résztvevd esetén. Mindig pont egy, és mindig pont
mids. fgy ha az eredetileg pihend csapaot részesitjitk abban a hatalmas megtiszteltetésben, hogy palyéra 1éphet
a SzIT ellen, akkor - nem novelve a fordulok szamat - ismét lejatszottuk az Gsszes kell6 meccset.

(Sakktablas feladat 2. gyakorlatrdl) G cstcsai a (8 x 8-as) sakktdbla mezdi, ahol két cstics szomszédos, ha
egy kirdlynak pontosan két 1épés kell, hogy az egyikbdl eljusson a mésikba. Hatdrozzuk meg x(G)-t! Mi a
helyzet, ha a szomszédsag feltételét igy mddositjuk, hogy legaldbb két 1épés kelljen?

Egy 3x3-as rész négy sarka klikk. Ha sakktablat négyes (2x2-es) blokkokba szedjiik, akkor ezeket ki tudjuk
négy szinnel jOl szinezni: példaul ha a bal alsé tablanegyedbe esé négy blokkot kiszinezziik a négy szinnel,
és csak eltoljuk ezt a negyedet a sakktdbla maradék részeire. Igy khi=zomega=4. A mésodik esetben annyi
modosul, hogy minden 2x2-es blokknak kiilonb6z$ szinte kell adni, igy lesz 16 szinnel egy szinezés, amire
klikk, ha tekintjiik a blokkok ,,bal alsé sarkat". Masként fogalmazva, a paratlan sor- és oszlopszami mez&k
klikket alkotnak.

Bizonyitsuk, hogyha egy sikgraf tartomanyai kiszinezhet&ek két szinnel, akkor minden foka paros!

Nézziink egy tetszleges cstcsot! Abba a tartomanyok amolyan haromszog-szerien futnak be. Azok felvaltva
vannak szinezve, korbe. Es hogy a kor végén stimmeljen a szin az els6hoz, paros sok tartomanynak kellett
befutnia a csicsba, ami azt eredményezi, hogy a foka paros.

a) Egy egyszersi, 673 csticsu sikbarajzolt graf minden tartomédnya hdromszdg. Bizonyitsuk be, hogy pontosan
2013 éle van!

Euler-egyenlétlenséget felhasznalhatjuk (n-e+1=2), tovabba a haromszog struktirdbdl 2e=31, hiszen minden
lapra jut pontosan 3 él, de ekkor minden élet két oldalrél szaimoltunk meg. n=673, behelyettesitiink, és kijon
aminek ki kell jonnie (nem, nem az).

b) Ldssuk be, hogyha egy sikbarajzolhaté G gréfnak kevesebb, mint 3n — 6 éle van, akkor be tudunk hiizni
egy Uj élet, hogy a kapodd graf tovdbbra is egyszerd, sikbarajzolhaté marad!

Az kell, hogy van tartomdny, ami nem haromszog (ekkor lesz ,,atl6"). Az el6z6 feladatbol, haromszogesitett
sikgraf esetén pont ezt a korlatot kapjuk, ha elhagyunk élet, akkor utdna azt ,,visszahizhatjuk", és csak igy
lehet kevesebb éle egy sikgrafnak, rogzitett csicsszam esetén.

¢) Igazoljuk, hogy minden sikgraf tartalmaz olyan csdcsot, aminek a foka legfeljebb 5.

Tth. nem, vagyis minden fokszdm legaldbb 6. Ekkor az dsszfokszdm legaldbb 6n, ami az élszdm kétszerese,
viszont akkor legaldbb 3n él lenne, és egy sikgrdfnak legfeljebb 3n-6 éle lehet (feltéve, hogy n elég nagyt; ha
n kicsi, akkor meg nincs gond amigy se).

d) Mutassuk meg, hogyha egy graf legaldbb 11 csiccsal rendelkezik, akkor vagy 6, vagy a komplementere
biztosan nem sikgraf.

A vizsgélt két graf osszélszama (g) (minden €l vagy az egyikben, vagy a masikban van). n > 12 esetben
azonban a 2(3n — 6), ami éliik lehetne dsszesen, ha mindketten sikgrafok lennének, kevesebb.

Egy kovex test minden lapja négyszog vagy nyolcszog, valamint minden csticsdban pontosan harom lap taldl-
kozik. Mennyi a négyszog- és a nyolcszdglapok szdmanak kiillonbsége?

Hasznéljuk ki az Euler-egyenl6séget, ahol 1 helyébe kett paramétert {runk a megfelel6 sikidomoknak. To-
véabba ha felirjuk azt, hogy a 8-<8-szogek szdma> + 4-<4-szogek szdma> az egyenld 3n (hiszen lényegében
minden csticsot pontosan hdromszor szamoltunk meg). Akkor ha ezeket Osszerakjuk, megkapjuk az ered-
ményt.

Hazi feladat

. Van egy 20 csicst grafunk, amiben minden cstics foka 8. Vilasszunk ki egy tetszSleges csucsot a grafbol,

és hagyjuk el (a rd illeszkedd élekkel egyiitt, természetesen)! Igazoljok, hogy a graf élkormatikus szima nem
véltozott!

. Induljunk ki egy 5 hosszu korbdl, majd minden €1ét cseréljiik le hdrom parhuzamosra. Mennyi az igy kapott

graf élkormatikus szdma? (A graf nem lesz egyszer(, igy nem haszndlhat6 a Vizing-tétel.)



