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S. gyakorlat

. a)7ldny (A,B, ..., G)és 6 fit (1-t8] 6-ig) ért hazasulandé korba a K&nig térzsben. A torzsfénok felmérte,

hogy ki kivel hajlandé frigyre 1épni: eredményei a lentebbi tablazatban lathatok. A torzsfénok szeretne minden
fiinak feleséget taldlni (ha mar a lanyok koziil valaki tigyis biztos partdban marad). Lehetséges ez?

b) Sajnos konkoly hullt G és 5 szeretd szivének tiszta bizdjéba: tobbé mar nem hajlandék egymadséi lenni.
Oldd meg a feladatot erre az esetre is!

A B C D E F G
1 A4 v
2 ¢ 9 9 v 9 \ 4
3 A4 v @
4 9 v v v @9
5 vy v @9
6 v v

A megviltoztatott dbra mutat egy j6 (fidkat lefedd) parositdst. A b) részben pedig ha nézziik az 1-es, 3-as,
5-0s, illetve 6-os fitkat, akkor 6k Osszesen 3 lany koziil hajland6ak valasztani, de 4-en vannnak, megsériil a
Hall-tétel feltétele.

. Vegylink egy 0sszefligg6 paros grifot, azzal a feltétellel, hogy a graf A osztdlydban a csicsoknak a fokszdma

mind kiilonb6z6 szam. Mutassuk meg, hogy van a grafban A-t fedd parositas!

Soroljuk fel a csicsokat A-bdl, fokszam szerint ndvelvs sorrendben. Az elsének a foka legalabb egy, mivel 6f.
a graf, tehat valakihez be tudjuk pdrositani. Tegyiik is ezt meg! Ekkor a kovetkezd csucs lehetséges parainak
szama eggyel csokkent, viszont legaldbb 2 szomszédja van, tehat neki is marad egy szomszédja, akinek még
nincs pérja. Altalaban a k + 1-edik cstcs foka legaldbb k + 1, és elétte k part képeztiink, tehdt a szomszédai
kozott az egyik legaldbb még nem foglalt, igy tudunk csindlni teljes parositdst mohé médon.

. Bizonyitsuk be, hogy minden reguldris paros grafban van teljes parositas!

(Reguléris: minden fokszam azonos.) Legeldszor is belatjuk, hogy a két szinosztaly mérete megegyezik. Az
egyik mérete |A|, a masiké | B|, az éltaldnos fokszdm pedig d. Ekkor a grifban osszesen |A| - d €l van,
hiszen minden A-beli csticsbdl d él indul ki. Hasonldan, az élszam egyiittal | B| - d-vel is megegyezik, tehdt
|A| = |B|.A tovdbbiakban Hall-tétel feltételét ellendrizziik. Tegyiik fel indirekt, hogy egy X képe kisebb
(1X] > |N(X)])! Ekkor a két rész (X, N (X)) kozott futé élek szdma pontosan |X| - d, viszont N(X)
mérete kisebb, tehdt kell legyen legaldbb egy cstics NV (X )-ben, aminek a foka szigoriian nagyobb, mint d. Ez
ellentmondas. Tehdt mindig teljesiikl a Hall-tétel feltétele, igy lesz teljes parositas.

. Igaz-e, hogy egy tetszlleges G graf mindazon élei, amelyek G valamelyik teljes parositisaban szerepelnek,

paros gréafot alkotnak?

Nem. Ellenpélda a 4 csicsu teljes graf. Van benne 3 hosszui ,,kor", valamint minden éle el6dll egy teljes
parositds egyik éleként, hiszen barmelyik élt ha veszem, a kimaradé csucspdr is egy €l, ez a két él egyiitt
pedig egy teljes parositas.

. Bizonyitsuk be, hogy minden r-reguldris paros G grafra x.(G) = r.

A korabbi feladatbdl tudjuk, hogy van benne (egy) teljes parositds. Legyen ez egy szinosztdlya az éleknek,
majd ezeket hagyjuk el! Ekkora a maradék graf » — 1-reguldris lesz, amiben szintén van teljes parosités, és igy
tovabb, folytathatjuk » — r, azaz 0-ig. Tehét 6sszesen r szinosztallyal lefedtiik az dsszes élet, tehat r szinnel
ki tudjuk szinezni j6l az éleket (kevesebbel nyilvan nem).

. Adott egy n x n-es matrix, melynek minden sordban és oszlopaban pontosan k darab egyes van, a tobbi elem

nulla. Bizonyitsuk be, hogy ekkor kivadlaszhat6 n darab egyes gy, hogy minden sorbél és oszlopbdl pontosan
egy darab egyest valasztottunk ki.

Vegyiik a kovetkez6 paros grafot: az egyik osztdly csicsai a matrix egyes sorai, a masik osztdly pedig az
oszlopokat reprezentdlja. Két cstics legyen szomszédos, ha az adott sor és oszlop metszeténél 1-es van. Ekkor
minden csucs foka k, vagyis reguldris a paros graf, van benne teljes parositas, és egy teljes parositds pedig
pont azt jelenti, hogy kivalasztottunk egyeseket gy, hogy minden sorbdl és oszlopbdl pontosan egyet-egyet.

. Legyen GG egy olyan (nem feltétleniil paros) 100 csticst graf, ahol minden csics foka legalabb 50. Igaz-e,

hogy van G-nek teljes parositdsa?

A Dirac-tétel (emléksziink rd? :P) miatt van a grafban Hamilton-kor, ami ugye dtmegy minden cstcson, és
jelen esetben péros hosszd. Ha ennek a Hamilton-kornek vessziik minden masodik élét, az pontosan egy teljes
parosités.



8.

10.

Legyen G egy 8 csucst graf, amit egy 7 cstcsbdl 4ll6 utbol tgy kapunk, hogy hozzavesziink egy cstcsot,
amit 9sszekotiink az Ut dsszes csdicsdval. Mennyi lesz 7(G)?

Az 1j cstcshoz vezets éleket le kell fedni, viszont nem szeretnénk az Osszes cstcsot kivalasztani a lefogé
ponthalmazunkba az tthoz, tehat az Uj cstcsot vegyiik be! Kimaradt tehat az tt, aminek az éleit 3 csticcsal
tudjuk lefedni (minden masodikat véve), kevesebbel pedig nem kiilonben lenne egy €1, aminek a végpontjait
nem vettiik be. Tehat 7 = 4.

Egy tinnep alkalmaval a torok szultdn udvardban a férfiak két-két haremholgyet valasztanak. Mi a feltétele
annak, hogy minden férfi neki tetsz6 két haremholggyel tolthesse az éjszakat?

A Hall-tétel rejtelmeit dtgondolva juthatunk arra a kovetkeztetésre, hogy a férfiak osztdlydnak tetszSleges
részhalmazara igaznak kell lennie, hogy a képe legalabb kétszer akkora, mint 6 maga.

Tegyiik fel, hogy a 4n pontu, egyszerii G graf élei tigy vannak piros, fehér illetve zold szinre szinezve, hogy
G minden pératlan kore tartalmaz piros, fehér és zold szind élt is. Mutassuk meg, hogy G élszamara

a) |E(G)| < 12n?

b) |E(G)| < 6n?

teljestil!

Az a) rész egyszertien beldthatd, hiszen ennyi éle nem is lehet egy akdrmilyen 4n csdcsi grafnak. De meg
lehet oldani ugy is, hogy ha tekintiink egy élosztalyt (vigyazat, nem egy ,,jészinezésr6l" van szd!), akkor az
paros grafot kell, hogy meghatdrozzon, hiszen nem alkotnak paratlan kort. 4n cstcsui paros grafnak pedig
legfeljebb 2n - 2n, azaz 4n? éle lehet (x - (4n — x) fv. maximuma). Tehdt a harom osztdly méretének az
osszege, ami az élszam, legfeljebb 12n2. Igen 4m, de ez az érvelés elmondhaté ugyanigy, ha nem egy, hanem
két élosztalyt rakunk 6ssze, az is pdros graf még, tehdt barmely kett§ dsszege legfeljebb 4n?. Innen pedig
primitiv algebra beldtni, hogy a harom sszege legfeljebb 6n2.

Hazi feladat

. Igazold, hogy egy 2-reguldris paros grafban a kiilonbozd teljes parositdsok szdma 2F, ahol k az osszefiiggd

komponensek szamat fejezi ki!



