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8. gyakorlat

1. Péter a XXI. szazadban sziiletett, éppen nagyapja 53. sziiletésnapjan. Kettejiik sziiletési évszamai nem relativ
primek. Hany éves Péter?

Ha nem relativ primek, akkor van valédi kozos osztéjuk, aminek egyuttal osztania kell a kiilonbséget, vagyis
53-at. 53 prim, igy ez a kdzds o0szt6 53, vagyis Péter sziiletésének évét osztja 53. a XXI. szdzadi eddigi évek
koziil ezt csak a 2014 tudja.

2. Mely pozitiv egészeknek van ugyanannyi paros oszt6ja, mint ahany paratlan?

Az osztok ugy néznek ki, hogy vessziik a primtényezds felbontdst, és a kitevdket csokkentgetjiik. A paratlan
oszto azt jelenti, hogy a 2 kitevgje 0. Ha 2 maximalis kitev§je 1, akkor minden paratlanhoz létezik pontosan
egy pdros, tovabba ha nagyobb lenne, akkor lenne még extra paros osztd, tehit a vélasz: paros, de 4-el nem
oszthaté szdmok.

21n+4
14n+3

3. Bizonyitsd be, hogy a tort semmilyen nemnegativ egész n-re sem egyszerisithetd.
Euklideszi algoritmust futtatunk: 21n + 4 = (14n +3) + 7n + 1; 14n + 3 = 2% (Tn + 1) + 1, amibdl
kiolvashat6, hogy a legnagyobb kozos oszt6 n-tdl fiiggetleniil az 1, vagyis a tort nem egyszerisithets.

4. Melyik az a legkisebb 3-mal oszthaté szam, melynek 15 osztéja van?

Primtényez8s felbontdsbdl kiindulva, egy szdmnak osszesen (g + 1)(ag + 1)...(cx + 1) osztéja van. Ez
ugy lehet 15, hogy az egyik kitevd (az egyik «v) 14, vagy pedig az egyik 2, a masik 4. Ezen harommal oszthat6
szamok koziil a legkisebb a 2% - 3% = 144.

5. a) Egy perzsa sahnak 100 felesége van, és a borténében is épp 100 rab sinylddik, 1-t61 100-ig szdmozott cel-
lakban. A celldk zdrjai ,.kétallasiak™: ha egyet forditanak rajtuk, a bezart ajté kinyilik, a nyitott ajt6 bezarddik.
A sah sziiletésnapjan a 100 feleség mindegyike végigvonul a bortonon, és mindegyik atfordit néhany zarat,
mégpedig ugy, hogy a k. feleség minden k. zaron pontosan egyet fordit. Miutan mind a 100 feleség végig-
ment, a nyitott ajtaju celldkban 1évd rabok kiszabadulnak. Milyen sorszamu celldkban laknak a szerencsések?
Minden oszt6 egy forditast jelent, tehat azon szamokat keressiik, amelyeknek pdratlan sok osztdja van, ezt
pedig pontosan a négyzetszamok tudjdk, hiszen minden oszténak van egy ,,0szté parja", amivel szorozva
megkapjuk a szdmot. Viszont négyzetszadmok esetén egy szdmnak Onmaga a pdarja, viszont belSle valdjaban
nincs 2.

b) A sah kovetkez sziiletésnapjén a feleségek rosszalkodnak, és igy most a k. feleség minden k. zdron pon-

tosan k-t fordit. Ebben az évben mely celldban laké rabok szabadulnak ki?

Az a) feladat érvelése annyival médosul, hogy a paros szdmok nem médositanak (paros sok forditds nem val-

toztat az dllapoton). Vagyis, az olyan celldk fognak pératlan sokszor atfordulni, amik egy <pdratlan négyzetszam><szorozva><2
alakuak.

6. Melyek azok a p primszamok, melyekre
a)p+ 10és p + 14 is prim?
p = 3 kielégiti a feltételeket. Egy tetszbleges (mdsik) prim 3-mal osztva vagy 1-et, vagy 2-t ad maradékul.
1 maradék esetén p 4+ 14 harommal oszthat6 lesz, 2 maradék esetén pedig p + 10 lesz 3-mal oszthatd. Tehat
nincs tobb ilyen p a 3-mon tdl.
b) p? + 2 is prim?
p = 3 megint j6, és teljesen hasonldéan nézziik p-t a 3-mal vett osztdsi maradéka alapjdn. Annak négyzete
3-mal osztva viszont mindkét esetben 1-et maradékul. Ahhoz 2-t adva pedig 3-mal oszthaté szdimot kapunk.
Tehat megint csak nincs tobb ilyen p prim.
c) p* + 4 és p* + 6 is prim?
Az el6z6 megolddsmenet annyiban médosul, hogy az 5-tel vett osztdsi maradékot nézziik. p = 5 kivételével
(ami j6 megoldds) az dsszes tobbi esetben vagy p? + 4, vagy p? + 6 lesz 5-tel oszthat.

7. Ha 10839-et és 11863-at elosztjuk ugyanazzal a hdromjegy(i szdmmal, akkor ugyanazt a maradékot kapjuk.
Mi ez a maradék?

Ha ugyanaz a maradék, akkor a két szam kiilonbségét osztja az adott haromjegyi szam, vagyis osztja 1024-et.
Emiatt az csak a 128, a 256, vagy az 512 lehet. Mindhdrom esetben a maradék 87.



10.

11.

12.

. Héany olyan haromjegy({i szdm van, mely osztéinak szdma oszthaté 11-gyel?

A primtényezds felbontdsbdl kiindulva ez azt jelentené, hogy az egyik prim kitevéje legalabb 10 (10, vagy 21,
vagy 32, stb.). Ez viszont mar 6nmagaban legalabb 1024, ami 4-jegyfi, tehat nincs ilyen haromjegy( szam.

Egy n pozitiv egész szamrél tudjuk, hogy osztéinak szama p, ahol p primszam. Allapitsuk meg, hogy az ezen
p darab o0szt6bdl alkothatd Osszes szampar koziil hany lesz relativ prim.

Megint a primtényezds felbontdsbdl kiindulva, azt kapjuk, hogy annak elekje egy adott prim, prim-minusz-
egyediken. Ezen osztdi a (hatvany alap) prim megfeleld hatvanyai, amelyek csak akkor relativ primek egy-
mashoz, ha az egyikiik az 1 (prim a nulaldikon). Ilyen parbdl pedig van (hatvany kitevS) prim-minusz-kettd.

Legyenek n és k pozitiv egészek, melyekre k < n. Mi a legnagyobb k6zos osztdja azn! +k ésaz (n+1)!+k
szamoknak?

A legnagyobb kozds 0szt6 osztja n!l + k-t, igy (n+1)(n!+k)-t, azaz (n+1)!4 (n+1)k-t is. Tovdbba kivonva
ebbdl (n 4 1)! + k-t kapjuk, hogy osztja nk-t is. nk viszont osztja n!-t, igy n!-t és (n! + k-bdl kivonva) k-t is
osztja. Viszont k osztja mindkét 6sszeget, tehat k az Inko.

Bizonyitsd be, hogyha 2" — 1 prim, akkor n is prim.

Indirekten tegyiik fel, hogy n = a - b, ahol a és b 1-t6l kiilonbozd pozitiv egész. Ekkor: 27 — 1 = 2% — 1 =
(2% — 1) - (20— 4 .. 429 + 1), ami két egytdl kiilonbozs tényezd, tehdt 2" — 1 sem prim.

Mely természetes szamoknak van olyan tobbszorose, melynek tizes szdmrendszerbeli alakja csak a 0 és 1
szamjegyeket tartalmazza?

Az dsszesnek. 0-ra az allitas nyilvan igaz. Vegyiink egy tetszdleges pozitiv természetes szamot. Veszem sor-
rendben az 1,11, 111... szdmokat, és nézem az adott szammal vett osztasi maradékot ezen szamoknak. Mivel
végtelen sok szamnak nézem az osztdsi maradékat, ami véges sok érték lehet, igy lesz ketté szam a csupa 1-
esek koziil, aminek megegyezik az adott szimmal vett osztdsi maradéka. Ezt a két szamot kivonva egymasbol
11...100...0 alaku szdmot kapok, amit osztani fog az adott szam.

o Hazi feladat

1.

2.

45n+12
18n+5

Bizonyitsd be, hogy a tort semmilyen nemnegativ egész n-re sem egyszertisithetd.

Van olyan p primszam, amire p* 4 4 is prim?



