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1. Bevezetés

Véclav Chvatal 1973-ban megjelent [4] cikkében vezette be a szivossdg fogalmat. A szivossdgnak €s
a Hamilton-kor 1étezésének kapcsolatat vizsgalta, ahogy utdna sokan mésok is. Ezen kutatdsok tobb-
ségének alapjat a Chvatal cikkében megfogalmazott sejtések alkotjak. A legnagyobb kihivast jelentd
sejtés maig nyitott: Létezik-e ¢ty véges konstans, melyre igaz, hogy minden t(-szivds graf tartalmaz
Hamilton-kort? Chvétal konkrét ¢y-ra is megfogalmazta sejtését: Minden 3/2-szivos graf tartalmaz
Hamilton-kort. Ez utébbit Thomassen cafolta meg 1978-ban, last [3]. Enomoto és tarsai [S5] 1985-
ben bebizonyitottdk, hogy minden 2-szivés graf tartalmaz 2-faktort, valamint azt, hogy tetszéleges
pozitiv € esetén 1étezik olyan (2 — ¢)-szivés graf, ami nem tartalmaz 2-faktort, igy Hamilton-kort
sem. Igy adédik a kovetkezd, szintén Chvitalnak tulajdonitott sejtés: Minden 2-szivés graf tar-
talmaz Hamilton-kort. 2000-ben Bauer és tdrsai [2] viszont ezt is megcédfoltdk. Olyan kostrukcidt
adtak, mellyel tetszGleges e-ra olyan (9/4 — ¢)-szivés graf adhat6, ami nem tartalmaz Hamilton-utat,
igy Hamilton-kort sem. A bizonyitds alapjat egy kicsi (8 pontu), mégis szivos graf jelenti, melyet a
konstrukci6 sordn épitéelemként hasznaltak fel. Vizsgalataim sordn ehhez hasonlé kis graf keresése
volt a cél a Mathematica segitségével, ily modon kozelitve meg a sejtés esetleges megjavitdsanak
lehet&ségét.

2. Terminologia

Az aldbbiakban csak egyszert, irdnyitatlan grafokkal foglalkozunk. Egy GG graf minden pontjat pon-
tosan egyszer érint6 utat Hamilton-iitnak, minden pontjit pontosan egyszer érintd kort Hamilton-
kornek nevezziikk. Egy graf k-reguldris feszitett részgrafjat k-faktornak nevezzik. A G graf pont-
jainak halmazit jelolje V(G), 6sszefiiggd komponenseinek szamat pedig w(G). A G gréf t-szivds,
hat < |S|/w(G — S) teljesiil a graf pontjainak minden olyan S € V(@) részhalmazara, melyre
w(G — S) > 1, azaz barhogy hagyunk el a grafbdl S ponthalmazt, a keletkez8 dsszefiiggd kompo-
nensek szdma legfeljebb |S|/t. A G gréf szivdssdga az a legnagyobb ¢ konstans, melyre G ¢-sz{vos.
A G gréf szivéssdgat 7(G)-vel jeloljik. A teljes grafok szivéssdga legyen végtelen: 7(K,) := 400
(n>1).

3. A Chvatal-sejtés cafolata

Avagy: Nem minden 2-szivos grdf tartalmaz Hamilton-kort.

Az aldbbiakban bemutatjuk azt a konstrukcioét [2], amellyel ellenpélda adhaté a Chvétal sejtésére,
tehdt bebizonyitjuk, hogy nem minden 2-szivés graf tartalmaz Hamilton-kort.



A konstrukcio

Adott H gréfra és két pontjara (v,y € V(H)), valamint két természetes szdmra ([,m € N)
definidljuk a G(H, x, y,1, m) grafot. Jelolje Hy, ..., H,, a H graf m szdmu fiiggetlen mdsolatdt, a
H graf z és y pontjainak megfeleld H;-beli pontokat pedig x; és y; (1 = 1,...,m). Legyen F},, a
HyU---UH,, grafbdl az {x1,...,Zm,y1,- - -, Ym } halmaz 6sszes lehetséges pontpérja kozotti él
hozzévételével kapott graf. Végiil legyen G(H, z,y,l,m) := K; V F,,, azaz a K| teljes grif és az
F,,, graf uniéja, melyben minden 7-beli pont 6ssze van kdtve minden F,-beli ponttal.

Az alabbi tétel bizonyitdsa Bauer és tarsai 1994-ben megjelent cikkébdl valo [1].

1. Tétel. Legyen x és y a H grdf két olyan pontja, amelyek kozott nem vezet Hamilton-iit. Ha
m > 2l + 3, akkor G(H, x,y,1, m)-ben nincs Hamilton-iit.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy G(H, z,y,, m) tartalmaz Hamilton-utat, legyen ez P. A P 1t és az
F,,, graf metszete egy legfeljebb [ 4 1 szamu fiiggetlen titbdl 4116 P halmaz, és ezen utak egyiittesen
tartalmazzdk F},, minden pontjat. Mivel m > 2(I+1) + 1, van olyan H;, részgraf F),,-ben, amely P
egyetlen dtjdnak végpontjat sem tartalmazza. Ekkor P és H;, metszete olyan dt, amely H;, minden
pontjat tartalmazza, és amelynek végpontjai z;, és y;,. Ez ellentmond annak, hogy a H;, graf a H
graf masolata, melyben nincs x és y kozotti Hamilton-ut. (]

Tekintsiik az alabbi abran lathaté L grafot.

1. dbra. Az L graf.

2. Tétel. Hal > 2 és m > 1, akkor

[+ 4m
T(G(L,u,v,l,m)) = 1

Bizonyitas. LegyenT := G(L,u,v,l, m) valamely rogzitett [ > 2 ésm > 1 természetes szdmokra.
Vilasszuk meg a I graf pontjainak S C V(I') részhalmazat gy, hogy w(I' — S) > 1 és 7(T') =
|S|/w (I’ — S) teljesiiljon. Ekkor nyilvdnvaléan V(T') C S. Legyen S; := SNV (L;), s; := |S;i|,
jelolje w; az L; — .S, graf azon 6sszefiiggd komponenseinek szamat, melyek sem w;-t, sem v;-t nem

és

tartalmazzdk (¢ = 1, ..., m). Ekkor

T(F)_ l+zzilsl > l—"_Zlel
c+Ymiw 143w

ahol

0, haw;,v; €S; Vie{l,...,m}re,
CcC =
1  kiilonben.



Most megmutatjuk, hogy
s;i > 2w; (i=1,...,m).

ElGszor vegyiik észre, hogy w; < 2, mivel az L — {u,v} grifban a fiiggetlen pontok maximalis
szama 2. Ha w; = 0 vagy w; = 1, akkor s; > 2w, nyilvan teljesiil. Konnyen ellendrizhet8, hogy ha
s; < 3, akkor w; < 1, azaz s; > 2w; az w; = 2 esetben is teljesiil.
Ebbdl kovetkezik, hogy

() > L2

T4+>00 w

Mivel [ > 2, ez az als6 korlat 7(T')-re >, w;-nek nemndvekvd fiiggvénye, és akkor veszi fel a
minimumadt, ha w; = 2 minden i € {1,..., m}-re.

Igy

l+4m
r) > .
) 25

Legyen U = V(T)U U, U --- U U, ahol U; az L; graf 4 fokszdmu pontjainak halmaza I;-ben
(t=1,...,m). Vegyiik észre, hogy ekkor

|U| [+4m
I) < =
0SS Tt

és ezzel belattuk az egyenléséget. ]
Kovetkezmény. Bdrmely ¢ > 0 esetén létezik Hamilton-utat nem tartalmazo ( % — €)-szivos grdf.

Bizonyitas. Mivel az L grifban nincs u-t és v-t 9sszek6td Hamilton-at, az 1. tétel szerint a
G(L,u,v,l,2l + 3) grafban nincs Hamilton-ut, és a 2. tétel szerint ennek a grafnak a szivissdga
(914 12)/(41 +7), hal > 2. Igy az | megfelelé megvalasztisaval a graf szivossiga tetszdlegesen
megkozeliti a 9/4-et. ]

Megjegyzés. Konnyen belathatd, hogy ha az 1. tételben az ,,;m > 2l + 3” egyenlGtlenséget
»m > 2l + 1” egyenlGtlenségre, a ,,Hamilton-utat” pedig ,,Hamilton-korre” cseréljiik, akkor a tétel
allitdsa igaz marad. Ez azt jelenti, hogy a G(L, u, v, 2,5) graf nem tartalmaz Hamilton-kort, és a 2.
tétel szerint szivossdga 2. A grafot a 2. dbran szemléltetjiik. Tehat a legkisebb ellenpélda Chvatal
sejtésére, miszerint minden 2-sz{vés grafban van Hamilton-kor, a 42 ponti G(L, u, v, 2, 5) graf. Ha-
sonldéan a legkisebb Hamilton-utat nem tartalmazé 2-szivés graf az 58 ponti G(L, u, v, 2, 7) graf.
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2. dbra. A G(L,u,v,2,5) graf.




4. Blokk-szivossag

A 2. tétel bizonyitdsabdl kitlinik, hogy a G(H,x,y,l, m) graf szivéssdganak igazoldsdhoz azt
hasznaltuk fel, hogy az L graf egy szivossdghoz hasonlé mérészama nagy. Ennek a mérdszamnak a
definici6ja abban tér el a szivossdg definici6jatél, hogy az S ponthalmaz elhagydsa utdn keletkezett
komponensek koziil csak azokat kell 6sszeszamldlnunk, amelyek nem tartalmaznak két olyan al-
talunk meghatarozott pontot, amik kdzott nem vezet Hamilton-tt a grafban. (A bizonyitdsban u és v
az L két olyan pontja, melyek k6zott nem vezet Hamilton-it L-ben.) Arra val6 tekintettel, hogy az L
gréfot a korstrukcid sordn épitdelemként (,,building block™) hasznéltuk fel, az igy definidlt mérdsza-
mot blokk-szivdssdgnak neveztem el. A bizonyitasbol az is kideriil, hogy az L graf blokk-szivéssaga
2, mivel s; > 2w; teljesiil, ahol s; az L graf L; masolatabol elhagyott pontok szdma, w; pedig az igy

keletkezett komponensek koziil azoknak a szdma, melyek nem tartalmazzak sem u-t, sem v-t.

Definicio. A G graf u,v € V(G) pontpdrra vonatkozd blokk-szivéssdga

. |S]
; = — = |8cC _9)—
B(G;u,v) mSln(w(G—S)—k SCV(G), w(G-S)—k#0],
ahol
0, ha{u,v}NS =2,
i 1, ha{u,v} NS =1, vagy

{u,v} NS =0, deuésvaG— S grif ugyanazon komponensében vannak,
2, ha{u,v} NS =0,dewuésvaG— S grif kiillonb6z8 komponenseiben vannak.

A G graf blokk-szivossdga pedig

B(G) == {nm}% ( B(G;u,v) | u és v kozdtt nem vezet Hamilton-tt G-ben ) .

Azt mondjuk, hogy a G gréf b-blokk-szivés, ha 7(G) > b.

5. Grafok vizsgalata a Mathematica-val

A Mathematica-val alacsony pontszdmu grafok vizsgalatat végeztettem szivossag és blokk-szivossag
szempontjdbol. A Toughness fiiggvény megvizsgdlja az argumentumként kapott graf szivossagat.
(Teljes grafokra végtelent ad vissza.) A BlockToughness fiiggvény megvalositja a block-szivéssag
definicidjat, és az argumentumként kapott grafrdl (illetve grafrél és pontparrdl) megallapitja a graf
blokk-szivossagat. (Olyan grafokra, melyeknek minden lehetséges pontparja kozott van Hamilton-
ut, minusz végtelent ad vissza.) A grafokat graph6 (.g6) formdtumi dllomanybdl olvassuk be. A
szivéssagot ellendrzé fliggvény argumentuma egy graf, a pontparra vonatkozé blokk-szivossagot el-
lendrz6 fiiggvény argumentuma egy graf és egy pontpdr, viszont — kezelhet&ségi szempontok végett

— a blokk-szivdssagot ellendrzd fliggvény argumentuma egy szomszédossagi matrix.

A graph6 formatum

Az irdnyitatlan grafok tomor kédoldsara hasznalt graph6 formatumot Brendan McKay, az Australian
National University professzora fejlesztette ki. Elsésorban kicsi, vagy nagy és sfir(i (legfeljebb 236 —
1 pontu) grafok taroldsara alkalmas. Graph6 formdtumban a grafokat kizarélag ASCII karakterekkel
kédoljak, soronként egy grafot tartalmazo (.g6 kiterjesztésii) szovegfdjlokban. A graph6 file-okban
hasznalt header: >>graph6<< (sor vége karakter nélkiil).



Brendan McKay honlapjardl [7] letolthetéek a 2 — 10 pontszamu grafokat tartalmazé graph6 forma-
tumu file-ok. Pontszamonként kiilon letolthetéek a csak Osszefiiggd grafokat tartalmazé file-ok is.
A grafok Mathematica-val val6 vizsgélata sordn ezeket a file-okat hasznéltam kiilsé dllomanyként.
(A Mathematica GraphData parancsa csak neves grafokat kezel, az adott pontszdmu 6sszes 0ssze-

fiiggo graf elballitdsara nem alkalmas.)

A kédolas [6]: Tekintsiik a & bitbdl all6 x binaris szamot. Egészitsiik ki 0-kkal jobbrdl gy, hogy
a hossza 6-nak tobbszorose legyen, majd osszuk fel [k/6] darab 6 bites blokkra. Bindris szdmként
értelmezve a blokkokat, adjunk hozz4 mindhez kiilon-kiilon 63-at, igy 1 byte-on tdrolhat6 (63 és 126
kozotti) szamokat kapunk. Jeldlje R(x) az x szam igy kapott byte-string reprezentécijt.

Legyen n egy nemnegativ egész a [0, 68719476735] intervallumbdl (236 — 1 = 68719476735), és
legyen

n+ 63, ha 0 <n <62,
N(z) =1 126 R(z), ha 63 < n < 258047, ahol x az n 18 bites bindris alakja,
126 126 R(xz), ha 258048 < n < 68719476735, ahol x az n 36 bites bindris alakja.
Példa.
x = 1000101100011100
l kiegészitjiik két O-val, hogy a hossza 3 - 6 = 18 legyen
100010110001110000
l 6 bites blokkokra osztjuk
100010 110001 110000
l decimadlissa alakitjuk, és minden blokkhoz hozzdadunk 63-at
R(z) = 97 112 111
Példa.

N(30) =93

N(12345) = N(000011 000000 111001) = 126 66 63 120

N (460175067) = N(000000 011011 011011 011011 011011 011011)
=126 126 63 90 90 90 90 90

Vegyiink egy n pontd G gréfot, és irjuk fel az A szomszédossdgi matrixdnak fels§ haromszogét
egyetlen bit-vektorral az aldbbi sorrendben: * = A; o A1 3 Aag A1a Az a Asa... Ap_1,,. Ekkor
a G graf graph6 kodolésu alakja: N(n) R(x).

Példa. Tekintsiik az aldbbi dbran lathaté G grafot.

3. abra. G garf - graph6 példa.



A G graf szomszédossdgi matrixa:

01 0 01
101 10
AGy=]1 01 0 1 1 [,
01 101
101 10
az 4tl6 feletti haromszog:
1 01
110
1
1

Tehat
z=1 01 011 1011,

N(n)=N(5)=5+63=68, é R(z)=R(101011 101100) = 106 107.

Igy a G graf graph6 kédolast alakja: 68 106 107, ASCII karakterekkel pedig: Djk.

Szintén Brendan McKay nevéhez fiz8dik a sparse6 formatum, ami a graph6-hez hasonléan iranyi-

tatlan grafok ASCII karakterekkel torténd kodoldsat végzi, de elsd sorban nagy és ritka grafok
taroldsara alkalmas.

Felmeriilt problémak

A program {rdsa sordn a legtobb problémét a Combinatorica csomag kompatibilitdsi hidnyossdgai
okoztdk. Ezeket egy kiillon munkafiizetben 6sszegyfijtve részletezem. Ezen kiviil problémdk adédtak
a program futtatasa soran fellépd memdriahidnyb6l. Ezt részben a program memdria takarékossa
val¢ atirdsa, részben a grafokat tarolé kiilsé dllomany részletekben torténd feldolgozasa, végiil a

z 2z

program Octopuson torténd futtatdsa oldotta meg.

Eredmények és futasi idok

Az alabbi tablazat a 3 — 9 pontu Osszefiiggd grafok szivéssaganak és blokk-szivossdgdnak maximu-
mait, valamint az ezek megallapitdsahoz sziikséges futdsi idoket tartalmazza.

Pontszam | Grafok | Szivéssag Futasi id6 kb. Blokk-szivéssag Futasi id6 kb.
[V (G)] szdma | maximuma | (AbsoluteTiming) maximuma (AbsoluteTiming)

3 2 172 0.1 mp 1 0.2 mp
4 6 1 0.3 mp 1 0.5 mp
5 21 32 0.9 mp 1 2.8 mp
6 112 2 4.9 mp 32 30 mp
7 853 5/2 40 mp 32 7 perc

8 11117 3 18.4 perc 2 4 6ra

9 261080 7/2 17 6ra 2 181 6ra

1. tablazat. Eredmények és futési idok.




A vizsgalat eredménye szerint kett6 8 pontd, és négy 9 pontu graf van, melyek blokk-szivéssaga
2. A 4. ésaz 5. abran ezek a grafok lathaték. A besatirozott pontparok jelolik, hogy a grafoknak
mely pontpérra vonatkozé blokk-szivossdga 2.

4. dbra. A 2-blokk-szivés 8 ponti grafok.

5. dbra. A 2-blokk-szivés 9 pontd grafok.



A 10 pontd grafok teljes vizsgélata ezzel a médszerrel tobb évet venne igénybe, mivel a 10
pontd 6sszfiiggd grafok szdma 11716571. Az aldbbi dbran a fenti grafok mintdjara konstrualt 10
pontu 2-blokk-szivds grafok lathatok.

PR
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6. dbra. 2-blokk-szivds 10 pontd grafok.
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