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A CFSTR modell

Fébb jellemzéi:

@ a tartalyt folyamatosan keverjiik, ezért az anyagfajtak tartalyon beliili
homogén eloszlasat feltételezziik

@ a bemenet és kimenet (térfogat/id6) sebessége ugyanakkora konstans
@ a tartalyt konstans hémérsékleten és térfogaton tartjuk

@ a kimenetben az egyes anyagfajtak koncentraciéja megegyezik a
tartalyon beliili koncentracidjukkal

abra..
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A modell matematikai leirasa

® az anyagfajtakat nagybetiikkel, pl: A,B,C,D,..., az anyagfajtak
halmazat S-el jeldljiik.

@ a tartalyon beliili (és a kimenetben 1év8) anyagfajtak koncentraciéjat
pl: ca, cg -vel jeldljiik, a bemenetben lévskeét: c,f\, cg -vel. Ezeket
altalaban c(t), cf(t) oszlopvektor formajaban kezeljiik, és erre fogjuk
felirni a differencialegyenleteket.

@ minden reakciéhoz létezik egy nemnegativ valés értékii fiiggvény, ami
a koncentraciévektor fliggvényében meghatarozza a reakcié
lejatszodasanak gyakorisagat (mol/térfogat-ban). Jeldlése:
Katg-sc(c)

Feltessziik hogy:
2
Koa+B—c = koarB—cCaca

valamilyen k pozitiv allandéra.
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Egy példa

Az anyagfajtak: S :={A,B,C,D,W,X,Y,Z}; A reakcidk:

A+B=C, X=2A+D=Y, D=C+ W, B+D="Z.

(1) =
Ekkor a diffegyenletek (g-vel jeldljik a bemenet térfogat/idé sebességét,
V-vel a tartaly ssztérfogatat):

- f 2
ca = V(CA —ca) — kayBc - cacs + kcoats - cc — 2koarD—x - CACD
2
+ 2ke0a+D - cx — 2koarD—y - €aCD + 2Ky 044D - Cy,
. g, f
g = V(CB —cB) — karB—c - cacg + kcarB - cC

+ kz_B+p - ¢z — kpip—7 - CBCD,
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A kérdés az, hogy a felirt differencidlegyenleteknek létezik-e tobb egyensilyi
pontja. Ezzel ekvivalens kérdés, hogy a bal oldali derivaltakat 0-va téve (és
kicsit atrendezve), a kapott polinomialis egyenletrendszernek létezik-e tobb

megoldasa (a tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel hogy
£ —0):
g ;

f 2
Cp = Ca+ kayB—c-cacB — kcsatB - cc + 2koar D x - CaCD
2
— 2kx2A+D - €x + 2koay Dy - €aCp — 2ky 244D - Cy,

f
cg = cB + katB—c - cacs — kcatB - cC

— kz_B+D ¢z + kp+p—7 - CBCD,
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Jeldljiik a kaig_,c,... paraméterekbdl képzett vektort k-val. Ekkor az
egyenletrendszer jobb oldalat p(c, k)-val jeldljik, és az 1 reakcidhalézathoz
rendelt polinomfliggvénynek nevezziik. Ezt egy vektor értékii fliggvénynek
tekintjiik, aminek az értéke a c, és k vektoroktdl fiigg. Ekkor lathatd, hogy
ha a diffegyenleteknek tobb egyensilyi pontja van, akkor létezik olyan kg,
hogy a ¢ — p(c, ko) fliggvény nem injektiv! Tehat az injektivitas elégséges
feltétele az egyensilyi pont egyértelmiiségének. A tovabbiakban ezen
injektivitas fennalasanak feltételeit vizsgaljuk.
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Konklazié

Két fontos megfigyelést tehetiink:
© A reakciohalézat injektiv, ha a megfelel6 p polinomfiiggvényre teljesiil,
hogy det (8P(° )> nemszingularis minden pozitiv c-re és k-ra.

© A gyakorlatban megfigyelték, hogy nagyon sok reakcié osztalyra igaz,
hogy a det <8p(c k)> kiszamitasakor a tagok egyiitthat6i mind
pozitivak.

Ugyan az 1. pont nem igaz minden polinom fliggvényre, de belathaté, hogy
a reakciohalézatokbél szarmazé polinomfiiggvényekre teljesiil. A 2.
pont-bél kdvetkezik, hogy a determinans nem tiinik el, és igy injektiv a
rendszer. Megmutathato, hogy az egyiitthatok pozitivitasa sziikséges is
ehhez.
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Bevezetsd

Species-Reaction graph, vagy SR graf (iranyitatlan valtozata). Egy
alternativ médja az injektivitas vizsgalatanak.

@ A graf csicsai legyenek a kévetkezék: Minden anyagfajtanak és
minden reakciénak feleljen meg egy csics.

o A graf élei: Minden anyagfajtanak megfelel csiicsot (tovabbiakban
anyagcstcsok) késsiink dssze azon reakcidcsicsokkal, amely reakcick
valamely oldalén az az anyag megjelenik.

@ Minden élet cimkézziink meg egyrészt azzal a komplexszel amiben
szerepel, és a sztoichiometrikus egyiitthatdjaval.
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Egy példa

Tekintsiik az alabbi reakcidkat:
A+ M=X, B+N=Y<2A+N, B+X=Z+R+M. (2

abra...
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o

2]

két cstcsot c-parnak neveziink, ha szomszédosak, és ugyanazon
komplex-el lettek megcimkézve.

egy kort prtl-kdrnek vagy prs-kdrnek (paratlan illetve paros kor)
neveziink, attél fligg6en, hogy a benne szereplé c-parok szama
paratlan illetve paros.

egy él sztoichiometrikus eggylitthatéjan azt a szamot értjiik, amivel a
fenntebb leirt médon megcimkéztiik.

azokat a koroket, amik mentén a sztoichiometrikus egyiitthatékat
felvaltva szorozva és osztva egymassal az eredmény 1 lesz, s-koroknek
nevezziik. (pl ha a sztoichiometrikus egyiitthatok sorban:
1,1,2,3,1,2,1,1 akkor 1-(1/1)-2-(1/3)-1-(1/2)-1-(1/1) =1/3.
Tehat ez nem lenne egy s-kor)

azt mondjuk, hogy két kdr S-R metszi egymast, ha a metszetiik egy
olyan utat (vagy diszjunkt utakat) alkot, ami egy anyagcstcsnal
kezd&dik, és egy reakcié cstcsnal ér véget.
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Ekkor megfogalmazhaté a kovetkezé tétel:

Tekintsiink egy reakcié halézatot, aminek az SR grafjara teljesiil, hogy:

© minden kér prtl-kér, vagy s-kér,
@ nincs két olyan prs-kér aminek S-R metszete lenne

Ekkor a fenti feltételezésekkel élve, a reakciohalézatban nem alakulhat ki
tébb, kiilénbézd egyensilyi allapot.
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Példa graf

A fenti példa paros korei: abra... Tehat a grafra teljesiil 1. és 2., tehat a
rendszernek egyértelmii pozitiv egyensilyi allapota van.
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Konklazié

Lattunk tehat két médszert is egy reakciohalézat egyensilyi allapotanak
egyértelmiiségének vizsgalatara (a megfelels polinomfiiggvény injektivitasan
keresztiil). De csak a CFSTR esetén. A kovetkezékben egy olyan modellt
fogunk vizsgalni, aminek jelent8s biolégiai vonatkozasa van, és
megfolgalmazunk egy tételt, amivel a fenti eredményeinket erre a modellre
is ki tudjuk terjeszteni.
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A modell jellemzéi:

A bezart-enzim modell:

@ bemenet/kimenet: a szabadon kozlekeds anyagok a sejten beliili és
sejten kiviili koncentracidjuk kiilonbségének fliggvényében diffundalnak
a sejtfalon keresztiil.

@ belss reakciok ugy jatszédnak le mint a CFSTR modellben
Gondoljunk arra, hogy van egy sejtiink (a tartaly), egy id6ben allandé
koncentraciéju kdzegben, és néhany anyagfajta elég kicsi ahhoz hogy
szabadon diffundaljon a sejtfalon keresztiil, mig az enzimek és ahhoz kotott
anyagok tal nagyok.
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Matematikai leirasa

Egy reakcichalozatot egy, anyagfajta-komplex-reakcié harmassal
definialunk: {S,C,R}.

© S az anyagfajtak véges halmaza

QCcC Rio a komplexek véges halmaza

© R C C xC egy "reagél" relacié az alabbi tulajdonsagokkal:
® (y,y)¢R, WeC ,
@ VyelC,3dy €C: (y,y)eRor(y,y) R
Egy anyagfajta molaris koncentraciéjat tovabbra is cs, s € S médon
jeléljiik, illetve c-vel az ezekbél képzett vektort. Minden y — y' € R
reakciohoz van egy K, _)y/(-) fiiggvény, ami a reakcié gyakorisagat
hatarozza meg, c fiiggvényében. Ez altalidban:

Kyﬁy'(c) = Ky H "
seS
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Tovabbi definiciok

o r(c)-vel jeléljiik azt a fiiggvényt ami meghatdrozza milyen sebességgel
termel6dnek az egyes anyagok:

re) = Z Yo' ( ) =)
y—>y ER

@ a reakcichalézat sztoichiometrikus alterének nevezziik a reakciok altal
meghatarozott vektorok altal kifeszitett alteret:

S:=Span{y/—y€RS\y%y/€R}

Ekkor ha eltekintiink a be és kimenettél:
¢=r(c)

egyenletet kapjuk. Vegyiik észre hogy ekkor a ¢ vektor a sztoichiometrikus
altérben van.
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Még tobb definicié

o S -et felbontjuk két diszjunkt halmazra: £ legyen azon anyagfajtak
halmaza ami nemtud atmenni a sejtfalon, mig M a szabadon
diffundalé anyagfajtikat jelolje.

® an, jelolje az m € M anyagfajta témeg-transzfer (nem nulla)
egylitthatojat

o c0 jelslie az m € M anyagfajta sejt koriili kizegbeli koncentracicjat.

v

Ekkor a differencialegyenleteink a kdvetkez6képpen néznek ki:

¢ =g(c), ahol g(1) :R3 g = R>  g(c):=r(c)+ Y am(ch—cm)m
meM

Figyeljik meg, hogy g(-) értékkészlete benne van a kdvetkezében:

S:=Span({y —yeR’ |y =y € RIUM)
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A probléma

o A ¢ kompoziciobol ¢’ kompozicié elérhets, ha ¢’ — ¢ € S. Ez alapjan
Ri,o felbonthat6é kompatibilitasi osztalyokra.

@ Altalaban minden egyes ilyen kompatibilitasi osztalyban lesz egy vagy
tobb egyensilyi pont, ezért az egyensilyi pontok altalaban egy
feltiletet hataroznak meg Ri—ban

@ Altalaban ha c* egy egyensulyi pont, akkor g’(c*) szingularis lesz, mert
ker(g’(c*)) tartalmazni fog egy, a fent emlitett feliiletet érinté vektort.

A bezért-enzim modell-ben, egy c* € Ri egyensulyi pontot rendesnek
neveziink, ha (ker(g’(c*))) NS = {0}. Azt mondjuk, hogy egy rendszer
tébb rendes pozitiv egyensilyi ponttal rendelkezik, ha van legalabb két
olyan kiilénbézé (c**, c*) rendes egyensilyi pontja, amik ugyanazon

| kompatibilitasi osztalyban vannak. Azaz: c¢** —c* € S
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Osszefiiggés a teljesen diffuziv modellel

Ha M = S, azaz minden anyagfajta diffundalhat, akkor teljesen diffuziv
modellrél beszéliink. Ekkor tipikusan egy, vagy legfeljebb néhany egyensilyi
pont lesz, és a korabbi, CFSTR-ekre kapott eredményeink alkalmazhatéak.
Ezért fontos a kdvetkezs tétel:

Tegyiik fel, hogy adott egy {S,C, R, K} rendszeriink, amire igaz hogy a
rendszernek nem lesz tébb pozitiv egyensilyi pontja, semmilyen

2z Ri,m a € RS értékekre. Ekkor barmilyen S = £ U M particionalasat
véve az anyagfajtéknak, a kapott bezart-enzim modellnek, a korabbi
definicié értelmében véve nem lesz tébb, rendes pozitiv egyensiilyi pontja.
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Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy egy o € Rf és 0 ¢ Rﬁ”‘o-ra létezik
c*, c** € Rﬁ hogy:

ct*—c* eSS,
g(c)=0,  g(c™) =0,
(kerg’(c*)) NS = {0}, és (kerg’(c*))NS = {0}.
Legyen ¢t = Pg(c*).

h(c,0) +GZ(C —Ce)e Z

oy (O =)
ecf

y—y' eR

+ > am(ch —cm)m+ 0> (ck—cee (3)

meM ecé
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Célunk: mutatni olyan 8T > 0, &*, &** paramétereket amire B
h(e**,0T) = 0, h(¢*,0%) = 0. Legyen Q a 0 egy nyilt kdrnyezete S-ben tgy,
hogy c* + v és ™ + va -ben legyenek YV~ € Q-ra. Ekkor

h*(7,0) = g(c" +7) + 0 (ck — (cz +7e))e

eck

Ekkor h*(-,-) € S és h*(0,0) = g(c*) = 0. Ezen fdliil
d,h*(0,0)0 = dg(c*)o, Vo € S. Ekkor az implicit-fiiggvény tétel
alkalmazhaté: 36* > 0 hogy V6 € (—6%,0%)3v*(0) : €*(0) = c * +7*(0)
jeloléssel:

0= h*(v*(0),0) = g(c* +7*(0)) + 0D (cz —(ci +72))e=h
ecf

Ekkor legyen h** : Q x R — S az alabbi:

h*(7,0) = g(c™ +9) + 0> (ck — (c2* +7e))e
ecé
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Ekkor kicsit bonyolultabban ugyan, de lehet latni, hogy h**(-,-) € S.
Hasonléan a h*-nal latott érveléshez belathato, hogy
30** > 0:V0 € (—0**,0"),Iy**(0) :

0= h"(y"(6),0) = g(c™ +7™(0)) +0 Y _(cz — (cZ" +72°(6)))e

ecé

= h(*(6),0) (4)

Ekkor egy 6T € (0,6*) N (0,0*x) -ot valasztva megkapjuk a kivant
eredményt.
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