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Két életre sz0l6 jaradékok modellezése

A két életre szo6lo biztositdsok esetén a biztositok azzal az egyszertisités-
sel élnek, hogy a hézasparok haldlozasi valoszintiségei fiiggetlenek. Az elmult
40 évben azonban szamos kutatés indult a témaval kapcsolatban, miszerint a
hazasparok életutjai nem fiiggetlenek. Statisztika adatok alapjan latszik, hogy
fliggdség van a két életut kozott, melyet a nemzetkozi irodalomban csak "broken
heart syndrome’-nak neveznek. Hosszi hazassdg utan, ha elvesztik a tarsukat
- ez kiilondsen igaz a férfiakra -, akkor a tuléls fél halalozasi valoszintisége
megnd. Ezt a tényt fel lehetne hasznalni mind az életbiztositasok, mind a
jaradékok arazasanal, igy pontosabban lehetne arazni a termékeket, és a biz-
tositok is kisebb kockézattal miikodhetnének.

Ahhoz, hogy a statisztikai vizsgalatokat el lehessen végezni, olyan kétdimen-
zi6s adatbazisra van sziikség, amelyben hazasparonként szerepelnek a sziiletési
és halalozasi évszamok. Ilyen adatbazist egyetlen biztositdé sem bocsatott ren-
delkezésemre, a Nyugdijfolyosité Foigazgatosag pedig nem rendelkezik ilyen
adatokkal, ezért sajat gytjtési adatbézissal dolgoztam. Az adathalmazom
megkdzelitéleg 5000 adatbol all, melyek temetdi adatbazisokbol, illetve korabbi
gytjtésekbdl szarmaznak. Az SPSS 18-cal tortént kiértékelés utan egyértelmten
latszik a két életut kozotti fliggés, hiszen ha férfi a tuléls, akkor a feleségiik
halala utdn 5 évben a tulélsk 44%-a, 10 éven beliill pedig a 69%-a hal meg.
Né&knél 5 éven beliil 27%, 10 éven beliil 48% hal meg a férje halala utan. Ter-
mészetesen kozrejatszik a haldlozasoknal, hogy a férfiak varhaté élettartama

alacsonyabb, de még ezen korrelacio is fellép a két életut kozott.

A biztositasok dijszamitasdhoz halandosagi tablara van sziikség, amelyet
a biztositok vagy a sajat adatbazisukbol készitenek vagy pedig a KSH al-
tal készitett néphalandosagi tablabol dolgoznak. A sajat készitést tablakat
a biztositok nem hozzak nyilvanossagra, igy a KSH 2003-as néphalandésagi
tablajaval dolgozom.
Prno = Flatten[Import[,http: //www.math.bme.hu/~nberta/l_x_no.xls”]];
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Prffi = Flatten[Import[,http://www.math.bme.hu/~nberta/1_x_ ffi.x1s”]|;

A szédmolésoknal figyelni kell arra, hogy a lista szdmozasa 1-t6] kezdddik,
mig a popolacio a 0 évesektsl. Igy példaul a 22 éves ndk széama az induld
populacidbol:

Prno([23]] * 100000

Elméleti bevezet6 az egyszemélyes jaradékokrol

A jaradékbiztositas

A szerz6d§ elGzetes dijfizetése ellenében, a biztosito vallalja, hogy szerzédés
feltételei szerint rendszeres idGkozonként pénzt folyosit a biztositott, vagy az
altala megnevezett kedvezményezett részére. A biztositas szolgaltatasa, azaz
a jaradék folyositasa — a szerz6dd valasztésa szerint — torténhet a biztosi-
tott élete végeig vagy egy eldre rogzitett idépontig (pl. a kedvezményezett 70
éves koraig) illetve egy meghatarozott idtartamig (pl. 10 év). A jaradék-
biztosités, a dijfizetés szerint lehet folyamatos dijas vagy egyszeri dijas. Az
Ugyfel valaszthat, hogy a jaradék folyositasara alapot teremtd biztositési dijat
évek alatt (folyamatos dijfizetéssel) vagy egy nagyobb Osszeg (egyszeri) meg-
fizetésével teljesiti.

A jaradékbiztositast sok esetben nyugdij-kiegészitésnek szanjak, igy a dij-
fizetési id6 a biztositott nyugdijkorhataraig tart, a jaradékfizetés pedig a nyug-
dijba lépéstdl a biztositott halalaig.

Egyszeri dijas azonnal indulé életjaradék

Nagyobb 0sszegii befizetés ellenében a biztosito arra vallal kotelezettséget,
hogy minden év elején egy el6re meghatarozott Osszeget fizet a biztositott

halalaig.

Ez a jaradéktipus az egyik legfontosabb, ugyanis az 6sszes jaradék dijszamitésa
levezethetd beldle.

A biztositas nett6 dija:
A, = Nz _ lotHlar10Hgy2v? +o o Hlppwv® ahol
D, le ’
l, : © éves biztositassal rendelkezdk szdma a kihalési rend szerint

w : maximalis életkor
D, = leﬂ-vj j=0, 1...
N, = ZDIH j=0, 1...
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U = 13, ahol 1 a technikal kamat.

A biztositasi szamitasoknal altalaban 3 %-os technikai kamattal szamolnak,
ezért én is ezt hasznalom:
1 =0.03
v=1/(1+1)

A férfiakat jeloljiik x-szel, a néket pedig y-nal, igy az el6zéek alapjan az
egyszermélyes netto dijak:
axx_] = Sum{Préflfz + 1 + ]| * v"/Prffflz + 1]}, {5, 0, 100}};
ayly_] = Sum[Prno[fy + 1+ j]] * v"j/Prnolly + 1]J, {j,0, 100}};

Kétszemélyes jaradékok bemutatasa

A kétszemélyes jaradékoknak két biztositottja van, altalaban egy hazaspar két
tagja, ahol a jaradéktagot a két fél kozosen halmozza fel. Ezeknél a biztosité-
soknal kétféleképpen alakulhat a biztositasi esemény. A egyik lehetGség, hogy
a biztositas az els6 halalkor sztinik meg és addig tart a jaradékfizetés, illetve
amikor a masodik halalt tartjuk a biztositasi eseménynek. Amennyiben az elsd
halalkor sztinik meg a biztositas, akkor a tiléls fél mar nem fog jaradékot kapni,
igy azokkal foglalkozunk, amikor a masodik halalig tart a jaradékkifizetés, igy
a tuléls hazastarsnak is tudunk jaradékot biztositani.

Az els6 halal utan a tuléls fél a hazastéars jaradékanak egy részét is megkap-
hatja, altalanban 30%-ot, hiszen a tarsa haldla utan a kiadasai nem csokken-
nek olyan mértékben, mint a bevételei. Ilyen esetekben megkiilénboztetiink
szimmetrikus és aszimmetrikus jaradékokat. A szimmetrikus jaradékoknal a
hazaspar barmely tagjanak halala esetén a tulélg fél szamit 6zvegynek és a
jaradékfolyositas folytatodik, az aszimmetrikus jaradékoknal azonban a szer-
zédéskotéskor megallapitjak a jaradékost és a tarsbiztositottat. Amennyiben

a tarsbiztositott nem éli tul a jaradékost, akkor a jaradék-kifizetés megsziinik.
Aszimmetrikus kétszemélyes jaradékok

x éves belépési koru biztositott, y éves belépési koru tarsbiztositott, aki
a jaradékos haldla utan a a jaradékos jaradékanak 30%-at megkapja. Ha a
tarsbiztositott kordbban meghal, akkor a jaradék a jaradékos halala utana

megsziinik.



A jaradék képlete: 4, + 0.3 -8, — 0.3 - &xyvagy 0.3 - a4, +4d, — 0.3 - &y,

ahol a,, a, az egyszemélyes jaradékok netto dijai, d,, pedig a kétszemélyes
jaradék netto dija. Ez a képlet altalanosithato ugy, hogy a tuléls fél a jaradékos
jaradékédnak R-ed részét kapja meg. Amennyiben az x éves belépési kor6 biz-
tositott halala utan y A jaradékot kap, y halala utan x B jaradékot, a kozos
jaradék pedig C akkor a jaradék a kovetkezGképpen szamithato:
A-8,4+B-d,— (A+B—C) - dy

Fiiggetlen esetben a jaradék netto dija, az egyszemélyes jaradékok szorzataként
kaphato:
axy[x_,y_] = Sum|[Prffi[[z + 1 + k]] * Prno[[y + 1 + k]
*xv\k/(Prffi[[z + 1]] * Prno[[y + 1]]), {k, 0, 100}];

Fiiggetlen netto dij férfi jaradékos és néi kedvezményezett esetén, a ked-
vezményezett, amennyiben tuléli a jaradékos R hanyadu jaradékot kap:
fiiggetlennettodijffiix_,y_,R_] = ax[z] + R x ay[y] — R * axy|z, y|;
fiiggetlennettodijffi[50, 50, 0.3]

Fiiggetlen nettoé dij néi jaradékos és férfi kedvezményezett esetén:
fiiggetlennettodijné[x_,y_,R_]| = R * ax[z]| + ay[y] — R * axy|[z, y];
fiiggetlennettodijng[50, 50, 0.3]

MatrixForm|Table[fiiggetlennettodijffi[z, y, 0.3], {z, 50, 80, 5}, {y, 50, 80, 5}]]
MatrixForm|Table[fiiggetlennettodijffi[x, y, 0.6], {z, 50, 80, 5}, {y, 50, 80, 5}|]
MatrixForm|Table[fiiggetlennettodijné[z, y, 0.3], {z, 50, 80, 5}, {y, 50, 80, 5}]|
MatrixForm|Table[fiiggetlennett6dijnd[z, y, 0.6], {z, 50, 80, 5}, {y, 50, 80, 5}]]

Manipulate[{fiiggetlennettodijffi[z, y, 0.3], fiiggetlennettodijng[z, y, 0.3],
fiiggetlennettodijffi[z, y, 0.3] /fiiggetlennett6dijnd|z, v, 0.3}, {z, 50, 80, 1},
{y,50,80,1}]

A konnyebb 6sszehasonlithatosag kedvéért a férfi és néi dijak aranyat is
kiszamitom minden belépési életkor-parra:
MatrixForm|Table[fiiggetlennettodijffi[z, y, 0.3] /fiiggetlennettodijnd[z, y, 0.3,
{z, 50, 80, 5}, {y, 50, 80, 5}]]



Lathato, hogy az esetek dont6é tobbségében driagébb a néi jaradékosra

szamitott dij.

Két életre szol6 tilélési fiiggvény

Ahhoz, hogy kiszamolhassunk a kétszemélyes tilélési valoszintiségeket, az adat-
halmazbol kell kiilon a férfiak és kiilon a nék tulélési éveire egy folytonos tulélési
fiiggvényt illeszteni. A téméahoz kapcsolodd irodalomban mind a Gompertz-,
mind a Weibull-fiiggvényt hasznaljak.

Az adathalmazbol SPSS segitségével a kdvetkezs paramétereket kaptam meg:

Férfi N&
Atlagéletkor 71.63 73.88
Szoéras  9.869 10.110

Ezeket az adatokat felhasznalva marginalis tulélési fliggvényeket tudunk

létrehozni a Weibull-fiiggvény segitségével, amely az alabbi:

Syu(x) = e_(ﬁ)%

.....

Sffi[x_] = EMN—(z/71.63)(71.63/9.869))

A halélozasi fliggvény:
ferfix_| =1 — Sffi[z]

.....

Snoly | = EMN(—(y/73.88)"(73.88/10.110))

A halélozasi fliggvény pedig:
noify_|] =1 — Sno[y]

Ezeket a fiiggvényeket abrazolva osszehasonlithatoak a nemek kozotti kiilonb-

ségek a tulélésre vonatkozoan.



Plot[{Sffi[], Sno[i]}, {1, 0, 100}]

Ezeket a marginélis eloszlédsokat felhasznélva elGallithato a kétdimenzios

.....

Kopula

Definicio: A C': [0,1]* — [0, 1]kopuldk binaris fiiggvények, melyre teljesiilnek
az aldbbiak:

- C(u,0)=C(0,u)=0 V¥ u €[0,1]

- C(u,1)=C(l,u)=u Vu €|0,1]

-C (Jug, v1] X [ug, v9] ) = C (ug, v2) - C (uy, v2) - C (ug, v1) + C (uyg, v1) > 0.

Gumbel-Hougaard-kopula
a>1

1
[(_ log u)*+(~log ) ]a} , ahol u és v helyére a Weibull-fiiggvénybél

Ceu(u,v,a) = e
kinyert halélozési fiiggvényeket helyettesitjiik be, a pedig a fiiggGséget jellemzs

paraméter.

Clayton-kopula
a>0
Colu,v,0) = [u= + v~ — 1]

A kopuldknal hasznalt o fliggéségi paramétert a Kendall-féle 7 segitségével
lehet meghatéarozni, ezt az egyiitthatot pedig a sajat gytjtést adatbazisombol
szamoltam ki SPSS segitségével.
tau = 0.146

A Gumbel-Houugard-kopulénal a fiiggGségi paramétert az alabbi Osszefiig-
gés alapjan szamoljhatjuk ki:
alpha = 1/(1 — tau)

A Clayton-kopula paramétere pedig a kévetkezGképpen kaphatd meg:
alfa = (2 * tau) /(1 — tau)

Ezt a paraméter felhasznélva kiszamithatjuk a netté dijat a kopulék segit-
ségével

gumbel[Sfli_,Sno_, alpha_] = E”(—((—Log[Sffi])*alpha + ((—Log[Sno])*alpha))"(1/alpha))



clayton[Sfi_,Sno_,alfa_] = (Sffi*(—alfa) + Sno”"(—alfa) — 1)*(—1/alfa)
A kétszemélyes kozos nettd dij kiszamoléas kopulak segitségével:

buy= > Cle+ 7,y +7)/Clz,y)v’ j=0,1, ..

A kétszemélyes dij:
agumbel[x_,y_] = Sum[gumbel[Sffi[z + k], Sno[y + k], alpha] * v"k,
{k, 0, 51}]/gumbel[Sffi[z], Sno[y], alpha];
aclayton[x_,y_| = Sum|clayton[Sffi[z + k], Sno[y + k], alpha] * v"k,
{k,0,51}]/clayton[Sffi[z], Sno[y], alpha];

gumbelnettoffix_,y_,R_] = ax[z] + R * ay[y] — R * agumbel|z, y|;
claytonnettoffix_,y_,R_] = ax[z] + R * ay[y] — R * aclayton|z, y|;

Valamint néi jaradékos és férfi kedvezményezett eseteén a dij:
gumbelnetténd[x_,y_,R_] = R x ax[z] + ay[y] — R * agumbel[z, y];
claytonnetténd[x_,y_,R_] = R * ax[z] + ay[y] — R * aclayton|z, y];
Manipulate|[{fiiggetlennettodijffi[z, y, 0.3], gumbelnettoffi[z, y, 0.3]},

{z, 50,80,1}, {y, 50,80, 1}]

A varakozéasokkal ellentétben dragéabb lett a nettd dij, mindez azért van,
mert a masodik halélig tart a jaradékkifizetés, igy tularazza a dijat. Azon-
ban az elsé halélig tarté jaradékoknal megfelelGen araz, de azokat a minden-
napi életben nem lehetne jol hasznalni jaradékként. A mésodik halalig tarto

jaradékoknal valtoztatni kell a kopuldk hasznalatan.
,Last survivor contract”

Ez a jaradékfajta szintén a masodik halalig tart, a kedvezményezett a jaradékos
jaradékédnak R-ed részét kapja meg a jaradékos haldla utdn. A szdmolasokhoz
sziikségiink van azokra a valoszintiségekre, amikor mindkét fél életben van,
illetve, hogy valamelyik fél életben van.

Ahhoz, hogy meg tudjuk hatarozni annak a valészintiségét, hogy valamelyik
fél életben van, ki kell szdmolni a tilélési kopulat, amely marginalisai a férfi
és nd halélozasi fliggvények.
gumbel[l — Sffi[z], 1 — Sno[y], alpha]
clayton[1 — Sffi[z], 1 — Sno[y], alfa]



Ezutan meghatarozhato6 az a valoszintiség, hogy valamelyik fél életben van:
gumbelvalakiéletben[x_,y_] =1 — gumbel[1l — Sffi[z], 1 — Sno[y], alpha]
claytonvalakiéletben[x_,y_] = 1 — clayton[l — Sffi[z], 1 — Sno[y], alfa]

Ezzel a valoszintiséggel pedig megkaphatjuk annak a valoszintiségét, hogy
mindketten életben vannak:
gumbelkozosp[x_,y_] = Prffi[[z + 1]] + Prno[[y + 1]] — gumbelvalakiéletben|z, y];
claytonkozosp[x_,y_| = Prffi[[z + 1]] + Prno[[y + 1]] — claytonvalakiéletben|z, y|;

Gumbel-Hougaard-kopula segitségével szamolt netté dij, amennyiben a 2.
halalkor sztinik meg a jaradékkifizetés:
Rgumbelnettodijffijx_,y_,R_] = Sum[v "k * (Prffi[[z + k]| + R * Prno[[y + k]|
—R * gumbelkozosp[z + k,y + k]), {k, 0, 100}];
Rgumbelnett6dijné[x_,y_,R_] = Sum[v "k * (R * Prffi[[z + k]| + Prno[[y + k]|
— R * gumbelkozosp|z + k,y + k]), {k,0,100}];

MatrixForm|Table[Rgumbelnettodijffi[z, y, 0.3], {, 50, 80, 5}, {y, 50, 80, 5}]]
MatrixForm|Table[Rgumbelnett6dijnd[z, y, 0.3], {z, 50, 80, 5}, {y, 50, 80, 5}]]
MatrixForm|Table[Rgumbelnettodijffi[z, y, 0.6], {z, 50, 80, 5}, {y, 50, 80, 5}]]
MatrixForm|Table[Rgumbelnettodijné|z, y, 0.6], {z, 50, 80, 5}, {y, 50, 80, 5}]]

Clayton-kopula segitségével szamolt netto dijak:
Rclaytonnettodijffijx_,y_,R_] = Sum[v"k * (Prffi[[z + k]] + R * Prno[[y + ]
—R * claytonkozosp|z + k, y + k]), {k, 0, 100}];

Relaytonnett6dijné[x_,y_,R_] = Sum[v"k * (R * Prffi[[z + k]] + Prno[[y + £]]
—R * claytonkozosp[z + k, y + k]), {k, 0, 100}];

MatrixForm|Table[Rclaytonnettodijffi[z, y, 0.3], {z, 50, 80, 5}, {y, 50, 80, 5}]]
MatrixForm|Table[Rclaytonnettodijnd[z, y, 0.3], {z, 50, 80, 5}, {y, 50, 80, 5}]]
MatrixForm|Table[Rclaytonnettodijffi[z, y, 0.6], {z, 50, 80, 5}, {y, 50, 80, 5}]]
MatrixForm|Table[Rclaytonnettodijnd|z, y, 0.6], {z, 50, 80, 5}, {y, 50, 80, 5}]]

Ezek a dijak mar megfelelen arazottak, hiszen figyelembe vették, hogy a
dijkifizetés a masodik halalig tart. Ekkor a nett6 dijak arénya:
MatrixForm|Table[Rgumbelnettodijffi[z, y, 0.3] /fiiggetlennettodijffi[z, y, 0.3],
{z,50, 80,5}, {y, 50, 80, 5}]]

MatrixForm|Table[Rclaytonnettodijffi[z, y, 0.3] /fiiggetlennettodijffi[z, y, 0.3],
{z,50, 80,5}, {y, 50, 80, 5}]]



MatrixForm|Table[Rgumbelnettodijnd|z, y, 0.3]/fiiggetlennettédijng[z, y, 0.3,
{z,50,80,5}, {y, 50, 80, 5}]]

MatrixForm|Table[Rclaytonnettodijnd[z, y, 0.3] /fiiggetlennettodijnd|zx, y, 0.3],
{z,50, 80,5}, {y, 50, 80, 5}]]

MatrixForm|Table[Rgumbelnettodijffi[z, y, 0.6] /fiiggetlennettodijffi[z, y, 0.6],
{z,50,80,5}, {y, 50, 80, 5}]]

MatrixForm|Table[Rgumbelnettodijnd[z, y, 0.6] /fiiggetlennettodijnd|zx, y, 0.6],
{z,50, 80,5}, {y, 50, 80, 5}]]

MatrixForm|Table[Rclaytonnettodijffi[z, y, 0.6] /fiiggetlennettodijffi[z, y, 0.6],
{z,50,80,5}, {y, 50, 80, 5}]]

MatrixForm|Table[Rgumbelnettodijnd[z, y, 0.6] /fiiggetlennettodijnd|z, y, 0.6],
{z,50, 80,5}, {y, 50, 80, 5}]]

MatrixForm|Table[Rclaytonnettodijnd|z, y, 0.6]/fiiggetlennettédijng[z, y, 0.6],
{z,50,80,5}, {y, 50, 80, 5}]]

A szamolasok soran két kopulat is hasznaltam, igy meg tudom vizsgalni,
hogy melyik &raz jobban:
MatrixForm|Table[Rgumbelnettodijffi[z, y, 0.3] /Rclaytonnettodijffi[z, y, 0.3],
{z, 50, 80,5}, {y, 50, 80, 5}]]
MatrixForm|Table[Rgumbelnettodijnd|z, y, 0.3] /Rclaytonnettodijnd[z, y, 0.3],
{z, 50, 80, 5}, {y, 50, 80, 5}]]
MatrixForm|Table[Rgumbelnettodijffi[z, y, 0.6] /Rclaytonnettodijffi[z, y, 0.6],
{z,50, 80,5}, {y, 50, 80, 5}]]
MatrixForm|Table[Rgumbelnettodijnd|z, y, 0.6] /Rclaytonnettodijnd[z, y, 0.6],
{z, 50, 80, 5}, {y, 50,80, 5}]]

Lathato, hogy a méatrix mellékatloja f6lott a Clayton-kopula éraz olcséb-
ban, alatta pedig a Gumbel-Hougaard-kopula, igy a belépési korparok fliggvé-
nyében lehetne alkalmazni a megfelel kopulat. Az élethosszak kozotti fiig-
gbséget felhasznélva 1j arazasi modszert lehetne bevezetni a biztositoknal,
amellyel kedvez&bb aron tudnak kinalni a termékeiket, ezzel ndvelve a keresletet,
illetve kisebb kockazattal, koltséghatakonyabban miikodhetnének a biztositok.
Sajnos itthon nincsen olya kézponti adatbazis, amelyben hazasparok szere-
pelnének, a biztositok pedig titkositottak ezeket az adatbéazisaikat. Nagyobb
adathalmazzal pedig valoszintileg nagyobb korrelacios egyiitthato adédott volna,

igy még olcsobb dijakat kaphatnank.
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