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1. Bevezetés

A dolgozatban a véletlen particidk generdldsdval foglalkozom. Ehhez [n] = {1,2,...} egyen-
letes véletlen permutdciéjat hasznalom fel. Ez a kétparaméteres felcserélhet6 véletlen particiok
csalddjanak vizsgdlatdhoz vezet, melyek kiilonb6z6 médokon jellemezhet6ek, és szoros kapc-
solatban allnak a gamma és stable subordintarokhoz(?).

A Kinai étterem reprezentacio

Ez a folyamat egy o,, véletlen permutaciét definidl az [n] := {1, ...,n} halmazon ugy, hogy
a II,, véletlen particikat o, ciklusai generdljak. Igy a pozitiv egész szamok legaltaldnosabb
véletlen particiéihoz jutunk.

A kétparaméteres modell
Ez a bekezdés legfobbképp a természetes szamok véletlen particioval foglalkozik, melyet valds
szamok egy («v, #) parjaval paramétereziink. Ezzel a G E'M («, 0)(Griffith-Engen-McCloskey),
illetve sorba rendezett esetben a PD(«, 6) (Poisson-Dirichlet) eloszldsokhoz jutunk.



2. A Kkinai étterem reprezentacio

Konzisztens véletlen permutaciok
Tekintsiik a (0,,,n = 1,2, ...) véletlen permutdciok egy sorozatit a kovetkezSképpen:

1. 0, egyenletes véletlen permutécidja [n]-nek, minden n-re.

2. Ha o, adott a ciklusokbdl minden n-re, akkor o,,_1-et kapjuk, ha o,, ciklusabdl toroljiik
az n. elemet.

Példaul, a sztenderd jeloléseket hasznélva:
ha o5 = (134)(25) akkor o4 = (134)(2);
ha o5 = (134)(2)(5) akkor o4 = (134)(2).
Konnyen beldthatd, hogy a fenti eljardssal a kovetkezd eljarasnak megfeleld eloszlasu o, soroza-
thoz jutunk:
Egy kezdetben iires étteremben korldtlan szdmu kerek asztal 4ll rendelkezésre, 1; 2;... szd-
mozassal, és minden egyes asztalhoz korlatlan szamud ember iilhet. A vendégek is 1; 2;.... sza-
mozasudak, és egyenként foglalnak helyet a kvetkezOk szerint:

Egyszertii véletlen iilésrend

Az els6 ember az els6 asztalhoz iil. Az n+1-edikhez tegyiik fel, hogy mar n ember helyet
foglalt valamelyik asztalndl Ggy, hogy minden j-re (1 < j < k), ahol k az olyna asztalok
szdma, amelynél az elsé n ember iil. Az n+1-edik vendég a kovetkezd n+1 hely koziil egyenld
valdszinliséggel valaszt: a j. vendég bal oldaldra (1 < j < n), vagy egyediil iil a k+1-dik asz-
talhoz.

Legyen o0, : [n] — [n] a kovetkez6: ha az n. vendég érkezése utdn az i. és a j. vendég egy
asztalndl i, i. a j. bal oldalan, akkor o, (i) = j, és ha az i. vendég egyediil iil egy asztalnil,
akkor o, (1) = i.

o, ekkor kielégiti a (1) ill. (2) feltételeket.

Ebbdl a konstrukciobdl az egyenletes véletlen permuticiok sok tulajdonsiaga kiolvashato.

Az n. vendég érkezése utdn az asztalokndl il emberek szama a kovetkezoképpen alakul:

K, = {oyciklusai} = Z1 + .... + Z,

ahol Z; az indikdtora annak az eseménynek, hogy a j. vendég uj asztalhoz iil. A konstrukcié

miatt a Z;-k fiiggetlen Bernuolli(1/j) valoszintiségi valtozok, ezért:

Kn Kp,—logn d
logn (logn)1/2 - Bla

ahol B; a standard Gauss eloszlas.

Legyen II,, a 0, ciklusai dltal generalt véletlen particidja [n]-nek. Ekkor II,, az [n] felcserélhet6
véletlen particiGja, és II,, konzisztens, ahogy n viltozik. Igy a I, = (IL,,) sorozat az N egy
felcserélhetd véletlen particidja. Legyen X, annak az eseménynek az indikatora, hogy az n+1.
vendég az els6 asztalhoz iil. Ekkor az (X,,),>1 egy felcserélhetd sorozat, ami a Pdlya-féle
urnamodellnek az eredménye, a = b = 1-re. Ezért S,, = X; + ... + X, egyenletes eloszlasu

— 1 majdnem biztosan, és
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a {0; 1;...;n}-on. Ugyanigy az S,, + 1 méretii ciklusa az 1-et tartalmazé o, 1-nek egyenletes
eloszlasui a {1;...;n+1}-en. Az aszimptotikus gyakorisdga a o, l-et tartalmazd osztilyainak,
majdnem biztosan korlétos, 5,, = n-nel, ami természetesen egyenletes eloszlasu a [0; 1]-en.

A hatareloszlasok

Legyen (N, 1;...; Ny k,,) a II,, blokkjainak mérete, az elemek megjelenése szerinti sorrend-
ben. Az éttermes modell szerint NN;, az i. asztalndl {ilok szdma, amikor n ember van az ét-
teremben. Az el6zGek szerint IV, ; egyenletes eloszlasi [n]-en. Hasonl6an, adott N, ; = n; <
n, esetén N, o is egyenletes eloszlasi [n — ny]-en, és igy tovdbb. Ez a diszkrét egyenletes
"stick-breaking" séma, melynek eloszldsa, ha n — oo, a relativ gyakorisaga o,, ciklusainak a
méretének (IV,,;/n;i > 1) tart a folyamatos egyenletes "stick-breaking" folyamathoz eloszlas-

ban.
<P17P2?"‘) — (Ul,UfUQ,...),

ahol U;-k fiiggetlen U|0, 1] véltozdk, és U~ = 1 — U. Ekkor a hozz4 tartoz6 EPPF:

k
1
— L |
po1(n,...,ng) = o 'l_ll(nz 1)l

Altalanositas:

A kinai étterem folyamat konnyen éltalanostihatd, ha a o,, permutédcidk sorozatahoz tartozé
Teo ‘= (m,) a legéltaldnosabb felcserélhetd particidja az egész szamoknak. A hozza tartozd
EPPF: p(ny, ..., n;) megadja minden (n4, ..., ny)-ra annak a val6szintiségét, hogy m, az [n]-et
éppen (nq, ..., nj) méretli halmazokra osztja. A kinai éttermes meggondoldsb6l most csak a o,
ciklusok ltal generalt particidkkal foglalkozunk. Igy 1 < i < K,,-re az dllitds, miszerint az
n+1-edik ldtogaté az i. asztalhoz iil, azt jelenti, hogy 7, az [n + 1] olyan particidja, melynek
[n]-re val6 megszoritdsa ,,, és n+1 a m, i. osztdlydhoz tartozik. Hasonléan, ha az n+1. vendég
4j asztalhoz iil, akkor nk. fgy 1 <1 < K,,-re az 4llitds, miszerint az n+1-edik latogat6 az i.
asztalhoz iil, azt jelenti, hogy 7, az [n+ 1] olyan partici6ja, melynek [n]-re valé megszoritdsa
T, egy {n-+ 1} kiilon blokkal. Adott végtelen EPPF-hez tartoz6 felcserélhetd random particidja
a természetes szamoknak konstrudlhat6 a kovetkezoképpen:

Véletlen iilésrend egy felcserélheto particiohoz:
Az elsd vendég az elsd asztalhoz iil. Ha n-ig adott 7, particid, az els6 n ember helyével, k
asztallal, akkor az n+1. vendég:

e aj.asztalhoz il p(...,n; +1,...)/p(n,...,n;) valészintséggel
e (j asztalhoz iil p(ny,...,ny, 1)/p(ny,. .., nk) valészintiséggel

. Ez megfelel a feltételeknek. Az iiltetési rendek legtobbje altal generdlt m nem felcserélhetd.
Kingman elmélete szerint annak, hogy felcserélhet6 particiét kapjunk, sziikséges feltétele,



hogy minden i-re 1étezik egy majdnem biztos hatdreloszlds az i. asztalndl iil6k szdméra. En-
nek elérésének a legegyszerlibb méodja a kdvetkezo:

Véletlen iilésrend egy parcialisan felcserélhet6 particiohoz
Legyen P;,7 = 1,2, ... nem negativ véletlen valtozok tetszdleges sorozata igy, hogy Zle P <
1. Adott P;,i = 1,2,... sorozathoz az elsé ember iiljon az els6 asztalhoz, és ha n-ig adott az
tilésrend k asztallal, akkor az n+1. ember:

e aj-dik helyre iil P; val6szintiséggel
e 1j asztalhoz il 1 — Zle P; val6szintiséggel.

A konstrukci6 és a nagy szdmok torvénye miatt igy 1éteznek a hatareloszlasok, melyek éppen
a P;-kel egyeznek meg. Az adott P, sorozatra meghatdrozhat6 annak a valészindisége, hogy [n]
éppen (nq, ..., ny) méretd blokkokra bomlik. Ez a kovetkez6 formuldval fejezhet6 ki:

k k—1

plur.om) = B[] 2 T =30 Pl (1)

=1 i=1

1. Tétel:. Legyen (P;) nem negativ véletlen vdltozok sorozata ugy, hogy Zle P, <1.p(ng,...,ng)-
t pedig az eloz6 formuldval hatdrozzuk meg.

1. 3 7wy felcserélhetd véletlen particioja a természetes szamoknak, melynek blokkjainak

siiriisége megjelenési sorrendben (P, ) eloszldsa ( P;) akkor és csak akkor, hap(ny, . .., ny)
fiiggvény szimmetrikus fiiggvénye (ny, . .., ny)-nek minden k-ra.

2. Ha 7 ilyan felcserélhetd véletlen particioja a természetes szamoknak , akkor a m-hez
tartozo EPPF: p(ny,...,n.) a (1.) alapjdn adédik P; = P, -vel...

3. A kétparaméteres modell

(c,0)) iiltetési rend Az n. 1épésben k elfoglalt asztallal az i. asztalndl il6k szdma n;. A
kovetkezd vendég

e azi. asztalhoz iil (n; — «)/(n + ) valdszintiséggel
e Ujasztalhoz iil (0 + ka — «)/(n +0).

A val6szintiségek tulajdonsdgainak megfeleltetve o és 6 a kovetkezOk szerint vélaszthatok.
o a=—k <0é& 0 =mxvalamely m = 1,2, ... esetén.

e vagy 0 < aa<1és6 > —a.



Ekkor a kovetkez6 eseteket vizsgaljuk:

(o = =k < 0) és 0 = mr valamely m = 1,2,... esetén) Ekkor 7 eloszldsa m x
paraméterd szimmetrikus Dirichlet.

(o = —k és 0 > 0 esetén) Ez az el6z0 eset gyenge limesze, ha k — 0 és mk — 6. A
Blackwell-MacQueen urnamodellhez hasonléan 7 eloszldsa 6 paraméterd Dirichlet folyamat-
bdl vett mintdknak felel meg.
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(o =04és 0 = 1 esetén) Az el6z6 modellt adja.

0 < a<1lést > —aesetén)



