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1. Bevezetés

A dolgozatban a véletlen particiok generéldsaval foglalkozom. Ehhez [n] = {1,2,...}
egyenletes véletlen permutdcidjat hasznalom fel. A véletlen permutdcidk generdlasanak
egyszerli médja a Kinai étterem folyamat. F6ként ennek vizsgélataval foglalkozom.
Maisik megkozelitést ad a véletlen egész szamok primtényezds felbontdsa, melynek sordn
egy olyan ¢\ sorozathoz jutunk, amelyre C\"p; + CS”p, + ... = n. Ekkor a kapott
(™ ¢ .. O vektort vizsgélhatjuk.

A témahoz tovibba szorosan kapcsolddik a kétparaméteres modell, melynek megszoritisa

a Kinai étterem folyamat. A témakorben szerepld folyamatok hatdreloszldsa kiilonbozi
paraméterti Poisson-Dirichlet, illetve Griffith-Engen-McCloskey eloszlasok.

Bizonyos urnamodellekhez, illetve utddlasi folyamatokhoz is hétteret ad az elmélet. A
kiilonboz6 leképezések elméletét Aldous vizsgdlta, melynek eredményeképp a 0 = 1/2
paraméterti Poisson-Dirichlet eloszlast kapta. Tovabba kapcsolat fedezet6 fel a Ewens-
Sampling formuldval, amely § = 1 paraméterre az egyenletes eloszldsu véletlen permuta-
cidkat jellemzi.

A ChinesePartition néven megirt program a Kinai étterem folyamatot reprezentalja. El-
lenSrz6m ré a kivéant hatéreloszlastételek teljesiilését. Erdemes lehet megfigyelni az eltéréseket
a Mathematica beépitett RandomPartition parancsaval szemben. Szembe6tld, hogy a Chi-
nesePartition lényegesen gyorsabban fut, nagysagrendekkel nagyobb szdmokra alkalmazhato,
ami a két parancs miikodési elvébdl egyértelmiien kovetkezik. A RandomPartition létre-
hozza az 6sszes lehetséges permuticiot, majd ebbdl vélaszt véletlenszerien, mig a Chine-
sePartition az 4j elemek bevételével folyamatosan generélja a permutaciot, igy a particiot

is. A vizsgalt szempontok (ciklusok szdma, leghosszabb ciklus mérete, egy hosszu cik-
lusok szdma) esetében is latszik a kiillonbség a két mddszerrel kapott particiok kozott. A
témakort érintd tovabbi megkozelitésekhez is irtam megfeleld, dket generdld programot,

igy vizsgalhat6 a kétparaméteres modell, illetve a primtényezdk altal 1étrejovo ciklusok
tulajdonsagai is megfigyelhetdk.

A Kinai étterem reprezentacio

Ez a folyamat egy o, véletlen permutdciét definidl az [n| := {1,...,n} halmazon
tigy, hogy a II,, véletlen particidkat o, ciklusai generaljdk. Igy a pozitiv egész szamok
legaltaldnosabb véletlen particiéihoz jutunk.

A kétparaméteres modell

Ez a bekezdés legf6bbképp a természetes szamok véletlen particidval foglalkozik,

melyet valds szamok egy («, #) parjaval paramétereziink. Ezzel a GEM («, 0)(Griffith-
Engen-McCloskey), illetve sorba rendezett esetben a PD(«, #) (Poisson-Dirichlet) elos-



zlasokhoz jutunk.

Véletlen egészek primtényezos felbontasa

Ha N(n) az [n] = {1,2,...,n} halmaz egy véletlen vilasztott eleme, és N(n) =
piips? ... felirdsdban p; < po < ... primtényezdk c; kitevoi vizsgalhatok.



2. A Kkinai étterem reprezentacio

2.1. Konzisztens véletlen permutaciok
Tekintsiik a (0,,,n = 1,2, ...) véletlen permutécidk egy sorozatit a kovetkezSképpen:
1. o, egyenletes véletlen permutdciéja [n)-nek, minden n-re.

2. Ha o, adott a ciklusokbdl minden n-re, akkor o, _;-et kapjuk, ha o, ciklusabdl
toroljiikk az n. elemet.

Példaul, a sztenderd jeloléseket hasznalva:
ha o5 = (134)(25) akkor o4 = (134)(2);
ha o5 = (134)(2)(5) akkor o4 = (134)(2).
Konnyen belathat6, hogy a fenti eljarassal a kovetkez6 eljarasnak megfeleld eloszlasu o,
sorozathoz jutunk:

Egy kezdetben iires étteremben korldtlan szamu kerek asztal 4ll rendelkezésre, 1;2; . ..
szamozdssal, €s minden egyes asztalhoz korldtlan szdmu ember iilhet. A vendégek is
1;2; ... szdmozdasuak, és egyenként foglalnak helyet a kovetkezdk szerint:

2.2. [Egyszerii véletlen iilésrend

Az els6 ember az elso asztalhoz iil. Az n + 1.-hez tegyiik fel, hogy mar n ember helyet
foglalt valamelyik asztalndl dgy, hogy minden j-re (1 < j < k), ahol k az olyan asztalok
szama, amelynél az els6 n ember iil. Az n + 1. vendég a kovetkezd n + 1 hely koziil
egyenls valdszintiséggel vdlaszt: a j. vendég bal oldaldra (1 < j < n), vagy egyediil iil a
k 4 1. asztalhoz.

Legyen o, : [n] — [n] a kovetkezd: ha az n. vendég érkezése utdn az i. és a j. vendég
egy asztalndl iil, i. a j. bal oldalan, akkor o, (i) = j, és ha az i. vendég egyediil iil egy
asztalndl, akkor o, (i) = 1.

o, ekkor kielégiti az (1) illetve a (2) feltételeket.

Ebbdl a konstrukciobdl az egyenletes véletlen permutaciok sok tulajdonsdga kiolvashat6.
Az n. vendég érkezése utdn az asztalokndl il emberek szdma a kovetkez&képpen alakul:

K, = {o,ciklusai} = Z1 + .... + Z,

ahol Z; az indikatora annak az eseménynek, hogy a j. vendég 1j asztalhoz iil. A konstruk-
ci6 miatt a Z;-k fiiggetlen Bernuolli(1/j) valészinliségi véltozok, ezért:

l(f;"n — 1 majdnem biztosan, és g;g—;;g/g 4 B,

ahol B; a standard Gauss eloszlas.

Legyen II,, a 0, ciklusai altal generdlt véletlen particidja [n]-nek. Ekkor II,, az [n]
felcserélhet véletlen particidja, és I1,, konzisztens, ahogy n valtozik. Igy a I, = (I1,,)
sorozat az N egy felcserélhetd véletlen particiéja. Legyen X,, annak az eseménynek az
indikdtora, hogy az n + 1. vendég az elsé asztalhoz iil. Ekkor az (X,,),>; egy felc-
serélhetd sorozat, ami a Polya-féle urnamodellnek az eredménye, a = b = 1-re. Ezért
S, = Xj+...+ X, egyenletes eloszldst a {0; 1; ...; n}-on. Ugyanigy az S,, + 1 méret cik-
lusa az 1-et tartalmaz6 o,,,1-nek egyenletes eloszldsd a {1; ...; n+1}-en. Az aszimptotikus
gyakorisdga a o,, 1-et tartalmazé osztdlyainak, majdnem biztosan korlétos, S,, = n-nel,

ami természetesen egyenletes eloszlasi a [0; 1]-en.
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2.3. A hatareloszlasok

Legyen (N, 1;...; Ny k, ) a II,, blokkjainak mérete, az elemek megjelenése szerinti sor-
rendben. Az éttermes modell szerint [V, ,, az ¢. asztalndl Gilok szdma, amikor n ember
van az étteremben. Az el6zGek szerint IV, ; egyenletes eloszldsu [n]-en. Hasonl6an, adott
N,1 = ny < n,esetén N, , is egyenletes eloszlast [n—n;]-en, és igy tovabb. Ez a diszkrét
egyenletes "stick-breaking" séma, melynek eloszldsa, ha n — oo, a relativ gyakorisdga
o, ciklusainak a méretének (NN,,;/n; ¢ > 1) tart a folyamatos egyenletes "stick-breaking"
folyamathoz eloszlasban.

(Pl,pg, . ) — (UbUlUQ, . .),

ahol U;-k fiiggetlen U0, 1] véltozok, és U = 1 — U. Ekkor a hozz4 tartozé EPPF:

k
1
pO,l(nh s 7nk’) = Er{(nl - ]')‘

2.1. Megjegyzés:. EPPF (exchangeable partition probability function):
Az [n] bdarmely { Ay, ..., Ay} particidjdra

P(m, = {A1, ..., Ar}) = p(|Aul, - -, [Ag])

azn (ny, ..., ng) kompozicidjanak valamely p szimmetrikus fiiggvénye. Ezt a p fiiggvényt
nevezziik a m,, EPPF-jének.

2.4. Altalanositas

A kinai étterem folyamat konnyen altalanosithatd, ha a o, permuticiok sorozatdhoz tar-
t0z6 T := (m,) a legdltaldnosabb felcserélhetd particiGja az egész szamoknak. A hozza
tartoz6 EPPF: p(n, ..., n;) megadja minden (n, ..., ny)-ra annak a valdszintiségét, hogy
T, az [n]-et éppen (nq, ..., ny) méretd halmazokra osztja. A kinai éttermes meggondolds-
b6l most csak a o, ciklusok 4ltal generélt particiékkal foglalkozunk. Igy 1 < i < K,-re
az éllitds, miszerint az n + 1. litogatd az i. asztalhoz iil, azt jelenti, hogy 7,1 az [n + 1]
olyan partici6ja, melynek [n]-re valé megszoritdsa 7,,, és n+1 a 7, i. osztdlydhoz tartozik.
Hasonl6an, ha az n + 1. vendég tj asztalhoz iil, akkor nk. Igy 1 < i < K,,-re az allitds,
miszerint az n + 1-edik latogaté az i. asztalhoz iil, azt jelenti, hogy 7,1 az [n + 1] olyan
particija, melynek [n]-re valé megszoritasa m,, egy {n-+ 1} kiilon blokkal. Adott végtelen
EPPF-hez tartozé felcserélhetd random particidja a természetes szamoknak konstrudlhaté
a kovetkez6képpen:

2.5. Véletlen iilésrend egy felcserélhet6 particiohoz

Az elsd vendég az els6 asztalhoz iil. Ha n-ig adott 7, particid, az elsé n ember helyével,
k asztallal, akkor az n + 1. vendég:

e aj. asztalhoz il p(...,n; +1,...)/p(ny,...,ny) valészintiséggel
e Gj asztalhoz iil p(ny,...,nk, 1)/p(ny,. .., nk) valészintiséggel.



Ez megfelel a feltételeknek. Az iiltetési rendek legtobbje éltal generdlt 7., nem felc-
serélhetd. Kingman elmélete szerint annak, hogy felcserélhetd particiét kapjunk, sziik-
séges feltétele, hogy minden i-re 1étezik egy majdnem biztos hatareloszlas az 7. asztalnal
il6k szamdra. Ennek elérésének a legegyszerlibb mddja a kovetkezd:

2.6. Véletlen iilésrend egy parcialisan felcserélheto particiohoz

Legyen P;,: = 1,2,... nem negativ véletlen véltozdk tetszSleges sorozata igy, hogy
Zle P; < 1. Adott P;,i = 1,2, ... sorozathoz az els6 ember iiljon az els6 asztalhoz, és
ha n-ig adott az ilésrend k asztallal, akkor az n + 1. ember:

e a j. helyre iil P; valosziniiséggel

e Gj asztalhoz iil 1 — 3% | P, val6szintiséggel.

- J

15t table ond ¢ahle kth table new table

A konstrukci6 és a nagy szamok torvénye miatt igy 1éteznek a hatareloszlasok, melyek
éppen a P;-kel egyeznek meg. Az adott P; sorozatra meghatarozhat6 annak a valészintisége,

hogy [n] éppen (ni,...,nx) méretd blokkokra bomlik. Ez a kovetkez$ formuldval fe-
jezhetd ki:
k k—1 i

p(ms. o) = B[ TP [IO =3 P M

1=1 =1

2.1. Tétel:. Legyen (P;) nem negativ véletlen vdltozok sorozata ugy, hogy Zle P, <1
p(na, ..., ng)-t pedig az el6z6 formuldval hatdrozzuk meg.

1. 3 7o felcserélhetd véletlen particidja a természetes szamoknak, melynek blokk-
Jainak siiriisége megjelenési sorrendben (P;) eloszldsa (P;) akkor és csak akkor, ha
p(na, ..., ng) fiiggvény szimmetrikus fiiggvénye (ni, . .., ny)-nek minden k-ra.

2. Ha Ty ilyen felcserélhetd véletlen particidja a természetes szamoknak , akkor a
Too-hez tartozé EPPF: p(ny, ... ,ny) a 1. képlet alapjdn adodik P; = P;-vel.
2.7. A ciklusok szamanak egyiittes eloszlasa

Egy permutici6 ciklusait megadhatjuk a kovetkez6képpen: ¢ = (cq,...,¢,) € ZT; ahol
c; a j méretl ciklusok szdmat jeloli. Ekkor c-t a permutaci6 tipusdnak nevezziik. A ¢



szerint adott ¢; méreti ciklusokkal rendelkez6 permutacidk szamat jeloljik N (n,c)-vel!
N(n, ¢) kiszdmitdsasra a Cauchy-formulat haszndlhatjuk:

N(n,e) =1 {Zycj —n}H C) %

7j=1

Ha a permutéciot egyenletesen és véletleniil valasztottuk a lehetséges n! szami .S, per-
mutédciobdl, akkor a j hosszu ciklusok C’](-”) szamai fiiggnek egymastol. Ekkor az egyiittes
eloszlés szintén a Cauchy formuldbdl kovetkezik, és a kovetkez6képp adhaté meg:

P[Cw:c]:lzvn c) {Zyg-n}ﬂ(%)%

j=1
valamely c pozitiv egész szamra.

2.2. Tétel:. A ciklusok szdamldloja eloszldsban a a természetes szamokon értelmezett j—!

vdrhato értékii Poisson folyamathoz tart. Vagyis, ha n — oo,

™ o™ )L (2, s, ),

ahol Z;, j = 1,2, ... fiiggetlen Poisson eloszldsu véletlen vdltozok % vdrhato értékkel.



3. A kétparaméteres modell

3.1. («,0) iiltetési rend
Az n. 1épésben k elfoglalt asztallal az 7. asztalnal iil6k szdma n;. A kovetkez6 vendég
e azi.asztalhoz il (n, — a)/(n + 6) valészintiséggel

e Uj asztalhoz il (0 + ka — a)/(n + 0).

Lo 0~ e o b+ ko

n+l p——y n+é n+é

18t tahble and ahle ktH able new table
A val6szintiségek tulajdonsagainak megfeleltetve o és 6 a kovetkezdk szerint valaszthatok.
e a=—k <0é&s 0 =mxvalamely m = 1,2, ... esetén.

o vagy0 < aa<1és6 > —a.

Ekkor a kovetkezd eseteket vizsgaljuk:

(= -k <0) és 0 =mrk valamely m = 1,2, ... esetén:
Ekkor 7., eloszlasa m~ paraméterli szimmetrikus Dirichlet.

a=—k € 0 >0 esetén:

Ez az el6z6 eset gyenge limesze, ha k — 0 és mx — 6. A Blackwell-MacQueen ur-
namodellhez hasonléan 7, eloszldsa 6 paraméterii Dirichlet folyamatbdl vett mintdknak
felel meg.

a=0 é =1 esetén:

Az el6z6 modellt adja.

O<a<lés 6> —a esetén:
Az o indexd "stable subordinator'-ral rokon esethez vezet.

3.1. Tétel:. Tegyiik fel, hogy a természetes szdmok egy T felcserélhetd véletlen particio

blokkjainak P; a siiriisége (az elemek megjelenési sorrendjében) gy, hogy 0 < Py < 1
majnem biztosan, és igaz rd a kovetkezok valamelyike:
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1. T [n]-re valo megszoritdsa mt, Gibbsp) (v, w.) particio, ami azt jelenti, hogy a hozzd
tartozo EPPF szorzat alakii, nem negativ v, és w, sorozatok pdrjaira, vagy

2. a ]5] siriiségek szorzat alakiiak, valamely W; véletlen valtozokra.

Ekkor ., eloszldsdt vagy a kétparaméteres modell determindlja valamely («, 6) pdrra,
vagy "coupon collectors partition” valamely m = 2,3, . . .-ra.
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4. Véletlen egész szamok és primtényezos felbontasuk

A véletlen permuticiok témdja megkozelithetd a véletlen egész szdmok primtényez6s
felbontasan keresztiil is. Vizsgalhatjuk a hasonldsagot, illetve az eltéréseket a korabbi
véletlen permutédcidkhoz képest.

Minden egést szam egyértelmiien felbonthaté primek szorzatdra. Példaul m = 220 prim-
felbontdsaban a 2 kettd, az 5 egy és a 11 is egy kitevovel szerepel. Ekkor jellemezhetjiik
m-et egy c tipus jelz6vel, ahol ¢ egy vektor, amely a (c,) szdmokbdl tevédik Ossze. A
(¢p)-ket pedig az adja meg, hogy a p primtényez$ mekkora kitevGvel szerepel az adott
szdm felbontdsdban. Tehdt ¢ = (cg, ¢35, ¢5, . . .), Ggy, hogy m = []p. Esetiinkben, az
m = 220 tipusa a kovetkez6: ¢ = (2,0,1,0,1,0,1,...).

4.1. Prim faktorok egyiittes eloszlasa

Adott ¢ tipusra 1 vagy 0 neki megfelels egész létezhet az [n] = {1,2,...,n} halmazbdl,
attdl fiiggben, hogy [ ., p™ < n teljesiil-e. Legyen N = N(n) az [n] szdbdl egyen-
letesen véletlen vélasztott egész szam. Az N (n) primtényezss felbontdsiban szerepld p
primek C™ kitevéi véletlen véltozék. Amennyiben p > n, C™” = 0 adédik. fgy

N = [T»™" = T]»"

p<n p

egyenletes eloszldst [n]-en és C(™) = (C’én), C':,()n), ...) adott a kovetkez6 képlettel:

1
P[C® = = -1 logp <1 € 7.
[ c]=- ;cp ogp <logn o ,ce€ Z3
4.2. Prim faktorok marginalis eloszlasa

Egy k > 0 szdmra az, hogy C’I()n) > k azt jelenti, hogy N(n) a p* tobbszorose. Ekkor
N(n) € [n] [n/p*] értéket vehet fel. Tehat

1

P [C’I(,”) > k] = - [n/p"], 2
amibdl pedig
1
P = K] = * (|n/p*] ~ /o). G

Az egyiittes eloszlast is jellemezhetjiik: jeldlje 7(b) a b-nél kisebb vagy egyenld primek

szamat. Ekkor valamely ¢ = (¢,,p < b) € Z7"

esetén
P[C" > <pl =2
[p _Cpap_b]_ﬁtn/dJ7

ahol d =[], p.

11



4.3. Prim faktorok hatareloszlasa

A 2 képletbdl egyértelmiien kovetkezik, hogy barmely p primre és k pozitiv egész szamra,

- (-3

han — oo, vagyis Cf(,n) eloszlasban egy 1/p paraméteri geometriai eloszlasu Z, véletlen
valtozohoz tart. Hasonléan a 3 képletbdl ¢ = (c,,p < b) € Zi(b), han — oo,

e -si-1(-3) )

p<b

ahol a jobb oldal éppen P [Z,, = ¢,, p < b]-nek felel meg, vagyis a geometriai eloszlasu
Z, valoszinliségi véltozok fiiggetlenek. Tehat

. C\ ) d (Ze, Zs, .. ).
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5. A kapott programokrol

A Mathematica-val készitett programokban a kovetkez6 eredményekre jutottam, illetve
az aldbbi kérdéseket vizsgaltam:

5.1. A ChinesePartition program
5.1.1. A program

A ChinesePartition nevl program a Kinai étterem folyamat szerint hoz 1étre véletlen parti-
ciot. Ennek masik része a ChinesePartitionuj, amelyben az érkez6k sorrendjét is nyomon
kovethetjiik.

5.1.2. A leghosszabb ciklus mérete

A ChinesePartitionnal kapott legnagyobb ciklus méretét a RandomPartitionnal generalt
permutéicidkéval vetem Ossze. Mivel a Kinai étterem folyamat esetében nagyobb az esé-
lye, hogy az 1) érkez6 nagyobb asztalhoz iil, igy a nagyobb ciklusok kialakuldsa valdsziniibb,
mint ha véletlen vdlasztunk az 6sszes permutacio koziil. A kapott dbran ez szé€pen latszik.

5.1.3. A ciklusok szama

A ciklusok K, szdmadra teljesiil, hogy hf;”n — 1, melyet a szamitdsok is aldtdmasztanak.

Ha tobb permutécidt is 1étrehozunk és ezek atlagat vizsgéljuk, akkor egyértelmiibben erre
az eredményre jutunk.

A ciklusok szamdra is a vart adatokat kapjuk a RandomPartitionnal szemben, ugyanis a
ChinesePartition esetében kisebb az esély egy tj ciklus létrejottének. Igy a ciklusok szama
nagyobb, ha a RandomPartitionnal hozzuk 1étra.

A ciklusok hosszainak 6sszeszdmléldsara a ciklus nevii program hasznalhat6.

5.1.4. Adott hosszisagu ciklusok szama

Az 1 hosszu ciklusok szdma is jelentss eltérést mutat a RandomPartitionnal szemben,
hiszen a a Kinai étterem folyamat esetében a konstrukciobdl kovetkezik, hogy kisebb
valdszintiséggel jon 1étre 4j ciklus, illetve a meglévd ciklusok nagyobb valészintiséggel
ndnek meg.
A végzett szamitdsok tovabba aldtdmasztjak, hogy a j méreti ciklusok ardnyédnak a varhat6
értéke 1/5.

5.2. Véletlen iiltetési rend adott valésziniiségekhez

Itt 1étrehoztam egy megfeleld sorozatot, melyek az adott asztalokhoz iilés valdszintiségeit
adjak. Ehhez a korabban emlitett modszer olyan véletlen iiltetési rendet hoz létre, melynek
éppen az adott valoszinliségek sorozata a hatdrértéke. Erre egy-egy példat generaltam.
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5.3. A kétparaméteres modell
5.3.1. A ketparameteres program

A ketparameteres nevli program a paraméterek fliggvényében létrehozza a particiokat.
Ennek hatareloszlésa is lathato a keletkezett dbréan.

5.4. Szamok primtényezos felbontasa

A szamok c-vel jelolt tipusa kaphat6 az itt megirt programokkal.

5.4.1. Véletlen szamok tipusa

A randomtipus egy adott szdmig véletlen valasztott szdm tipusét adja meg, a tipus pedig
egy altalunk valasztott egészre szamol.

5.4.2. Primek multiplicitasa

A multipl program egy &ltalunk vélasztott prim kitevdjét adja meg egy adott szamig
véletlen kapott szdm primtényezds felbontasaban.

5.5. Tovabbbi megjegyzés

Az 4ltalam irt ChinesePartition haszndlhat6 akar 10° nagysdgrendre is, mig a beépitett
RandomPartition fiiggvény csak ezres nagysagrendig miikddik. Ez jol 1atszik, ha megvizs-
gdljuk a két program futdsidejét.
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