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1. Bevezetés

A sejten beliili Ca®*-koncentracioban bekovetkezd valtozasok szamos élettani folya-
matot szabalyoznak, igy példaul a génexpressziot, a sejtciklust, a kemotaxist,
a mirigysejtek szekrécios aktivitasat és a szinaptikus ingeriiletatvivé anyagok
(neurotranszmitterek) felszabadulasat. A sejtek ingerlése hormonokkal vagy neu-
rotranszmitterekkel a citoszolikus Ca®"-koncentracié oszcillalasahoz vezet, ami
nagyon valtozo lehet a frekvencia, amplitudo és térbeli terjedés szempontjabol.
Ebben a valtozatossdgban rejlik az oszcillacié informacidtartalma a kiilonb6z6
jelatviteli folyamatokban. Igy, ha sikeriil meghataroznunk egy-egy adott modell-
ben ezeket a jellemzsket, lehetGségiink nyilik a kivant modon befolyasolni a fent
emlitett mechanizmusokat.

A kémiai és biologiai folyamatok viselkedését igen gyakran differencidlegyen-
letek, differencidlegyenlet-rendszerek segitségével szokas leirni, melyekben szerep-
16 paramétereket mérési adatok szolgaltatjak. Az ily modon kapott dinamikai
rendszerek kvalitativ vizsgilata lehetGvé teszi, hogy figyelemmel kisérjiik, hogyan
reagél az adott (pl. biologiai) rendszer viselkedése egy (vagy akar tobb) paraméter
valtoztatasara.

A dolgozatban kiilonb6zé folybiratokban bemutatott modelleket elemeztem. A
munka jelentds részét ezen modellek és a folyamatok bioldgiai hdtterének felku-
tatdsa és rendszerezése képezte. A szdmoldsokat sajat elgondolasaim alapjan
kiviteleztem.

Az alabbi célkittizések vezéreltek:

e betekintést nytjtani az intracellularis Ca?"-homeosztazisba, kiilonés hang-
silyt fektetve a dolgozatban targyalt modellek szempontjabol fontos aspek-
tusokra, valamint osszefoglalo képet adni a citoszolikus Ca®"-oszcillacié

mechanizmusaroél és jelenleg ismeretes modelljeirdl,

e a Ca’"-oszcillacio két gyakran idézett és szamos ujabb modell kiindulo-
pontjaként szolgalé modelljét szimbolikusan és numerikusan targyal-
ni, melyben kiilonos fontossaga lesz a paraméter (pl. hormon-koncentracio)

valtozasara bekovetkezd kvalitativ valtozasoknak,

o végiil pedig, egy konkrét élettani folyamat (a Ca®'-oszcillacionak az emberi
menstruacios ciklus szabélyozasaban betoltott szerepe) kapesan ravilagitani

a targyalt mechanizmusok alkalmazasi jelent&ségére.
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2. A sejt mint kompartmentek (rekeszek) rendszere

Az él6 sejteket az tn. sejtmembran (vagy plazmamembran) hatéarolja, amely
elvalasztja és egyben Ossze is koti a sejten beliili (intracellularis) teret a sejten
kiviili kornyezettel, az Gn. extracellularis térrel. A sejten beliili teret a sejtmag
koriil a sejtplazma (citoplazma) tolti ki, amely két részbél all: a citoszolbol, mely
vizben oldott szerves és szervetlen anyagokbol épiil fel és a citogélbdl, amelyben az
enzimek és a sejtvaz fehérjéi rendezetten helyezkednek el. A citoplazmaban talal-
hatoak a kiilonb6z6 sejtalkotok (sejtorganellumok), melyeket szintén membran
hatarol, elvalasztva belsejiiket a citoszoltol. Egy ilyen sejtalkoto az endoplazmés
retikulum (ER), mely a legkiterjedtebb membréanrendszer az intracellularis térben
(1. abra).

Centridlum

Riboszomak

Sejtplazma
Endoplazmatikus
retikulum

Sejtmagvacska

Kromoszomak

Mitokondrium

1. abra. A sejt felépitése. A sejtplazmaban lathato a kiterjedt membranrendszerrel rendelkezd
endoplazmés retikulum.

Az emlitett membranok szelektiven atjarhatoak a kiilonboz6 vegyiiletek sza-
méra, ezaltal képesek szabdlyozni, hogy mi léphet be a sejtbe, illetve a sejtor-
ganellumba, és mi hagyhatja el azt. Ez vonatkozik a kiilonb6z6 ionokra, tobbek

kozott a Ca?T ionra is.
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3. A citoszolikus Ca’"-koncentracié szabalyozasa

A Ca®" jonok a sejtek mikodéséhez elengedhetetlenek, az egyes, membrannal
hatarolt kompartmentek kozotti dramlasuk az alapja a sejten beliili jelatviteli
folyamatoknak. A legszélesebb korben alkalmazott intracellularis mésodlagos hir-
vivek. A koncentraciojukban bekovetkezd valtozasok szamos élettani folyamatot
szabalyoznak, igy példaul a génexpressziot, a sejtciklust, a kemotaxist, a mirigysej-
tek szekrécios aktivitasat és a szinaptikus ingeriiletatvivé anyagok (neurotransz-
mitterek) felszabadulasat.

Ismert, hogy a tartésan magas Ca?*-koncentracio sejtkarosodashoz, illetve sejt-
puszulashoz vezet, ezért nagyon fontos, hogy a sejtek korlatozni tudjak az intra-
cellularis Ca**-koncentracio novekedésének mértékét. A citoplazma szabad Ca?*-
koncentraciojat az ott talalhatoé Ca®'- két6 molekulak (in. kalciumpufferek) és a
plazmat hatarol6 membranok Ca®* szallité fehérjéi szabdlyozzdk (2.4bra). Ezen
szabalyozas eredményeként a citoszol szabad Ca®'-koncentracidja a sejtek nagy
részében 50 és 200 nM kozott van. Ez a koncentracio egy-két nagysigrenddel ala-
csonyabb mind az extracellularis tér (~1mM), mind pedig a sejten beliili sejtor-
ganellumok (pl. ER-ban >1mM) Ca®'-koncentraciéinal, a szabalyozashoz tehét
nagyon hatékony rendszerek sziikségesek. Ilyen koncentracidviszonyok mellett a
citoszol Ca?'- szintjének emelése leggazdasagosabban ioncsatornakon keresztiil
érhet el, csokkentése pedig aktiv Ca®T-transzporterek segitségével torténhet.

Ca?" elsésorban az extracellularis térbél és az endoplazmatikus héalozatbol,
vagy annak specializalt részeibdl aramlik be (2.abra). Ez utobbi képezi emlds sej-
tekben a gyorsan reagalo Ca’'-raktarat, mely a citoszol Ca®"- koncentraciojanak

szabdlyozott, gyors valtoztatasaiért felelGs.
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extracellularis tér

2. dbra. A sejt Ca’T-haztartasanak vazlata. A citoplazma kapcsolatban all az extracellularis
térrel és a kiilonb6z6 sejtalkotokkal, melyek koziil az endoplazmas retikulum (ER) bir a legna-

illetve ezen sejtalkotok membréanjainak ioncsatornai és a Ca?"-kst6 molekulak szabalyozzak (Ca-
B: Ca’" és Ca?"-k6ts molekula komplexe).

Az endoplazmas retikulum esetében a fent emlitett aktiv Ca®T-transzporter
az endoplazmas retikulum Ca®*-pumpaja (SERCA, sacro(endo)plasmic reticulum
Ca’T-ATPase), melyen keresztiil a Ca®"-t ATP-igényes aktiv transzport segit-
ségével felveszi, majd bizonyos (pl. hormonadlis, lasd késébb) ingerek hatéséara
a Ca’" az in. Ca’T-release csatornakon keresztiil felszabadul, ezzel nivelve a
citoszol Ca®*-koncentraciojat (3. abra). Ezek a release csatornak két kiilonbozd
csaladba sorolhatok, elnevezésiik pedig az Gket aktivalo masodlagos hirvivs (IPj:
inozitol- 1,4,5-trifoszfat) illetve a hozzajuk kot6d6 novényi alkaloida (rianodin)
alapjan rendre IP3 receptor (IP3R), illetve rianodin receptor (RYR). A dolgozat-

ban bemutatott modellek az IP3R miikodésére fokuszalnak.

]
c aZ+
(20-100 nn)

plasma membrane

3. dbra. Az ER membréanjan keresztiili Ca?"-aramlés vazlata. Az ER-bol a Ca?" a sejtszervecske
membranjaban talalhato IPsR-on (csatornan) keresztiil szabadul fel, ezzel névelve a citoszol
Ca®"-koncentraciojat. A kidramlott Ca?t-t az ER Ca®T-pumpéja széllitja vissza annak belse-
jébe, ezzel Ujra feltoltve a raktarat.
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4. (Ca’t-oszcillacio

4.1. Ca*"-oszcillacié a kisérletezd szemszdgébdl

Ahhoz, hogy a Ca’" 6nmagaban tobb folyamatot tudjon egymastol fiiggetleniil
szabélyozni, sziikséges, hogy az egyes specifikus jeleket ne pusztan a Ca’"-szint
kodolja, hanem annak térbeli és idébeli valtozasa is informaciot hordozzon.

Az él6 szervezetek az egyensilytol tavol miikdds nyitott termodinamikai rend-
szerek, miikodésiikhoz nagyfoku rendezettség kialakitdsa és fenntartésa sziikséges.
Az id6beli rendezettség elérésének egyik legkézenfekvébb modja a sejteknek vagy
azok csoportjainak szinkronizalt miikodtetése. Az €16 szervezetekre ezért altaldno-
san jellemzGek a ritmikus folyamatok.

Az intracellularis Ca*"-koncentracio tobb sejtben idébeli periodikussagot mu-
tat, oszcillal. A jelenséget kezdetben a periodikus Osszehuzodasokat produkald
izomsejtekben és a neuronokban ismerték, mignem a nyolcvanas évek kozepén
nem-ingerlékeny sejtekben is felfedezték, igy példaul a fertilizicié kapcsan pete-
sejtekben is. Bar a Ca®" szabalyozo szerepe mar régota ismert, az 1980-as évek
elejéig nem allt rendelkezésre megfelel6 modszer kisméretii egyedi sejtek citplaz-
matikus Ca?'-szintjének megbizhat6 és reprodukalhaté mérésére. Ezért a kiilon-
b6z6 hatasokra a sejt szintjén bekdvetkezd valtozasoknak kinetikdjat csak ezutan
lehetett felderiteni.

A koztudatba elsgként Woods és munkatarsai [Woods et al., 1986] 1986-ban,
a Nature-ben kozolt megfigyelései vonultak be, valojaban azonban mér néhany
évvel kordbban is megjelentek hasonlo kézlemények [Cutherson, Cobbold, 1985],
[Ueda et al., 1983], az els6¢ mar 1980-ban [O’Doherty et al., 1980 (melynek szer-
761 szabadkoznak is a szdmukra is hihetetlen megfigyelés miatt). 1986 utan
sorozatosan jelentek meg kiilonb6z6 sejtekben lejatszodo Ca® -oszcillaciokrol szolo
beszamolok, majd az oszcillaciok biokémiai mechanizmusanak felderitése is elkezdd-
dott.
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4.1.1. Az oszcillacié mechanizmusa

Bar Ca’™-oszcillaciokat méara mar nagyon sok sejtben leirtak, szinte nem talal-
hatunk két olyan sejttipust, melyben azok jellemzgi (pl. frekvencia, amplitudo)
megegyeznének (4a.abra). S6t, ugyanazon sejt kiilonb6zé ingerlésre kiilonb6z6 ti-

pust oszcillacioval valaszol (4b.abra).

a b
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4. adbra. Az oszcillacio jellemzGi. a: Kiildénb6z6 tipust sejtek kiillénbo6z6 jellemzokkel ren-
delkez6 oszcillacioval valaszolnak ugyanazon ingerlésre. A fels paneleken a fluoreszcens Ca®*-jel
lathato, az alsokon az egyes Ca®"-tiiskék kozdtt eltelt idsintervallumok hossza (ISI). b: Az astro-
cyta a kiilonb6z6 anyagokkal torténd ingerlésre (glutamat, ATP, hisztamin), kiilonbozé jellegi
oszcillacioval vélaszol.

Ez is mutatja, hogy mennyire komplex mechanizmussal 4llunk szemben, melynek
felderitése azonban elengedhetetlen az ismétlsds Ca®'-jeleket alkalmazo jelatviteli
ut miikodési rendellenességeinek orvoslasahoz. A folyamat bonyolultsagabol és a
vizsgaland6 rendszer sériilékenységébdl adodoan azonban ennek a jelenségnek a
molekularis hattere még korant sincs feltarva.

A legtobb sejttipusban az oszcillaciokban feltételezhetGen az IP3R jatszik kulcs-
fontossagu szerepet. Ennek mind az IPs, mind a Ca*" altali szabalyozasa nagyon

bonyolultnak tiinik, aminek molekularis részletei még nincsenek kellGen tisztazva.
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Az IP3R-ok nagy (~ 1200 kDa), homotetramer (négy azonos alegységgel ren-
delkezd) szerkezetii fehérjék. Az egyes alegységek négy transzmembran doménbdl
allnak, koztik egy, a citoplazmaba nytlé amino-termindlis doménnel és egy, a
karboxi-terminalis végen elhelyezkeds, hat darab membrant atérs régiobol allo
integralis Ca*"-csatornaval (5a.abra). Harom izoformijuk ismert, mindhrom
érzékeny Ca-ra és IPs-ra. Az IP5 amino-terminalis véghez valo bekitGdése egyes
feltételezések szerint konforméciovaltozast okoz a fehérjében, melynek kovetkezté-
ben Ca®T-k6ts hely alakul ki annak felszinén. Ha ide Ca?" kotédik, kinyilik a

csatorna (5.abra).

a b

AT | ~ TR, T
‘-‘% B! f? '
R o %"
) & 8 .

Zg, i e,
o P o P
PR hate - Lo
L N ——

S0
L)

Endoplasmic | |
reticulum

Ucrm."-)\m a4
1 R e, el
/ . E 4 +Ca
cytoplasm . ‘-8/.) th // L' *
CODH - N ¢
(//. ~ channel™~""“ipPs-binding
b domain domain
ey )=
MH, C/"ﬂl \ Y g,
N y " ]
i o b
5) G (L
i

5. abra. Az IP3R (csatorna). a: Az abran az IP3R négy molekulaja koziil harom lathato (kiillon-
boz8 szinekben), kozépen IP3-csatornét alkotva. b: A csatorna nyitasa. Az IP3 bekotddése altal
okozott konformaciovaltozas kovetkeztében Ca’T-kits hely alakul ki a csatorna felszinén. Ha
ide Ca®" kot6dik kinyilik a csatorna (kialakul a receptor un. szélmalom formaja).

Bar IP; sziikséges a csatorna-nyitéashoz, az IPsR-k aktivalasa Osszetett folya-
mat, és a nyitas valoszintisége fiigg a kornyezé Ca’T-koncentraciotol. Az IPsR-
on végzett kisérletek szerint, az oszcillacié kialakuldsaban szerepet jatszhat a
receptor Ca?'-nal valo gatlasa is. Kb. 500 nM-os értékig a Ca’" az IPs-mal
egyiittmtkodve aktivalja az IPsR-t, mig magasabb koncenrtacio esetén a Ca** ga-
tolja a csatorna nyitasat. Feltételezhets ezek alapjan, hogy a receptor rendelkezik
egy masik Ca’"-kotGhellyel is, amelyhez kot6ds Ca*™ a csatorna inaktivalodasat
okozza (|Bezprozvanny et al., 1991], [Finch et al., 1991], [Moraru et al., 1999],
[Parker, Ivorra, 1990], [Iino, 1990]).
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Az intracellularis oszcillacionak méra ez az tn. ,,IPs-fiiggs Ca®-indukalt Ca*"
felszabadulas” az egyik legelfogadottabb modelleje. Ennek alapja tehat az a kisér-
leti megfigyelés, hogy az IPsR-t a Ca®" mind aktivalni mind pedig inaktivalni
képes. A modell szerint az oszcillacio lefutasa a kovetkezs. Kiilsé (kémiai) inger
hatasara megné a citoplazma IPs-koncentracidja. Mivel az IP3 viszonylag gyorsan
kotodik az IP3R-hoz, az IP3-t kotott receptorok szama viszonylag gyoran bedll egy
egyensilyi értékre. Ezek a receptorok mér aktivalhatoak, egy kis résziikhéz mér
a nyugalmi allapotban kis koncentracioban jelen 1lévé Ca’™-ok is tudnak kotédni,
ezaltal a csatornak nyitasat eredményezik. Igy az endoplazmatikus retikulumbol
lassit Ca*"-aramlas indul meg, mely kezdetben a citoszol szabad Ca®"-szintjének
lasst emelkedését okozza (mivel a 3.1 fejezetben emlitett pumpdak visszaszallitjak
a Ca’T-k egy részét az ER-ba, illetve egy résziiket megkotik a citoplazmaban
talalhato fehérjék, az un. kalciumpufferek), majd ez a lasst emelkedés ajabb re-
ceptorok nyitasat eredményezi. Ez tehat egy onerGsits folyamat, amely addig tart,
amig a Ca®"-k a gatlo helyekre is bekotédnek. Ekkor bezarulnak a csatornak, nem
aramlik t6bb Ca®" a citoszolba és mivel onnan a 3.1 pontban emlitett aktiv Ca?*-
transzporterek folyamatosan eltavolitjak a Ca*"-t, annak szintje ott csokkenni
kezd. Az inaktivalodott receptorokrol a Ca*™ disszocial, ami szintén lassa folya-
mat, igy a Ca*"-szint dtmenetileg az egyensilyi érték ala siillyed. Miutan a Ca?*
disszocialt a gatld helyrél, a receptor tjra aktivalhato lesz, igy indulhat az tjabb
ciklus.

Mindez tehat azt jelenti, hogy az IP; altal kivaltott Ca®"-felszabaduléas kezdet-
ben egy pozitiv visszacsatolast indukal (CICR, Ca®t-induced Ca*" release), majd
ezt, miutan a citoszolikus Ca®"-koncentracio eléri a néhany szaz nanomolos értéket,

negativ visszacsatolas koveti.

Ezt a mechanizmust elszér De Young és Keizer [DeYoung, Keizer, 1992] irta

fel matematikai formaban.
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4.2. Az oszcillacié matematikai modellezése

A kisérleti tapasztalatokat mar a nyolcvanas évek elején probaltak matematikai
modellekkel leirni (6.4bra). A CICR jelensége tébb, mint 20 éve ismert, a kezdeti
modellek ezen mechanizmus egyszertibb leirasaval probalkoztak. Az igazi attorést
a kilencvenes évek elején De Young és Keizer modellje [DeYoung, Keizer, 1992]
jelentette, melyet ennek szamos egyszertsitett valtozata kovetett, tobbek kozott
Li és Rinzel altal [Li, Rinzel, 1994|, ezt a késGbbiekben részletesen bemutatjuk.

IP3R channel dynamics Spatial stochastic
e.g. De Young and Keizer, 1992 e.g. Falcke 2003

3 Models with CICR
e.g. Golbeter et al, 1990

| —7

198119881589 19901991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005

Nr. of models/year

Year of publication

6. dbra. Az egyes években megjelent Gj modellek szama. 2005 utan a korabbaiknal is tobb,
elsGsorban sztochasztikus modellt alkottak.

Egy matematikai modellel szemben alapvet§ elvaras, hogy legyen annyira egysze-
rii, amennyire lehet és annyira komplex, amennyire sziikséges. Ca*"-oszcillacio

modellezése soran két fontos tényez6rél nem szabad megfeledkezniink:

e Minden sejttipus kiilonboz6. Az oszcillacié hatterében all6 mechanizmus
sejttipusonként eltérG lehet és Altaldban az is. Mégis, sok hasonldsag is

felfedezhetd, ezért altalanositasokra is lehetéségiink van. Ovatosan.

e Viszonylag egyszerd feladat olyan egyenletrendszereket felirni, amelyek osz-
cillaciot produkalnak. Szintén nem nehéz a modellt addig modositgatni, amig
az adatokra hasonlitani fog. Sokkal nehezebb azonban a modell segitségével
valami Gjat, érdekeset mondani az oszcillaci6 alapjat képezé élettani folyama-
tokrol.



4 CA**-0SZCILLACIO 11

A Ca?*-oszcillacié modelljei a mar ismertetett, sejtben lezajlo alapvets aram-
lasi folyamatokra (7.abra), kisérleti iton megfigyelt mechanizmusokra épitenek.
A 3.1 fejezetben leirtakat 0sszefoglalva: a citoplazma kapcsolatban all az extracel-
luléris térrel és a kiilonféle sejtalkotokkal, melyek koziil az endoplazmés retikulum
az egyik legjelentGsebb a Ca?' szempontjabol. Az aramlasi folyamatok koziil itt
az endoplazmas retikulumbol, az annak membranjaban talalhato IPs-fiiggs Ca®"-

csatornakon keresztiili Ca?T-aramléasra fokuszalunk.

Capy

7. abra. A sejtben lejatszodo alapveté Ca*t-aramlasi folyamatok részletesebb abrazolasa, (®)-al
jelolve az ER membranjan keresztiil térténs Ca’t-kiaramlast.

4.2.1. Determinisztikus modellek

Gyakori feltételezés a sejtben lezajlo folyamatok modellezése soran, hogy a sejt
egy ,,jol kevert” reaktorként miikodik, vagyis minden kémiai komponens koncentra-
cioja mindenhol ugyanakkora a sejten beliil (homogén sejtmodell). Matematikai
szempontbol ez kozénséges differencialegyenletrendszereket eredményez.

A tartos (self-sustained) Ca*"-oszcillacio leirhaté viszonylag egyszert, tn. ,mi-
nimalista" modellekkel (de ha pl. a Ca*'-release csatornak részletes karakterisz-
tikdjat is jellemezni szeretnénk, szélesebb kori elemzésre van sziikségiink (lasd
pl. [DeYoung, Keizer, 1992])). Ilyen tipusu oszcillacio kinetikai egyenletrendszer-
rel valo szimuldlasakor legalabb két valtozo sziikséges is. A szabad citoszolikus
Ca”"-koncentraciot érdemes valasztani az egyik dinamikus valtozonak, mert ez a

leggyakrabban mért mennyiség.
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A minimalista modellek abban az értelemben miniméalisak, hogy minddssze
egy tovabbi valtozot tartalmaznak. Ezen valtozok szerint harom osztalyba sorol-
hatoak:

o (Cacy , Caglp),
e (CaZl | IPsR),
o (CaZ}, fehérje).

Itt Cal, jeldli a citoszolikus Ca**-koncentraciot, Cagh, a Ca®* koncentraciot az
endoplazmas retikulumban és IP3R az IP3-receptorok allapotat. Az ilyen model-
lek esetében csak a citoszolikus Ca®t-koncentracié (c) dinamikajara fokuszalunk,

figyelmen kiviil hagyva a plazmamembranon keresztiili aramlast ("zart sejtmo-
dell").

Altalanos alakjuk a kovetkezs:

A1) = Jrelease(Y (1), c(t), ) + ioar (¢(t), 1) = Typtake(c(t): 1)
Y(t) = fY(1),1)

ahol Jreiease €S Jieqr Tendre az ioncsatornakon keresztiili Ca“—felszabadulést, il-
letve a belss Ca?t-raktarakbol SZiVArgo Ca**-aramot jeloli, Juprake pedig a Ca?t
felvételét a citoszolbol ezen raktarakba.

A dolgozatban bemutatott modellek a (CaZ?,

eyt » IP3R) tipusi modellek csaldd-

jaba tartoznak. Ezekben Y az IP3R-ok egyes éallapotainak aranyat jeldli (tehat
pl. Zooo, Zoo1, Stb.).

A kétdimenzios modellek analizise a kisérleti megfigyelésekkel 6sszhangban azt
mutatja, hogy tartés oszcillacié csak akkor kovetkezik be, ha valamelyik valtozo
rendelkezik 6nmagara valo aktivalo hatassal, kémiai kifejezéssel élve a modell-
ben autokatalitikus lépés is van. Mint emlitettiik, az egyik legismertebb ilyen
visszacsatolasi hurok a Ca®" pozitiv visszacsatolasa a Ca*"-ra (CICR, 4.1.1). Igy
ezt a tényez6t mindharom tipust minimalista modell tartalmazza.

A 4.1.1-es pontban leirt gatlé6 mechanizmust, nevezetesen, hogy az oszcillacid
kialakulasaban szerepet jatszhat az IPsR Ca®T-nal valo gatlasa is, mely a receptor
konformaciovaltozasan keresztiil jon létre, tobb kétdimenziés modellben is tanul-
manyoztak [Atri et al., 1993], [Poledna, 1991], [Poledna, 1993].
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Egy részletesebb, alaposabb nyolcdimenzios modellt alkotott De Young és Keizer
[DeYoung, Keizer, 1992|, melyet Li és Rinzel [Li, Rinzel, 1994| kétdimenzosra egy-
szertisitett (a kiilonbo6z6 idGskalakra alapozva). Mind a bonyolultabb, mind pedig

az ezek egyszeriisitése soran nyert (CaZ | IPsR) tipusti modellek szerkezete a

cyt
Hodgkin—Huxley-egyenletek alakjara emlékeztet.

Az utobbi két modellt mutatjuk be részletesen, az utobbinak elemzésébdl pedig

gyakorlati kovetkeztetéseket is levonunk.
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5. Két gyakran idézett modell

5.1. De Young és Keizer modellje

De Young és Keizer IPs-fiiggs Ca®-oszcillaciot leird modellje abbol a feltételezés-
b6l indul ki, hogy minden IP3R héarom fiiggetlen alegységbdl épiil fel, és ezek
mindegyike harom domént tartalmaz: egy IPs-aktivacios, egy Ca’T-aktivacios

és egy Ca’T-inaktivacios domént. Mindegyikhez a nevének megfelels ion vagy

i ]
é @ lll.:.
Ny %

5nm
LA hal

molekula kapcsolodhat.

N «0

8. abra. Az IP3R-on talalhaté domének: Ca2+—aktivéciés, Ca?T-inaktivacios és IPs-aktivacios
domén. Biokémiai kisérletek és elektronmikroszképos felvételek azt mutatjak, hogy az IPsR
négy alegységhdl épiil fel (ahogy ez az abran is latszik, illetve lasd 3.1 fejezet) és ahhoz, hogy a
csatorna nyitott allapotban legyen, sziikséges, hogy a négy alegységbdl legaldbb harom aktivalt
allapotban legyen (lasd lejjebb).

Mivel minden domén lehet szabad vagy foglalt, egy alegységnek nyolcféle al-
lapota létezik. A 9. dbran az egyes alegységek allapotait S;;,-val jeloltiik, ahol i,
j és k 0 vagy 1 értéket vesz fel, attol fiigg6en, hogy az adott domén szabad-e (0)
vagy foglalt (1). Az indexek az alabbi doméneket jelolik:

i: IPs-aktivacios domén
j: Ca**-aktivacios domén

k: Ca?*-inaktivacios domén

Az alegységek kozotti kolesonhatésokra vonatkozo kinetikai paraméterek hianya-
ban feltételezték, hogy ahhoz, hogy egy IPs-fiiggd Ca®'-csatorna (IPsR) nyitott
allapotban legyen, sziikséges, hogy mindharom alegység esetében mindkét aktiva-
ciés domén foglalt, mig az inaktivaciés domén szabad legyen. A fenti jeloléseket
hasznalva ennek az Sijp allapot felel meg. Jelolje az S;;, allapotban 1évés al-

egységek hanyadat x;;;. Ekkor a csatornanyitas valoszintisége 119°-el aranyos.
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(Biokémiai kisérletek és elektronmikroszkopos felvételek azt mutatjak, hogy az
IP3R négy alegységbdl épiil fel és ahhoz, hogy a csatorna nyitott dllapotban legyen,
sziikséges, hogy a négy alegységbdl legalabb harom aktivalt allapotban legyen.
Ebben az esetben a csatornanyitas valoszintisége 4x110°-37110%. Ez azonban a
modell viselkedését lényegesen nem befolyésolja.)

Az allapotok kozott a 9. dbran lathato dtmenetek lehetségesek:

K-< ksc
3 k

o] = [

9. abra. Kinetika. A De Young-Keizer-modellben definilt allapotok kozti lehetséges d&tmenetek.
¢ jelsli a Ca?T-koncentraciot, p az IPs-koncentraciot.

Bar a teljes modell 24 sebességi allandot tartalmazna, De Young és Keizer
a kovetkez$ egyszeriisitG feltételezések mellett tizre csokkentette ezek szamét:
a sebességi allandok fiiggetlenek a Ca®T-aktivacios domén allapotatol, a Ca’'-
aktivacio sebességi allandoja fiiggetlen a Ca®'-inaktivaciotol és az IPs-tol. Végiil
pedig a Ca®'-inaktivacio fiiggetlen a Ca®*-aktivaciotol. Igy tehat tiz darab sebességi

alland6 maradt: k:l:l ,kig y kig y k‘i4 5 k’ig) .

Az S;ji, allapotban 1év6 receptorok x;;, hdnyadara vonatkozo differencialegyen-

letek tomeghatas kinetikara épiilnek, igy a kovetkez6 alakban irhatok fel:
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dxo00

dt
dxoo

dt

dxon

dt

d$101

dt
dxoio

dt
dz 100

dt

dxno

dt
dzi11

dt

16

= (k17100 — k1pTo0o) + (K—aTo01 — kacroon) + (k-5T010 — K5¢T000)
= (k_3z101 — k3pzoo1) + (kaczooo — k—aToo01) + (k—5T011 — Ks5cT001)
= (k_sz111 — k3pzoi1) + (kaczoio — k_awo11) + (ksczoor — k—_s5T011)
= (kacwi00 — k2m101) + (k3proor — k-37101) + (k—57111 — kscT101)
= (k12110 — k1pzoto) + (k—amor1 — kacroro) + (ksczooo — k—5T010)
= (k1pwooo — k-12100) + (k27101 — kacx100) + (k-57110 — K5€7100)
= (kiproro — k-12110) + (k_27111 — kacr110) + (kscz100 — k—57110)

= (kocx110 — k_2x111) + (kspxo1r — k—sx111) + (kscxi01 — k_52111)

Ezen egyenletek koziil egyet elhagyhatunk és felirhatjuk helyette a megmaradasi

torvényt, mely szerint:

Zz‘jke[o,l]3 Tk = 1

Vagyis mindegyik recepor valamelyik x;;, hdnyadhoz tartozik és a receptorok

szama allando.

Altalaban a Ca®'-koncentracio nem konstans, ezért Z;ijk-ra nem kapunk zart

megoldast. Az allandosult allapothoz tartozd x;j; értékeket (stationary value)

azonban ki tudjuk szamolni szimbolikusan:

-%000
-@010
-%011
-@110
-7?100
5%001
-@101

Z111

dydadsw
dydocun
3w,
doCpuw
dadspw;
dsdscun
dsCpuwq

ézpwl
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ahol wi! = (¢ + ds)(dydy + éd3 + ép + dap), illetve d; = k;/k_;.

Az alabbi tablazat a De Young és Keizer eredeti cikkében szerepls sebességi

allanddkat tartalmazza:

ki = 400(pMs)~t | dy = 0.13uM

ko = 0.2(uMs)™t | dy = 1.049uM
ks = 400(uMs)~t | ds = 943.3nM
ky=02(uMs)™t | dy = 144.5nM
ks =20(uMs)™" | ds = 82.34nM

Ebbdl pedig az allandosult allapothoz tartoz6 csatornanyitasi valoszintiség:

Do = 5%?10 = (d2épw1)3

melyet abrazolva a Ca?"-koncentracio fiiggvényében egy harang alaki gorbét

kapunk:

0.20-
10um|

0.15F
0.10F
0.05-

Ilﬂm

log(Ca)

. . . .
0.05 0.10 0.50 1.00 5.00 10.00

10. abra. Csatornanyitési valoszintiségek a Ca®T-koncentracio fiiggvényében. A szinskéla elemei
az IPs-koncentracié értékeit mutatjak.

Az abrarol leolvashato, hogy alacsony Ca"-koncentracio esetén annak novekedése
szignifikins névekedést eredményez a csatornanyitasi valoszintiségben, mig ha a
Ca’"-koncentracié tulsagosan magas lesz, tovabbi novekedése csokkenti a csator-
nanyitas valoszintiségét. Lathatd tovabba az is, hogy minél magasabb az IP3-
koncentraci6, annal nagyobb valoszintiséggel nyit ki a csatorna. Mindez 6sszhang-

ban van a 4.1.1 -es pontban leirt kisérleti tapasztalatokkal.
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Négy fontos kvalitativ kovetkeztetés vonhatd le DeYoung és Keizer szamola-

saibol.

e A modell alatamasztja, hogy az [Ps-csatorna kisérleti aton térténd citoplaz-
matikus Ca®"-al valo aktivacioja és inaktivacioja elengedhetetlen az intracel-
lularis Ca®T-oszcillacio kialakulasahoz. A teljes mechanizmus egyetlen belss
Ca*"-raktarként az ER-t hasznalja, amely csak részben iiriil ki egy Ca®'-
pulzus alkalmaval, és ujratoltédik a Ca®T-ATP-az segitségével. Ez volt az
elsG olyan modell, amely az oszcillaciot egyediil az IP3R-ra és egyetlen Ca®'-

raktarra alapozva irta le.

e Ebben a mechanizmusban az oszcillaciot allandé IPs-koncentraciéo mellett
figyelhetjiik meg. Ez fontos lehet olyan kisérletek esetében, amikor az IP;

pufferelését nemhidrolizalhato IP3 analogokkal végzik.

e Ennek a mechanizmusnak a kombinalasa a Ca®™ IP; termelésre hato pozitiv
visszacsatolasaval fokozza az éles Ca'-tiiskéket, emlékeztetve az un. relaxa-
cios oszcillaciora, ahol minden tiiskét egy hosszi, tn. refraktér periodus

kovet, amelyben a Ca®T-koncentracié alacsony.

e Korabbi kisérletekkel 6sszhangban tgy talaltak, hogy oszcillacio csak akkor
johet létre, ha az ingerlés mértéke egy meghatirozott intervallumon beliil

marad, és az ingerlés fokozasaval novekszik a Ca®'-tiiskék frekvencija.

Ezt a modellt szamos jabb modell megalkotasanal tekintették kiindulési pont-
ként.
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5.2. Determinisztikus Li-Rinzel modell

Li és Rinzel DeYoung és Keizer nyolcvaltozos modelljét a kiilénboz6 idgskalakra
valo tekintettel, nevezetesen, hogy a Ca*"-aktivacio és az IPs-aktivacio sokkal
gyorsabban megy végbe, mint a Ca’-inaktivacio, olyan kétvaltozés modellre
egyszertisitette (elhagyva az emlitett két dinamikai tényezdt), amelyben a sza-
bad inaktiv domének hanyadat egyetlen egyenlet irja le. Igy egy, a Hodgkin-
Huxley-egyenletekhez hasonlo alakt rendszert kaptak. Ez a modell figyelmen kiviil
hagyja a sejtmembranon keresztiili Ca>"-aramlast és feltételezi, hogy a kiilonb6z6
sebességi egyiitthatok fliggetlenek egymastol. Ez a modell 6sszhangban van a
gonadotrop sejtekben megfigyelt Ca®t-oszcillacioval [Sherman et al., 2002]. Sher-
man és mtsai. modelljét a kévetkezd nemlinearis autoném differencidlegyenlet-

rendszer irja le:

= (e[ (] ) (&) - )

y = AKi(1-y)—cy),

ahol az allapotvaltozok:
¢ : citoszolikus szabad Ca?' koncentracio,
y : szabad Ca®" inaktivacios domének hanyada.

A a vizsgalt paraméter, az [P3-koncentraciot jeloli.

Az egyenletben szereplé konstansokat, melyek gonadotrop sejteken mért ered-

ményekbdl szarmaznak, az aldbbi tablazat tartalmazza:
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Jeloles |

Leiras

H Tipikus érték ‘

c intracellularis szabad Ca®"-koncentracio valtozo [uM]
y szabad Ca®T-inaktivacios domének hanyada valtozé

A IP3-koncentracié valtozo [uM]
fi pufferhez nem kotott intracellularis Ca®T-koncentracio 0.01

Vi citoszol térfogata 4pL

L Ca2+—szivérgés az ER membranjan keresztiil 0.37pL/s

P az IP3-fiiggs Ca’T-csatorna maximalis vezetése 26640pL /s
Cr teljes Ca®T-koncentracio a sejtben a citoszoliks térfogat hanyadaban 2[puM]

o effektiv ER-térfogat és effektiv citoszolikus térfogat aranya 0.185

Vg Ca’* pumpalasanak maximalis sebessége 400 aMol/s
Kg ¢ azon értéke, amelynél a pumpalas sebessége fele a maximalisnak 0.2[pM]

Kq Ca®*-nak a Ca®*-inaktivacios doménre vonatkozo disszocidcios konstansa, || 0.4[uM]

K, Ca®t-nak a Ca®*-aktivacios doménre vonatkoz6 disszociacios konstansa 0.4[uM]

K; IP3-nak az IP3-aktivacios doménre vonatkozoé disszocidcios konstansa 0.4[pM]

A y id6skalaja 0.5/s
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Mint lattuk, a citoszolikus szabad Ca®"-koncentracio valtozasa az endoplazméas
retikulum membranjan keresztiili Ca®"-aramlas kovetkezménye. Ezen aramlas

harom tényezd egyiittes hatasanak eredményeképpen jon létre:
o aramlas IPs-fiigg6 Ca?'-csatornan keresztiil,
® SZIVArgas,

e Ca*"-pumpa (SERCA), amely a Ca®*-t visszajuttatja a citoszolbél az endo-

plazmaés retikulumba.

A fenti tablazat adatai alapjan értelmezhetjiik a fenti egyenlet jobb oldalan

szerepl$ tényezdket:

(. (. /
~~

3

N J/

i A c Cr 1 Vic?
il lep r 14 )) -
v, OFE ) ek, )Y - ‘\'T5)) e ke
\1,-/ ~ / (. ~
2 5

1
1. effektiv citoszolikus térfogat,
2. kotott IPs-aktivacios domének aranya,

3. kotott Ca’T-aktivacios domének aranya,

4. nyitott Ca-csatornak aranya

(Mivel egy IP3-fiiggs Ca®'-csatorna akkor van nyitott allapotban, ha mind-
harom alegységének kotott IPs-, illetve Ca?'-aktivacios doménje van, a nyi-

tott Ca-csatorndk aranyat ez a képlet adja.

Ha ezt a kifejezést megszorozzuk a csatorna maximalis vezetGképességével,

P-vel, megkapjuk az IPs-fiiggé Ca’'-csatorna vezéképességét),

5. szivargast és IPs-fiiggé Ca®'-csatornan keresztiil torténd aramlast reprezen-

talo tag (Hodgkin—Huxley-alaki),

6. Hill-fiiggvény, a Ca®t-pumpat (SERCA) reprezentalja, amely a Ca®"-t a
citoszolbol visszapumpaélja az endoplazmas retikulumba, ezért ez negativ el-

jellel szerepel az egyenletben.
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6. Matematikal hattér

6.1. Auton6ém egyenletek, dinamikai rendszerek

A kiilonb6z6 tudoméanyteriileteken felmeriil6 modellek, amelyekben egy folyamat
idébeli valtozasat vizsgéljuk, igen gyakran az Gn. autoném differencidlegyenletek
osztalyaba tartoznak. Ezek olyan differencidlegyenletek, melyek jobb oldala nem
fligg az id6tél, a megoldast kiils6 hatasok nem befolyéasoljak, tovabba a folyamat
jovGje csak a jelenlegi allapoton keresztiil fiigg az id6t6l.

FormaAlisan:

1. Definicié. Legyen M C RY tartomany, f : M — RY a lokalis Lipschitz-
feltételnek eleget tevo fiiggvény. Az

#(t) = f(x(t)) (1)

differencidlegyenletet autonom differencidlegyenletnek nevezziik.

Ezen differencidlegyenletek egyik legfontosabb tulajdonsiga az idGeltolassal
szembeni invariancia. A kezdeti feltételhez csak az ismeretlen fliggvény kezdeti
értékének megadésa sziikséges, a kezdeti id6ponté nem. Vagyis, ha ugyanab-
bol a kezdeti értékbdl inditunk egy-egy megoldast kiilonbéz6 idépillanatokban,
akkor a két megoldasra ugyanaz az egyenlet fog vonatkozni, igy a két megoldas
lényegében azonos lesz, csupan az értelmezési tartomanyok lesznek egymésnak a
kezdeti id6pontok kiilonbségével vett eltoltjai.

Az autoném egyenletek mésik fontos jellemzGje a csoporttulajdonsiag, amely
azt a latszolag trivialis tényt fejezi ki, hogy ha a p pontbol indul6 megoldés s id6
alatt a ¢ pontba jut, és a ¢ pontb6l indul6 megoldas ¢ id6 alatt az r pontba jut,

akkor a p pontbol indul6 megoldas a t 4+ s id6 alatt az r pontba jut.

1. Allitas (Csoporttulajdonsag). Legyen p € M; t,s € R pedig olyan, ame-
lyekre t,s,t + s € I(p). Ekkor

o(t+s,p) = @t p(s,p)).

Az autoném egyenletek ezen tulajdonsagainak absztrahaldsaval jutunk el a

dinamikai rendszer fogalméahoz.



6 MATEMATIKAI HATTER 23

2. Definicié. Legyen M C RY tartomany. A ¢ : R x M — M folytonos fiigg-
vényt dinamikai rendszernek nevezziik az M fazistéren, ha rendelkezik az alabbi

két tulajdonsaggal:

e ©(0,p) =p, minden p € M esetén
o o(t+s,p) =(t,o(s,p)) , minden p € M és t,s € R esetén.

Az M fazistér a rendszer allapotainak halmaza, a R x M > (¢,p) — ¢(t,p)
fliggvény pedig azt adja meg, hogy melyik allapotba keriil a rendszer a p allapotbol
indulva ¢ id6 milva.

Az autonoém egyenlet tehat olyan folyamatokat modellez, amelyekben a rend-
szer pillanatnyi allapota (kezdeti érték) meghatarozza, hogy az id6 mulasaval
(vagy akar a multban) milyen allapotokon megy (vagy ment) keresztiil a rendszer.

Az ilyen tipusi, determinisztikus rendszereket nevezik dinamikai rendszereknek.

3. Definicié. Legyen ¢ : R x M — M dinamikai rendszer és p € M tetszéleges
pont. A {¢(t,p) : t € R} = Ry ) gorbét a p pont palydjanak (trajektoridjdnak)

nevezik.
4. Definicié. A p € M pont

o cqyensilyi vagy staciondrius pont, ha minden t € R szamra (¢, p) = p,

e periodikus pont, ha van olyan T € R szam (melyet periddusnak hivunk),
hogy barmely ¢ € R szamra ¢(t + T, p) = ¢(t,p).

Ha T a legkisebb olyan pozitiv szam, amelyre ez az egyenlGtlenség fennall, akkor
T alapperiodus, vagy minimdlis periodus. A periodikus pont palyajat periodikus

palyanak hivjuk.

2. Allitas. Periodikus pont palyajanak minden pontja ugyanakkora alapperiodus-

sal periodikus.

1. Tétel. Ha a p € M pont pdlydja metszi onmagdt, akkor p vagy egyensilyi pont,
vagy periodikus pont.

A kovetkezo tétel az autonom egyenletek és dinamikai rendszerek kapcsolatat
fogalmazza meg, mely szerint dinamikai rendszerek és differencidlegyenletek egymés-
nak megfeleltethetGek. [Toth, Simon, 2005]:
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2. Tétel. Legyen N € N, M = RY, és legyen f : RY — RY folytonosan dif-
ferencidlhato figguény. Ekkor létezik olyan dinamikai rendszer, melynek pdlydi
megegyeznek az © = f o x differencidlegyenlet pdlydival. Valamint megforditva,
barmely kétszer folytonosan differencidlhaté ¢ : R x RY — RY dinamikai rend-
szerhez van olyan f : RN — RN folytonosan differencidlhato fiigguény, amelyre az

t = f ox differencidlegyenlet megolddsai a kiinduldsi dinamikai rendszert adjdk.

Egy autonéom differencidlegyenlet megoldasai dinamikai rendszert hataroznak
meg, ha minden teljes megoldés az egész R halmazon értelmezve van. Ez a tula-
jdonsag ugyan nem teljesiil minden differencidlegyenletre, de minden differencial-
egyenlethez megadhat6 egy olyan differencidlegyenlet, melynek teljes megoldasai
az egész R halmazon értelmezve vannak, palyai, és rajtuk az irdnyitas is mege-
gyezik az eredetiével, vagyis egy autonom differencidlegyenlethez mindig van olyan

dinamikai rendszer, melynek palyai megegyeznek a differencidlegyenlet péalyéival.

5. Definici6. Azt mondjuk, hogy xo € RY az (1) rendszer egyensilyi pontja, ha
f(xg) = 0. Azt mondjuk, hogy az x¢ egyenstlyi pont hiperbolikus egyensilyi pont,

ha f Jacobi-martixanak zg-ban nincsen nulla valds részi sajatértéke.
A kovetkezSkben megadjuk a kétdimenzios egyensilyi pontok osztalyozasat.

6. Definici6. Irjuk fel a x egyensilyi pont egy U kornyezetében a megoldasokat

polarkoordinatakban. Az xy pont

o stabilis fokusz, ha van olyan U kérnyezet, hogy az abbol indulé 6sszes megoldasra

teljesiil lim, oor = 0,lim o |p| = +00;

e instabilis fokusz, ha van olyan U kornyezet, hogy az abbol induld Osszes

megoldésra teljesiil lim_..r = 0, lim_.|p| = +00;

e stabilis csomo, ha van olyan U kérnyezet, hogy az abbol indul6 6sszes megoldasra

teljesiil lim or = 0,lim o |p| < +00;

e instabilis csomo ,ha van olyan U kornyezet, hogy az abbol induld Osszes

megoldasra teljesil lim_..r = 0,lim_.|p| < +o0;

e nyereg, ha létezik két olyan palya U-ban, amelyeken a megoldas ¢t — 400
esetén az xy ponthoz tart, létezik két olyan pélya U-ban, melyeken a megoldas
t — —oo esetén az o ponthoz tart, és a tobbi pontbol induld trajektoria

t — 400 és t — —oo esetén is elhagyja az U halmazt.

e drvénypont (centrum), ha xy valamely kornyezetében minden pélya peri-

odikus.
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7. Definicié. Ha egy periodikus palyanak létezik olyan kérnyezete, melyben nincs

mésik periodikus palya, akkor ezt a periodikus palyat hatdrciklusnak nevezziik.

6.2. Stabilitaselmélet, bifurkaciok

8. Definici6. Legyen tg,pyp € Q! At +— (¢, ¢, po) megoldast stabilisnak nevez-
ziik, ha

° [t0,+OO) - I(to,po) és

e minden ¢ € R és t; € [tg, 00) szamhoz létezik olyan 6 € RT, hogy (¢1,q) €
O, |lg — ®(t1,to, po)|| < I esetén
[t1,+00) C I(t1,q) és ||®(t,t1,q) — P(t, to,po)|| <& (¢t > t1).

A megoldast instabilisnak nevezziik, ha nem stabilis. A megoldast aszimp-

totikusan stabilisnak nevezziik, ha stabilis és a fenti (¢1,¢) € 2 mellett
thm (I)(tat17Q) - (I)(ta t07p0) =0

Bifurkacionak nevezziik azt a jelenséget, amikor egy rendszer kvalitativ viselkedése
a rendszer paramétereit folytonosan valtoztatva ugrasszertien megvaltozik. Igy
példaul stacionérius pont vagy periodikus palya keletkezik, tiinik el, stabilissa

vagy instabilissa valik. A bifurkaciokat harom csoportba sorolhatjuk:
e stacionarius pontok lokalis bifurkacioi,
e periodikus palyak lokalis bifurkacioi,
e globalis bifurkéciok.

Legyen adott az
a(t) = f(x(t),u)

rendszer, ahol z : R — R, f : R® x R*¥ — R" folytonosan differencalhaté fiig-
gvények, u € R* paraméter. Legyen x¢ az f(-,u) vektormezének stacionarius
pontja a uy paraméternél, azaz f(xg,ug) = 0. A kérdés az, hogy az u paramétert
valtoztatva megmarad-e a staciondrius pont, és ha igen, akkor stabilitasa hogyan
valtozik. Latni fogjuk, hogy ez a vektormezd (¢, ug) pont beli derivalt matrixanak
sajatértékeitdl fligg.

Jelolje O, f(xz,u) a  — f(x,u) figgvény derivalt matrixat.
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3. Tétel. Ha a O, f(xo,uy) mdtriznak a 0 nem sajdtértéke, akkor van az ug pont-
nak olyan U € R* kérnyezete, és olyan x : U — R™ fiigguény, hogy x(ug) = o
és f(xz(u),u) = 0 minden uw € U esetén, azaz az uy egy kornyezetében minden

paraméterértékhez eqy staciondrius pont tartozik.

A stacionarius pontban tehat bekovetkezhet mindségi valtozas, ha az nem
hiperbolikus, azaz a derivalt matrixnak van 0 valds részi sajatértéke. Ha egy
nulla sajatértéke van, akkor tipikusan nyereg-csom¢ bifurkacio kovetkezik be.
(Ilyenkor két egyenstlyi pont Gsszeolvad, majd eltiinik.) Ha egy tiszta képzetes
sajatértékparja van, akkor Andronov-Hopf-bifurkaci6. (Ebben az esetben egy
egyensiilyi pont stabilitdsa megvaltozik, mikézben egy hatarciklus jon létre vagy
tiinik el.)

Pontosan megfogalmazva:

4. Tétel. (nyereg-csomd bifurkdcid) Legyen a kiinduldsi egyenletben n=k=1. Az
dltaldnossdg megszoritisa nélkil feltehetd, hogy xo = ug = 0, azaz az f(-,0) vek-
tormezdnek a O staciondrius pontja. Most tegyiik fel, hogy a O nem hiperbolikus
staciondrius pont, azaz 9, f(0,0) = 0, tovdbbd 0, f(p,u) # 0 és (9,f(0,0))* # 0.
Ekkor uw > 0 esetén nincs az f(-,u) vektormezdnek staciondrius pontja az origé
eqy kornyezetében, u < 0 esetén pedig eqy stabilis és eqy instabilis staciondrius

ponja van.

5. Tétel. (Andronov-Hopf-bifurkdcic) Legyen a kiinduldsi egyenletben n=2, k=1.
Tegyiik fel, hogy

1. f(po,uo) =0

2. 0pf(po, ug) mdtriznak két tisztdan képzetes sajdatértéke van: A (ug) = %if3

3. ORe(up) #O

dug

Ekkor ug-ban megudltozik a py staciondrius pont stabilitdsa és sziiletik eqy hatdr-

ciklus.
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7. A determinisztikus Li—Rinzel modell

A kovetkez6kben bemutatjuk azokat az alapveté modszereket, amelyekkel egy

nemlinearis autonoém rendszer fazisképe vizsgalhato.

7.1. Egyenstilyi pontok

A legegyszeriibb palydk az egyensilyi pontok, amelyek eleget tesznek egy algeb-
rai egyenletrendszernek. Az egyensilyi pontok kornyezetében meghatarozhato
a faziskép a linearizalas modszerével. Ezt nevezik az egyensiilyi pontok koriili
lokalis vizsgéalatnak, melynek lényege, hogy az egyensilyi pont kis kérnyezetében
az egyenlet jobb oldalat ado fliggvényt a linearis részével kozelitjiik (f6ként hiper-
bolikus egyensilyi helyzetek esetében miikodik jol). Ezzel olyan linearis rend-
szerhez jutunk, melynek fazisképe meghatarozhato. Meg lehet mutatni, hogy a
linearizélassal kapott faziskép bizonyos feltételek mellett olyan, mint az eredeti
rendszer fazisképe az egyensulyi pont megfelelGen kis kornyezetében.

Az egyensiilyi pontok stabilitasanak vizsgalataban a kovetkezd tétel lesz a segit-

séglinkre:
6. Tétel. .

1. Ha az A = f'(xo) (Jacobi-) mdtriz minden sajatértékének negativ a valds
része, akkor xo aszimptoikusan stabilis egyensilyi pontja az (1) differencidl-

egyenletnek.

2. Ha az A = f'(xo) (Jacobi-) mdtriznak van pozotiv valdsrészi sajdtértéke,

akkor o instabilis egyensilyi pontja az (1) differencidlegyenletnek.

Vizsgéljuk meg, hogy a

= (o2 )T (S 2) )

y = AKi(1-y)—cy),

rendszernek hany pozitiv egyensilyi pontja van a vizsgélt (\) paraméter fiigg-

vényében.
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Mivel ¢ és y mennyiségeket jelolnek, csak poziziv értékeket vehetnek fel. En-
nek megfelelen csak a pozitiv egyensilyi helyzetekkel foglalkozunk. Az egyenlet
bonyolultsagabol adoddan az egyensilyi helyzetek nem fejezhetGek ki analitikusan
a paraméter fiiggvényében, annak diszkrét értékeinél azonban kiszamolhatoak.

A-t csak a [0;1.5] intervallumon tekintjiik, mert ennél magasabb koncentracio

méar karos lenne a sejt szamara.

H(Poz. egy. h.) H(Poz. egy. h.)
3.0 [ J 3.0+
25 251
2.0 201
15 1.5
A(uM) -
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 0.695 0.700 0.705 0.710 0.715

Azt kaptuk, hogy a [0.6912; 0.7185] intervallumon 3 pozitiv egyenstlyi helyzet
van, ezen kiviil pedig 1. Ennek megfelelGen az intervallum két végpontjiban a
rendszer kvalitativ viselkedésének valtozasasra szamitunk.

Az aldbbi tablazatban szerepl§ paraméterértékek mellett vizsgaltam a rendszer
kvalitativ viselkedésében bekdvetkezd valtozasokat. Megkerestem az egyensiilyi
helyzeteket és megvizsgaltam azok stabilitiasat. Szamolésaimat a Mathematica
program segitségével végeztem. (A paraméterértékek kivalasztasa a fentiek, illetve

[Tien et al., 2005] nyoméan tortént.)

0.720

A(uM)
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’ AlpM] ‘ Poz. egyenstlyi helyzet

Jacobi-matrix sajatértékei

Tipus

0 (0.0199802, 0.952426) -0.98529, -0.20999 aszimp. stabilis

0.6911 (0.033407, 0.92292) -0.188387+0.1587771, -0.188387-0.1587771 aszimp. stabilis

0.6912 | (0.0334229, 0.922886), | -0.188056+-0.1588354,-0.188056-0.1588351, aszimp. stabilis,
(0.120437, 0.768584), | 1.24881, -0.00491696 instabilis,
(0.131164, 0.753064) 1.35089, 0.00493635 instabilis

0.71645 | (0.0417501, 0.905489), | -0.0403403+0.124153i,-0.0403403-0.1241534, aszimp. stabilis,
(0.0531698, 0.882671), | 0.278375, -0.0592681 instabilis,
(0.234385, 0.630532) 1.69761, 0.107207 instabilis

0.7165 | (0.0418011, 0.905385), | -0.0395612+0.123572i,-0.0395612-0.1235724, aszimp. stabilis,
(0.0530751, 0.882856), | 0.276024, -0.0590792 instabilis,
(0.234506, 0.630411) 1.69737, 0.107371 instabilis

0.71655 | (0.0418529, 0.905279), | -0.0387712+0.122975i,-0.0387712-0.1229754, aszimp. stabilis,
(0.0529797, 0.883042), | 0.273646, -0.0588834 instabilis,
(0.234627, 0.630291) 1.69714, 0.107536 instabilis

0.71815 | (0.0443528, 0.900186), | -0.0020602+0.08517164,-0.0020602-0.0851716i¢, | aszimp. stabilis,
(0.0491199, 0.890631), | 0.165772, -0.0432576 instabilis,
(0.238447, 0.62652) 1.68904,0.112815 instabilis

0.7182 | (0.0444965, 0.899895), | -0.00003085+0.0822244,-0.00003085-0.0822244, | aszimp. stabilis,
(0.0489349, 0.890998), | 0.159733, -0.0418518 instabilis,
(0.238565, 0.626405) 1.68877, 0.112981 instabilis

0.7183 | (0.0448258, 0.899229), | 0.00458866-+0.07493444,0.00458866-0.0749344i, | instabilis,
(0.048523, 0.891816), | 0.145795, -0.0383 instabilis,
(0.2388, 0.626174) 1.68823, 0.113312 instabilis

0.7185 | (0.0459396, 0.896982), | 0.0199081+0.03992637, 0.0199081-0.03992631, instabilis,
(0.0472448, 0.894365), | 0.0953731, -0.0208024 instabilis,
(0.239269, 0.625714) 1.68714, 0.113976 instabilis

0.7186 | (0.239503, 0.625485) 1.68659, 0.114308 instabilis

1.1428 | (0.637227, 0.385643) 0.0000489741+1.04266¢,0.0000489741-1.04266¢ | instabilis

1.2671 (0.69679, 0.364701) -0.120536+1.09268¢,-0.120536-1.09268: aszimp. stabilis
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A tablazatbol az kovetkezdk olvashatdak le:

1. A = 0 esetén egy aszimptotikusan stabilis egyensilyi helyzet van a Ca®'-

koncentracié alacsony értéknél.

2. A = 0.6912 értéknél megjelent még két instabilis egyensilyi helyzet, az egyik

magas Ca”*"-koncentracional.

3. A = 0.7182 esetén megjelenik egy kozelitGleg tisztan képzetes (komplex kon-

jugalt) sajatértékpar. Az aszipmtotikusan stabilis egyensiilyi helyzet elveszti
stabilitasat. Itt tehat Andronov-Hopf-bifurkacio tortént.

4. A = 0.7185 esetén még 3 instabilis egyensilyi helyzet van, mig A = 0.7186

értéknél ezek szama egyre cskken, az alacsony Ca?t-koncentraciohoz tartozo

egyensiilyi pont eltiinik. Nyereg-csomo bifurkacio.

5. A = 1.1428 értéknél ismét van egy tisztan képzetes (komplex konjugalt)

sajatértékparunk, ami Andronov-Hopf-bifurkaciot jelent.

6. A = 1.2671 esetén egy aszimptotikusan stabilis egyenstilyi helyzet keletkezik

magas Ca’"-koncentracio értéknél.

Az alabbi abrak a trajektoridkat és egyensilyi helyzeteket szemléltetik a A

kiilonbo6z6 értékeinél:

y

10¢

09 ~]
0.92-
0.8F

0.7F
0.6F
05F
0.4F

03

=0 0.941-

0.90(-

‘ ‘ L M)
05 10 15 N 088

| \ \ \
0.019980 0.019985 0.019990 0.019995
cluM]

11. abra.
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0.9
08
0.7
0.6
05
0.4
03

y
10

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
04
0.3

y
10

09
08
0.7
0.6
05
0.4
03

y
10

A=0.6911

1=0.6912

15

cluM]

12. abra.

cluM]

0.5

A=0.71645

10

13. abra.

15

cluM]

14. abra.

31

0.92293

0.92292-

0.92291

0.92290

0.92290

0.92289

>0.92288

0.92287

0.92286

0.92

0.91

> 0.90

0.89

0.88

I I I I I |
0.033404 0.033405 0.033406 0.033407 0.033408 0.033409

c[uM]

I I I I I
0.033420 0.033421 0.033422 0.033423 0.033424
c

0.036 0.038 0.040 0.042 0.044 0.046 0.048
c
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15. abra.
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16. abra.
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1=0.7186 08k 1
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10r
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o0sf
05f
04F
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c
18. abra.
osf 1
=1.142
A 8 o7} 1
y
1.0¢
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0.8F >
0.7¢
06L 0.5 7
0.5F
04f . 04 "
03 s ‘ L M)
0.5 1.0 15
0.0 0.5 1.0 15
C
19. dbra.
0.8f 7
1=1.2671 o7l ]
v [
1.0¢
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0.8F [
>
0.7F L
0.6F O'Sj 4
0.5F
04f . 04l
: . M [ .
03 05 1.0 15 el [
‘ ‘ ‘ ‘
0.0 05 1.0 15

20. abra.
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A=1.2673 07F

y
10
09F

06 |
08l
>
0.7
06F 05+ :
0sf /
04F . 04 J
03 L L cluM] @
05 10 15
, , T ,
00 05 10 15
c
21. abra.
0.36149+ g
A=1.29

y
10p 036148} 1
09F
0.8fF

>
0.7F 0.36147+ g
0.6F
05F
0.3 L L c[uM]
0.5 10 15
, , , , , ,
0.70645 0.70650 0.70655 0.70660 0.70665 0.70670
c
22. abra.

A 16. abran lathatjuk, hogy A = 0.7182 értéknél mar megjelent egy periodikus
palya is. Ez rogton el is vezet a kovetkezd fontos kérdéshez, hiszen esetiinkben a

periodikus palya jelenléte a Ca*"-koncentracio oszcillalasat fogja jelenteni.
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7.2. Periodikus palyak

Az egyensulyi pontok utan a legfontosabb speciélis strukturaja trajektoriak a
periodikus palyak. Ezek mar globdlisabb jellegtiek, nem taldlhatdéak meg olyan
egyszertien, mint az egyensulyi pontok. Kétdimenzios esetben azonban vannak

viszonylag egyszeri modszerek periodikus palyak keresésére.

Periodikus megoldas létezésést az alabbi kritériumokkal lehet kizarni:

7. Tétel (Bendixson-kritérium). Ha E C R? olyan egyszeresen §sszefiiggd
nyilt halmaz, amelyen a divf = 01 f1 + Oaof2 fligguény dllando eldjeld, és legfeljebb
véges sok sima egyszerd zart gorbe pontjaiban tinik el, akkor az (1) rendszernek

nincs teljesen az E halmazban halado periodikus pdlydja.

8. Tétel (Bendixson-Dulac-kritérium). Legyen E C R? egyszeresen dssze-
fiiggd nyilt halmaz, és leqyen B : E — R olyan differencidlhato fiigguény, melyre a
div(Bf) figguény dllandd eldjeli, és legfeljebb eqy girbe pontjaiban tinik el. Ekkor

az (1) rendszernek nincs teljesen az E halmazban haladd periodikus palydja.

Alkalmazzuk a Bendixson-kritériumot rendszeriinkre. Vizsgaljuk A diszkrét
értékeinél, hogy a rendszer Jacobi-métrixdnak nyoma hol valt elGjelet. Ehhez
a Mathematica program "ContourPlot" nevi parancsat hivtam segitségiil. Az

abran a nulla szintvonalak latszanak kiilonbéz6 A paraméterértékek mellett.

oo, o
0.0 0.5 1.0 15 20
[

23. abra. A téglalapban szerepls szamok A értékeit jelzik.
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A = 0.217 értékig nincs nulla szintvonalunk, tehat A € [0,0.217]-re nem létezik
periodikus palya. Ezen érték felett, ha létezik periodikus pélya, annak metszenie
kell a nulla szintvonalat. A fentiekben A = 0.7182 értéknél talalt periodikus pélya

valoban metszeni fogja:

A=0.7182
Lo —— — 1
0.8 -
0.6 -
>
04+ B
0.2 -
00,
0.0 0.5 1.0 15 2.0
Cc
24. abra.

Periodikus megoldas biztosan lesz Andronov-Hopf-bifurkaci6 esetén.

Az egyensiilyi helyzetek stabilitasanak vizsgalatanal két olyan paraméterértéket
is kaptunk, ahol Andronov-Hopf-bifurkiciot figyelhettiink meg: A\; = 0.7182 és
Ao = 1.1428.

Abrazoljuk a trajektoridkat ezen paraméterértékek, valamint két tovabbi kitiin-

tetett paraméterérték mellett:
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Latszik, hogy A1 és Ay esetén valoban oszcillal a rendszer, mig A = 0.6912

mellett nincs oszcillacio, A = 1.2673 értéknél pedig éppen kezd eltiinni.
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Szemléltessiik mindezt tobb paraméterérték mellett:

. A=0

A=0.716
i

407165

25. abra. Az egyenlet megoldasainak viselkedése a A\ paraméter értékének valtoztatésa mellett.
Itt x(t) jeloli a Ca**-koncentraciot (c).
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A 25. abran jol latszik, hogy A = 0.716 értéknél még nincs oszcillacio, A =
0.7165-nél viszont mar megjelent egy periodikus palya (a (c(t), y(t) sikon)), és en-
nek megfelelGen (a masik két sikon) az oszcillacio is (A = 0.7165 -ben nyereg-csom6
bifurkacio kovetkezett be). A = 1.267-ben még lathato oszcillacio, A = 1.2675-ben

viszont kezd eltlinni a periodikus palya és ennek megfelelGen az oszcillacio is.

7.2.1. Hogyan valtozik az oszcillacié frekvenciaja és amplitaddja a paraméter fiigg-

vényében?

Ahhoz, hogy egy bioldgiai oszcillaciot jobban megértsiink, célszert elemezniink,
hogy a frekvencia és az amplitidé hogyan véltozik bizonyos paraméterek (mint pl.
a hormonkoncentracio) fiiggvényében. Ez segithet megmagyarazni az oszcillacio
dinamikijanak szerepét az informacio kozvetitésében.

Az el6z6 pontban kaptunk tehat az IPs-koncentracié értékeire egy olyan tar-
tomanyt, amely oszcillaciot idéz els a citoszolikus Ca®-koncentracioban. Jelolje
ezt [Ao, A1]. Nézziik most meg, hogy mi térténik ezen intervallumon beliil. Abra-

zoljuk ehhez c és y értékét az idg fiiggvényében (26).

26. abra. A citoszolikus szabad Ca?T-koncentrécié és a szabad Ca?'-inaktivacios domének
hanyada az id6 fliggvényében harom kiilonboz8 A € [Ag, A1]-érték mellett.

Jol lathato, hogy X\ értékének novelésével né a Ca?'-tiiskék frekvenciaja is.
Megfigyelhetjiik tovabba azt is, hogy adott A érték mellett a szabad Ca®"-inaktiva-
cios domének ardnya a Ca?'- koncentracio meredeken novekvs szakaszan éri el
maximumét, ezzel alatamasztva azt a tényt, hogy a Ca’"-csatorna nyitasahoz sz-

abad inaktivaciés doménre van sziikség.
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A (e, y) sikra valo vetiiletet abrazolva viszont az is latszik, hogy az amplitudo

kozel valtozatlan marad A kiilonboz6 értékei mellett (27. abra).

X

05 1.0 15

27. &bra. Ttt z(t) jeloli a Ca®"-koncentraciot (c).

Mindez azt jelenti, hogy az IPs-koncentricié azon tartoméanyan beliil, ahol
oszcillacié létrejon, a Ca*"-tiiskék nagysaga (vagyis a citoszolikus szabad Ca?t-
koncentracio hirtelen megnovekedett értékének nagysaga) kozel érzéketlen a IP3-
koncentraciora, mig a tiiskék gyakorisdga novekszik, vagyis gyorsabban valtozik
az emlitett ionok koncentracidja a citoszolban, ha az IPj3-koncentracio értékét
noveljiik.

Mivel gyakran az oszcillacio sebessége szabalyozza a sejt szekrécios (elvalasz-
t6) aktivitasat (gyorsabb oszcillacio a szekrécios aktivitas fokozodasahoz vezet,
lassabb oszcillacio a csokkenéséhez) a fentiek ismeretében a kivanatos modon be-

folyasolhatjuk a sejt miikodését.
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8. A Ca’"-oszcillacié szerepe az ovulacié szabalyozasaban

A fentiekben t6bbszor is utaltam arra, hogy a Ca'-oszcillacio soran vizsgalt
paraméter lehet egy bizonyos hormon koncentracidja. Itt egy ilyen példat mutatok
be, nevezetesen, a GnRH hormon hatasara bekovetkezd oszcillacidval foglalkozom,
melynek eredményeként felszabaduld hormonok az ovulacio folyamatét kozvetleniil

szabélyozzék.

8.1. Biolbgiai hattér

A hypothalamus az agyvels koztiagy részéhez tartozik, olyan idegsejtek (neu-
ronok) épitik fel, melyek azzal a specialis tulajdonsaggal rendelkeznek, hogy hor-
monokat, igy példaul realeasing (felszabaditd) hormonokat képesek szintetizalni.
A hypothalamus realeasing hormonjai a véraramba keriilve a hypothalamo-hypo-
physedlis rendszer hajszalérhalozatan keresztiil jutnak el a hypophysis (agyalapi
mirigy) eliilsé lebenyébe (adenohypophysis), ahol hatasukra a megfelel6 hyphophy-
sis hormonok kivalsztodnak. Ezen hormonok csoportjaba tartozik a Gonadotropin
Realeasing Hormone (GnRH) is, amely az agyalapi mirigy gonadotrop sejtjeire
hat, follikulus-stimulalo (FSH) és luteinizalé (LH) hormon felszabadulasat ered-

ményezve.

neuroszekrécios sejtek
neuroszekrécios sejtek

hypophysis 2 hats6
eliilsé portalis lebeny _
lebeny rendszer - A/ (Neurohypophysis)
(Adenohypophysis) ’ "4“/ 1

28. abra. Hypophysis. A hypothalamusban termel6dé GnRH a hypophysis eliils§ lebenyében
talalhato gonadotrop sejtekre hat, melyekbdl ennek kévetkeztében LH hormon szabadul fel.
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A GnRH a gonadotrop sejt G-fehérjéhez kotott receptordhoz kapcesolodik, ezzel
beinditva egy masodlagos hirvivé kaszkadot, melyben hirvivéként IP3 szabadul
fel. Ez az endoplazmas retikulum Ca**-csatornaihoz (IPsR-hoz) kétédik, amelyek

ennek hatasara kinyilnak, és Ca*" dramlik a citoszolba (29. abra).

GnRH

gonadotrop sejt gonadotrop sejt

29. abra. A GnRH a gonadotrép sejt membréanjaban taldlhaté receptorhoz kétédik, ez 1Pj
felszabadulasast eredményezi, mely az endoplazmas retikulum Ca®"-csatornaihoz kétgdve Ca?'-
kiaramlast indukal.

Az igy létrej6vé citoszolikus Ca?t-oszcillacio valtja ki az LH-tartalmia vezikulak
kitiriilését. Az LH-koncentracio hirtelen névekedése (LH-hullam) pedig elinditja

az ovulacié folyamatat.

Az LH-hullamok szekrécios gyakorisaga a GnRH-szekrécio frekvencidjanak fligg-
vénye. Az Gn. Kallmann’s-szindroméban, amikor a GnRH endogén termelése
hianyzik, infertilitas (terméketlenség) alakul ki. A betegség allando frekvenciaju
GnRH-adagolassal sikeresen kezelhets. A frekvenciafiiggés egy természetes mech-
anizmussal ugy kodolhato, hogy a receptorok az ingerléssel szemben érzéketlenné,
majd ismét érzékennyé valnak. A gonadotrop sejtekben mind a GnRH-receptorok,
mind pedig az IP3 receptorok képesek erre a de-, illetve reszenzitizalodasra. Az
alabbiakban a gonadotrop sejtek intracelluléris calcium-dinamikajanak olyan mod-
elljét mutatom be, amelyben a receptorok IP3 irant érzéketlenné valhatnak
[Tien et al., 2005].
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8.2. A moddositott modell

A Li és Rinzel altal leirt rendszer a gonadotrép sejtek azon tulajdonsagat ragadja
meg, hogy képesek az IP3 mennyiségének valtozasara calcium-oszcillacioval véila-
szolni. A modell azonban nem mutat frekvenciafiiggést a sejtek valaszaban, igy
itt a GnRH folytonos adagolasa folytonos Ca-oszcillaciot és szekrécios aktivitast
eredményez. A gonadotrop sejteken végzett in vivo és in vitro kisérletek mérési
eredményei azonban mésra engednek kovetkeztetni. Hasonloan, a Kallmann’s
szindroma sikeres kezeléséhez is a GnRH pulzalé adagolésara van sziikség. Ezért
itt egy olyan kiegészitett modellt mutatok be, amely méar magaban foglalja a
frekvenciafiiggést is [Tien et al., 2005]. A szerz6k Li és Rinzel modelljét annyiban
modositottak, hogy a Ca’T-aktivacios, Ca®T-inaktivacios és IPs-aktivacios domén
mellett feltételeztek egy IPs-inaktivacios domént is az IP3R alegységein beliil.

Jelolje z ezen inaktivacios domének koziil a szabadok hanyadat.

8.2.1. Az egyenletrendszer

Igy a kovetkezs egyenletrendszert kaptak:

b= %((LJFPKAJ:\IQ) (xﬁKa)yr)z(%_x(H%))_%
y = AKi(1-y)—ay)
2= e(—aNz 4 B0 )1 - 2))

Az els6 egyenletben az IPs-fiiggé Ca’"-csatorna vezetSképességében megije-
lenik z, ezzel jelezve, hogy a Ca*"-csatorna nyitasahoz sziikség van a szabad IPs-

inaktivaciés doménre. Az tjonnan bevezetett jelolések:

a()): az IP3 deszenzitizalodasi sebessége,

B(A, c): az IP3 reszenzitizalodasi sebessége,

c: a reszenzitizacios sebességet érinté paraméter, melynek finom véltoztatasa-
val hangolni tudjuk a sejt IPs-pulzusokra adott vilaszanak frekvenciafiiggését a

menstruacios ciklus alatt.
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8.2.2. IP3-pulzus

Mind a menstruacios ciklus, mind pedig a Kallmann’s szindréma kezelése sorédn a
GnRH plazmakoncentracidja pulzalé jelleggel valtozik. Mivel a GnRH indukalja
az [P3 termelést, X is pulzalo jellegel fog valtozni, a modelliinkben ez lesz a vizsgélt
paraméter. Ezen pulzusok szimulalasa céljabol A\ idébeli fiiggését négyszogjellel

adjuk meg:

0 0<t<T,
At) =19
A To, <t <T,+1T,,

ahol T}, az az id6tartam, amikor IPj3 jelen van, 7, pedig az az id6tartam,
amikor IP3 nincs jelen. A teljes IP3-pulzus periédusa tehat 7, + T,,. A menstrua-
cios ciklussal 6sszhangban az emlitett idGintervallumok a GnRH jelenlétét illetve
hidnyat jelentik (7}, idgskalajanak egysége ora (h), mig 7}, id6skaldjanak egysége
perc (min)). A gonadotrop sejtek a GnRH felszabadulasara Ca*-oszcillacioval
valaszolnak, ezért \ -t az el6z6 fejezetben meghatarozott [Ao, A1 intervallum-
bol valasztjuk. Szamunkra az LH-szekrécio folyamata érdekes, mert ez a hor-
mon felelgs az ovulacio beinditasaért. Minden egyes "Ca®"-tiiske" LH-tartalma
vezikulak exocitozisat valtja ki, &m ennek pontos mechanizmusa még nem is-
mert. Igy azt az egyszertisit6 feltevést alkalmazzuk, hogy az intracellularis Ca®"-

koncentracié (x) a sejt szekrécios aktivitdsanak mutatoja.

8.2.3. Kovetkeztetések

A modell részletes matematikai targyalasara itt nem térek ki, de elmondhato, hogy
Li és Rinzel modelljét kiegészitve az IP3 receptor IP5 iranti deszenzitizalodéasaval
(vagyis egy IPs-inaktivacios domént bevezetve a korabban leirt IPs-aktivacios,
Ca’"-aktivacios és Ca’'-inaktivacios domén mellett) a varakozasnak megfelelGen
olyan rendszert kaphato, amelyben a sejt [P3-ra adott vilasza méar frekvenciafiigg6
folyamat. A GnRH endogén produkciojanak frekvencidja a normal menstruacios
ciklus alatt folyamatosan valtozik, mig a Kallmann’s szindroma a GnRH rogzitett
amplitidoju és frekvencidju adagolasaval kezelhet6. Mindkét esetben a reszenzi-
tizacios ratat (c) a ciklus alatt valtoztatva magyarazatot kapunk az LH-hulldm

kialakulaséara.
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Az LH-hullaim egy nagymértékd, hirtelen novekedés az LH szérumbeli kon-
centracioban, melyet a gonadotrop sejt GnRH-pulzus alatt bekovetkezd meg-
novekedett szekrécios aktivitasa okoz. A hullam kivaltja az ovulaciot. Feltételezhetd
tehat, hogy x -re 1étezik olyan kiiszobérték, amely felett az ovulacio folymata bein-
dul. A cikk (|Tien et al., 2005]) alapjan megfelelGen nagy c érték esetén létezik
T,-knak olyan tartomanya, amelyre az LH-hullam kialakul, és ez az intervallum c
novekedésével novekszik. A maximaélis c érték a maximaélis szekrécios aktivitasnak
felel meg.

Mivel a hullam a ciklus kézepén alakul ki, feltételezziik, hogy c is ekkor éri el a
maximumat, azutan pedig csokken. Ezt kovetGen a T, értékek azon tartomanya,
amely LH-hullam kialakuldsahoz vezet, szintén elér egy maximalis értéket. Ez
a maximélis tartomany felelhet meg a Kallmann’s szindroma kezelése soran al-
kalmazott frekvenciatartoménynak (a kezelés soran alkalmazott frekvenciatar-
tomény tapasztalati adatokra épiil). Megjegyezziik, hogy a modell nem igényli
a hypothalamuszbdl felszabadul6 GnRH mennyiségének valtozasat az LH-hullam
kialakulasanak indoklésa érdekében. Ehelyett a hullimot, mint tisztéan frekvenci-

afliggd jelenséget mutatja be.

A Kallmann’s szindroma kezelésének eredménye nem azonnali. Ha a GnRH-
t az imént emlitett frekvenciatartomanyba es6 frekvenciaval adagoljuk, a ciklus
kozepén LH-hullam fog kialakulni (1-2 hét mulva).

Némileg bonyolultabb a helyzet a normal menstruécios ciklus esetén, amikor
a GnRH-pulzusok frekvencidja a ciklus ideje alatt valtozik. Az ovulaciot megels-
z6en a pulzusok frekvencidja enyhén megemelkedik 1 pulzus érankénti értékre,
majd az ovulicié utan gyorsan lecsékken 1 pulzus néhény érankénti értékre. Val-
tozzon ¢ most is olyan moédon, hogy miutan elér egy maximaélis értéket, csokken a
ciklus végéig. Igy egyszerre van egy I intervallumunk 7, azon értékeire, amelyek
az LH-hullam kialakulasahoz vezetnek, és T}, -nak egy csokkend értéke. Az ovula-

ci6 akkor kovetkezik be, amikor T, beleesik az I intervallumba.

Az TIP3 receptorok fent leirt szabalyozasat a gyakorlatban is megfigyelték. Kotott
IP3 receptorokat ubiquitinnel jeloltek. Az IPs-receptor szintézise sebességének,
vagy a proteoszoma aktivitdsdnak valtoztatasa két olyan mechanizmus, amelyek
altal befolyasolhat6 a de- és reszenzitizacios sebesség. Nem ismert, hogy az ubiqg-
uitinnel ellatott receptorok mitikodéképesek-e. Ha nem miikodéképesek, akkor az
ubiquitin bekotddése, illetve levalasa sebességének valtoztatasa két tovabbi lehet-

séges szabalyoz6 mechanizmus. Sok hatast gyakorld tényezd johet szoba minden
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egyes mechanizmus esetén. Egy lehetséges ilyen tényez6 a gonadotrop sejtekben
a petefészek Osztradiol szteroidja. Az Gsztradiolrél ismert, hogy befolyésolja az
agyalapi mirigy GnRH-ra vald érzékenységét, és az Osztradiol szérumbeli kon-
centricidja tipikusan az LH-hullim napjan, vagy az ezt megel6z6 napon éri el

csucsértékeét.

Az alapoétlet, hogy a receptor deszenzitizacioja és reszenzitizacioja a menstrua-
cios ciklus alatt frekvenciafiiggé folyamat, nem j koncepcié. Dupont és mtsai
[Dupont et al., 1991] az egyenletek felirasa nélkiill megemlitik az intracellularis
Ca*" egy olyan dinamikai modelljét, amely magaba foglalja az IPs-receptorok
IP5 iranti deszenzitizaciojat. Egy, az IPs-receptor IP3 irdnti deszenzitizdlodasara
vonatkoz6 modell tervezése, és ennek a menstruécios ciklus vonatkozasaban torténd
elemzése, mint ahogy ezt itt is tettiik, néhany biologiai eljarast sugall, amilyen
példaul a reszenzitizaciés rata szabalyozasa, amely fontos szerepet jatszhat a sza-

porodési folyamatokban.
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9. Osszegzés

Munkam soran azt a célt tliztem ki magam elé, hogy mind biolégiai mind matema-
tikai szempontbol atfogo képet adjak az é16 sejtekben megfigyelhets Ca*-koncent-
racié valtozasanak dinamikajat leir6 modellekrél. Ez a diplomamunka korlatozott
terjedelme miatt korantsem bizonyult egyszeri feladatnak. Fontosnak tartottam
azonban, hogy a leirtak a témdaban esetleg kevésbé jaratos olvasok szaméra is
kozérthetGek legyenek. Célom volt elsGként a téméahoz kapcsolodo szakirodalom
részletes és kimeritG feldolgozésa. Ez sajnos a vartnal tébb id6t igényelt, de
egyben vilagossa is tette azt, hogy munkdmat mely irAnyban lenne érdemes foly-
tatni. Mindenképpen fontosnak tartottam, hogy legaldbb egy, alapvets fontossagu
matematikai modell analizise is bemutatasra keriiljon. Valasztdsom azért esett De
Young és Keizer modelljére, mert bar segitségével a kisérleti iton mért adatokat
nem lehet tokéletesen reprodukélni, mégis egy hasznos kiindulési alapot nyuj-
tott 1j, jobb predikcios erével biré modellek megtervezéséhez. Munkam soran
a Mathematica segitségével vizsgdltam egy ilyen modell, a determinisztikus Li-
Rinzel-modell egy, a gonadotrép sejtekre alkalmazhato valtozatat. Megkerestem
az egyensiilyi helyzeteket és periodikus palyakat, valamint vizsgaltam az egyen-
silyi helyzetek stabilitasat is. A periodikus palyak keresése, illetve vizsgéalata
azért fontos, mert meglétiik a Ca®'-koncentracio idében periodikus valtozasara,
oszcillaciojara utal. A [Tien et al., 2005] cikkben kozolt adatokat sikeresen repro-
dukaltam. Mig az emlitett cikk szerzGi egy programcsomag segitségével végezték
szamitasaikat, komolyabb matematikai targyalas nélkiil kozolték eredményeiket,
addig én fontosnak tartottam, hogy az altalam elvégzett szamitasok elméleti hat-
tere egzakt, vildgos legyen. A Mathematica hasznalata kevéssé elterjedt ezen a
teriileten, annak ellenére, hogy nagy el6nyét latom tobbek kozott szimbolikus
szamitasi erejében. Bér a dolgozat f6ként numerikus szdmolasokat tartalmaz, a
program ilyen esetben is megallja a helyét. Segitségével szemléletes dbrak, anima-
ciok készithetGek melyek segitségével a targyalt rendszerek kvalitativ viselkedése

jol nyomonkdvethetd.

A rendszer tovabbi megismeréséhez modellezési és kisérleti munkat egyarant
tervezek. ToObb, mar létez6 modell bifurkacid-analizisének elvégzésével és szto-
chasztikus modelljeinek tanulmanyozasasval els6dleges célként egy olyan modell
tervezését tiiztem ki, amely a legjobban kozeliti a neuronokon mért eredménye-
ket. Igéretesnek mutatkozik a sztochasztikus modellezés szempontjabol az egyes

csatornak miikodésének tanulményozasa patch-clamp technikaval.
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Ko6szonetnyilvanitas

Eziton szeretnék kdszonetet mondani Toth Janosnak végtelen tiirelméért, magas
szinvonali szakmai segitségnytjtasaért és éveken 4t kitarto toretlen bizalméért.
Halaval tartozom tovabba a European Scientific Foundation szervezetnek, hogy
az altaluk tamogatott FUNCDYN program keretében részt vehettem egy, a Ca*"
dinamikaval foglalkoz6 nemzetkozi workshop-jukon.
A dolgozat részben az OTKA tamogatasaval késziilt (NK 63066).
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10. Figgelék
10.0.4. Sztochasztikus modellek

Az TP3R-ok eloszlasa a sejtben nem homogén, egyméstol 1-7 pum tavolsagban el-
helyezkedG custerekbe csoportosulnak. Az egy clusterben taldlhatd receptorok
pontos szadma még ismeretlen, de 5 és 100 kozotti értékre becslik. Ennél pon-
tosabb eredményrsl, 5-40 méretii clusterekrdl szamolt be Swillens és mtsai.

[Swillens et al., 1999], frissebb adatokat pedig [Shuai et al., 2006] olvashatunk.
A clusterek kis méretének kovetkezménye, hogy egy cluster allapota a benne
talalhato csatornak allapotanak fiiggvényében erésen fluktual. Igy a clusteren
keresztiili Ca?"-kiaramlas, melyet a benne talalhato nyitott csatornak szama hata-
roz meg, altalaban nem szabdalyosan oszcillal. Mind a tiliskék kozott eltelt idd,
mind pedig a tiiskék amplitidoja erdsen valtakozik. Ez a modellezés szempont-
jabol azt vonja maga utan, hogy a kapuzasra felirt determinisztikus egyenleteket

sztochasztikus megfelelGikkel kell helyettesiteni.
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30. abra. Clusterek

A sztochasztikus folyamatok eszkoztara kiilonféle modszereket kinél erre a célra
|Gardiner, 2004, [van Kampen, 2001], [Risken, 1984|.
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10.0.5. Ca’*-hullamok

Az oszcillacio gyakran intra- (sejten beliili), illetve intercellularis (sejtek kozotti)
hullaimokba rendezédik. Ez a térbeli mintazatképz&dés az egzotikus kémiai reak-
ciok szamos érdekes tulajdonsaga kozé tartozik. Ilyenkor a térben monoton inho-
mogén kezdeti koncentracideloszlas maximumokkal és minimumokkal rendelkezd
mintazatot vehet fel, térben terjedé koncentraciofrontok alakulnak ki. A Ca?*-
szint periodikus emelkedése és csokkenése tehat hullamszertien tovaterjed, a sejt
kiilonboz6 részein kiilonbozs idépontban né meg a Ca®" koncentracioja.

Hogyan alakulnak ki a hullamok? A Ca®T-raktarak a sejtben szétszortan
helyezkednek el. Ahogy azt a korabbiakban emlitettiik, az [P3R-ok elrendezidése
az endoplazmatikus retikulum membranjaban inhomogén. A hullam kiindulasi
pontjan a fentiekben ismertett modon elkezdenek kidramlani a Ca*™-k, majd
ezeknek egy része diffizioval lassan elhagyja a kidramlas helyét, és a szomszédos
receptorokra fejti ki aktivalo hatasat (CICR). Igy mire a kiaramlas helyén olyan
mértékben megné a Ca*'-k koncentracidja, hogy az (a fentiekben leirt gatlas
kovetkeztében) ott a csatornak bezarulasat okozza, a tavolabbi receptoroknéal a
Ca?*-szint éppen az aktivalo tartomanyban lesz, tehat ott az odadiffundalo Ca?*-
k felgyorsitjak a kiaramlast. A Ca?'-front el6tt tehat az aktivalando, mogotte
pedig az inaktivalt csatornak talalhatoak. (31.abra)

Az sejten beliili (intracellularis) Ca®'-hullamoknak két tipusa van: a nagy-
obb méretii sejtekben, mint pl. az oocytakban (éretlen petesejt) egy keskeny
savban emelkedik meg a Ca*"-koncentracio, és ez a Ca®-front halad végig a cito-
plazmaban, mig a kisebb méreti sejtek esetében jellemzsbb, hogy a Ca’"-szint
rovid idére a teljes citoplazméban megnd, és ilyenkor a szintemelkedés frontja
terjed tova a sejtben.

A hullamok tulajdonsagait tekintve érdekes megfigyelés, hogy az inger erGssége
a terjedés sebességét alig befolyasolja, tehat kiilonb6z6 intenzitasa ingerlés esetén
is kb. ugyanolyan gyorsan terjednek a hullimok, az inger erGssége azt befolyasolja,
hogy milyen gyakorisdggal kovetik egymaést a hullamfrontok. Megfigyelték tovabba
azt is, hogy a hullamok gyakran a sejtnek ugyanarrol a pontjarol (a sejtfelszin
kozelébdl) indulnak, melyet nem csupan a kémiai inger eréssége, hanem annak

tipusa sem befolyasol.
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A blip Low [InsP,]
= ==
B puff Intermediate [InsP,]
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31. dbra. Az IPsR-ok viselkedése az [P35 novekvs koncentriciojanak jelenlétében. Az IP3R-
ok clusterekbe csoportosulnak. A: alacsony IPs-koncentracié esetében néhany receptor (zold)
IP3-t két. A tobbihez (sarga) nem kotédott IPs, ezért ezek inaktiv allapotban vannak. Igy
erdsen lokalizalt, kis Ca®T-jelek ("blip") alakulnak ki a néhany csatornan keresztiil kidramld
Ca®" kovetkeztében, ezzel novelve a citoszol Ca®t-koncentraciojat (piros). B: Magasabb IP3-
koncentraci mellett az egy csatornabol kisramlo Ca?t a CICR mechanizmusan keresztiil a
szomszédos csatornékat aktivalja, ezzel Ca®T egy clusteren beliil t&bb csatorna egyiittes ny-
itasat eredményezi ("puff"). C: Még magasabb IPs-koncentraci6 globalisan terjedd Ca?"-jeleket
(hullamokat) valt ki. Az egy clusteren keresztiil felszabadulo Ca** a szomszédos clustereket is
aktivalja a CICR mechanizmusan keresztiil. Mindez az egymast kévetd ciklusokban felszabaduld
Ca?", diffazio és CICR folyamatan keresztiil terjeds Ca”-hullamok kialakulésat eredményezi.

A sejten beliil terjeds Ca®'-hullimok szerepe valoszintileg az, hogy az inger
keltette kalciumjelet a sejt minden részébe eljuttassdk. Széles korben elfogadott,
hogy ezek a hullamok lehetG6vé teszik a sejt kiilonboz§ oldalai, illetve a sejtek
kozotti kommunikéciot, ezzel kialakitva egy lokalis stimulusra adott szinkronizalt

globalis vilaszt.
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