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Korabbi valtozatok, illetve egyes fejezetek elolvasasaval segitett benniin-
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1

Bevezetés

A differencialegyenletek elImélete 6nmagéaban is érdekes kutatasi tertild]. Sok-
kal fontosabb azonban az, hogy ez az elmélet szamos helyen alkalmazhaté.

A matematikan belil gyakran hasznaljak mas egyenlettipusok (algebrai,
differencia-, funkcionalegyenletek) megoldasara és mas diszciplinak (vari-
acioszamitas, a sztochasztikus folyamatok elmélete, differencialgeometria
stb.) segédeszkdzeként.

A matematikan kivil a természet-, a mliszaki és a tarsadalomtudomanyok-
ban [?, ?, ?, ?] olyan terileteken fordul é| aholfolytonos idejd, folytonos
allapotter(i, determinisztikus folyamatok vizsgéalata a cél. Ezek kozul ti-
pikusan a térben homogén (vagy — mérnoki széhasznalakaheentralt
paraméter() folyamatok vizsgalatara k6zénséges, a térbeli inhomogenita-
sok figyelembevételére pedig parcialis differencialegyenleteket szokas hasz-
nalni.

Az alkalmazasoknal a hagyomanyoknak megtaala természettudoma-
nyos és miszaki példak dominalnak, olyan érdekesséigakint példaul
Laura és Petrarca szerelmének dinamikai modéetjjel[kellett tekinteniink.

Igyekeztiink minden részt példakkal és feladatokkal is illusztralni, de aki
alaposan el akarja sajatitani a targyat, annak szamara nélkulézhetetlen egy
alkalmas példatar, ilyen példad][

A kodzonséges differencialegyenletek témakdtépen sok jegyzet és pél-
datar jelent meg magyar nyelver?, P, ?,?,2,?2,?, 2,2, ?, 2, 2, 7], és meg-
jelent néhany alapvétkonyv forditasa is: 7, ?, ?, ?, ?, ?]. Kevés magyar
szerd irt magyar nyelvii tankonyvet, tudomasunk csak diekan: [?, 7].
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12 1. Bevezetés

Az elHbdl az altalunk alig érintett kdzgazasagtudomanyi modedielehet
értékes informéacidkat szerezni, mig a masodiknak (ugyanezen felllysz er
matematikai alapozas, és az iranyitaselmélet, valamint a differencialegyen-
|6tlenségek iranyaba mutaté kitekintés a sajatossaga.

Magyar szerak idegen nyelv( kényvei kézil torténeti okokbdl érdemes
megemliteni Petzval J6zsef kdnyvéR],[valamint Schlesinger Lajos mivét:

[?], Farkas Mikl6s mliveit pedig fontossaguk éésderliségik miatt?[ ?].

A koényvben targyalt tobbi téma, példaul a parcialis differencialegyen-
letek, vagy a variaciészamitas irodalmat nem tekintjiik at hasonl6 részletes-
séggel, itt arra torekedtiink néhany fontos hivatkozas megadasaval, hogy az
Olvasd el tudjon indulni.

Melyek azok a specialitasok, amelyek jellemzik ezt a kdnyvet, amelyek
miatt érdemesnek tartottuk, hogy véllalkozzunk a megirasara?

FogalmazasmoédKovetkezetesen torekedtiink arra, hogy mindékelib
matematikai objektumrél megmondjuk, micsoda (milyen halmaz, vagy
milyen halmaznak az eleme). Igyekeztiink azonos dolgokat azonos mo-
don, kilénbobdket pedig kilobdaképpen jeldlni. Kilénds hangsulyt
fektettlink a fliggvény és a fliggvényérték kozotti kulonbségtételre. (Ha
ez utobbi mellett még mindig érvelni kell, emlitsik meg, hogy egyet-
len matematikus sem téveszt 6ssze egy matrixot egy vektorral, vagy hi-
vatkozhatunk arra, hogy a matematikai programcsomagok megkovetelik
ezt a kilonbségtételt.) Ezeket a szempontokat részben vagy teljesen a
[?, 2, ?, 7] irdsok megvalésitjak; kiindulépontjuk &][dolgozat és Kdsa
Andras hetvenes évek végén, nyolcvanas évek elején tadatidasai az
ELTE TTK-n. Az altalunk ismert idegennyelvii irodalomban a helyzet
rosszabb, néhany szépen megirt konyvet tudunk csak emlier], |
ezek nem éppen az altalanosan hasznalt, népszeri mivek.

Alkalmazasok Mivel az alkalmazasokat magunk is fontosnak tartjuk, és
mivel az el$sorban megcélzott olvaséink vegyész- és biomérnok, va-
lamint alkalmazott matematikus hallgatok, a differencialegyenletek tar-
gyaladsakor a megszokottnal is tébb alkalmazasi példat és a feladatot mu-
tatunk. Mar itt is felhivjuk a figyelmet Ponomarjo9][kdnyvecskéjére,
amely azt a célt tlizte ki, hogy megtanitja olvaséjat differencialegyenle-
tek felallitAsara. Ezt atfogdan és rendszeresen sehol sem szokas tanitani,
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1. Bevezetés 13

a tipikus (legkedveibb) eset az, hogy egy teriileten (példaul Newton
egyenletek, kémiai kinetikai differencialegyenletek, populacidbioldgiai
modellek) megtanulnak a hallgatok modelleket megfogalmazni. A mo-
dellezés elsajatitAsahoz egy masik hasznos jegy2gt: Az alkalma-
zasokkal kapcsolatban igen tanulsagos az a tény is, hogy P. W. Atkins
sok kiadasban megjelent, az egész vilagon hasgmwkai kémiacim(
kényve [?] mindharom kotetének cimlapjat egy-egy differencialegyenlet
disziti, nemcsak a Ill. Véaltozas cimiét (a legegyszerlbb konszekutiv re-
akcio kinetikai differencialegyenlete), hanem a Il. Szerkezet cim(iét (a
Schrédinger-egyenlet)dsmég az |. Egyensuly cim{iét is (a van't Hoff-
egyenlet).

Mathematica A fejezeteket rendre olyan szakasz zarja, antdliderdl,
hogyan lehet a felmertlt szamolasok megkodnnyitésére vagy illusztraci-
Ora hasznalni Mathematicamatematikai programcsomagot. Ez azok-
nak szél, akik a programra vonatkozé legalapbét ismeretekkel mar
rendelkeznek. Célja semmiképpen nem a targykor kimeritése, csupan
Otleteket kivanunk ezeken a helyeken nyujtani az Olvasénak. A legalap-
vetdbb ismeretek elsajatitasdhoz pedig a program sugéjan kivil ajanljuk
a program megtervépnek az ismertetésé?][a kiegészid programcso-
magok [?] leirasaval egytt. A céltudatos és gyors haladas megkoénnyité-
sére késziilt & kdnyv.

Ami a sziikséges éismereteket illeti: a jelen kényv olvasasahoz az egye-
temeken az efskét félévben oktatott bevefetatematikatargyak anyaga
elegend. Altaldban is jellemd a differencidlegyenletek elméletének elemi
fejezeteire, hogy nem alkalmaznak kilénleges matematikai eszkdzoket, de
erdsen tAmaszkodnak a korabkbiemeretekre.

1 Newton, Isaac (1643-1727): angol matematikus, fizikus és csillagasz; a matematikai ana-
lizis és alkalmazasainak kezdemér§jjezszamos teriileten, réviden: a teremtés masik fele.
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14 1. Bevezetés

1.1. Jelolések

la, b a,beR,a< besetén aix € R;a < x < b} nyilt intervallum
a.b] =] min{a, b}, max{a,b}|
A Az A halmaz lezartja
AB A B halmazon értelmezeth-beli értékeket
folvevo fliggvények halmaza
c(+) tetsBlegesc € R valos szam esetén
azR > x— ¢(x) € R allandé fiiggvény
C a komplex szamok halmaza
cN azN-dimenziés komplex vektorok halmaza
CNxN azN x N-es komplex elem{i matrixok halmaza
C(AB) azA halmazon értelmezet halmazba képér
folytonos fuggvények halmaza
CN(A,B) az A halmazon értelmezel halmazba képé¥
N-szer folytonosan differencialhato fliggvények halmaza
cN(A) azA halmazon értelmezett, valds érték,
N-szer folytonosan differencialhaté fliiggvények halmaza
Dy az f figgvény értelmezési tartomanya
oT aT tartomany hatara
o f az f fuggvényi-edik valtozo szerinti parcidlisderivalt-fliggvénye
€n a standard bazis-edik eleme

F(AxB) azA x B halmaz olyanf részhalmazai,
amelyek fuggvények, azdx,y1), (X,y2) € f = y1 =Vo.

fla az f fuggveny leszlkitése g halmazra;Ds |, := Dt NA
(f,0)(x) ;== (f(x),9(x)), hax e Dt N Dy

id a valos szamok identitasfliggvénye

Im(z) azkomplex szam képzetes része

int(z) a X halmaz bel8 pontjainak halmaza

J—{1} aJ C R val6s szamhalmaz éstae R

valés szam elemenkénti kildnbsége:
={xeR;x+1€J}

K a valos vagy a komplex szamok teste

Ker(A) azAlinearis leképezés magtere

Ko(a) aza pontp sugaru (nyilt) kbrnyezete

Iig1 f vagy)l(imaf(x) az f filggvény hatarértéke azhelyen
N a természetes (itt: pozitiv egész) szamok halmaza
No a nemnegativ egész szamok halmaza

pry vetités az el tengelyre

pr, vetités a mésodik tengelyre

pr; vetités ai-edik tengelyre

Q aracionalis szamok halmaza

KORREKTURA 2004. szeptember 27.
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Re(2)
R

RN
RNXN
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azA matrix rangja

azkomplex szam val@s része

a valés szamok halmaza

azN-dimenzios valoés vektorok halmaza

azN x N-es valés elem(i matrixok halmaza

a negativ valds szamok halmaza

a pozitiv valés szamok halmaza

=RTU {40}

a nemnegativ valés szamok halmaza

az f fuggvény értékkészlete

aJ intervallumon Riemann-integralhat6
fliggvények halmaza

az A vektorhalmaz elemei altal kifeszitett linearis tér
azu és av vektor skaléris szorzata

azA allitas igazsagértéke

az egész szamok halmaza

aQ halmaz karakterisztikus, vagy indikatorfiiggvénye
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2

Alapfogalmak

A fejezet célja, hogy

m az alkalmazésokon keresztil vezesse be a differencialegyenlet fogalmat,
= afogalmat 6sszekdsse az elemi analizis ismert fogalmaival,

= megadja a tovabbi legalapédtb fogalmak pontos definiciojat,

= kimondjon és bizonyitson néhany ezen fogalmak kdzott fennalld koz-
ponti fontossagu tételt, és vegul

= megmutassa, hogy a felmerilt fogalmak illusztralasara és feladatok meg-
oldasara, vagy megoldasanak segitésére miként hasznaliathama-
tica.

2.1. Motivacié, példak

Néhany fizikai, kémiai és biolégiai példan keresztil megmutatjuk, hogyan
vezet valamely jelenség, — gyakrandlien lezajléfolyamat — a legkilén-
b6z5bb alakua differencidlegyenletekre. Majd elemi eszkdzokkel meg is vizs-
galjuk ezeket az egyenleteket.

2.1.1. Aradioaktiv bomlas egy modellje

Jeldlje valamely radioaktiv anyag mennyiségéeaR ™ id6pontbarx(t) € R,

és vizsgaljuk meg, hogyan valtozik ez a mennyiségtat 8| intervallum-

ban, ahob (az alabbiakban meghatarozandé médon) ,rovidtéadtam. (Po-
zitivitdsat nem fogjuk kihasznalni, csak annyiban, hogy az intervallumot nem
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18 2. Alapfogalmak

ebben a pontosabb formaban adtuk njgg:+ 8. Ettdl a — tulzottnak is ne-
vezheb — pontossagtol a tovabbiakban is el fogunk tekinteni.). A radioaktiv
anyag mennyiségeido elteltével olyan adaggal csékken, amely mindént

ami szbba johet, a legegyszeriibb médon (lineéarisan) fiigg, vagyis egyenesen
aranyos a jelenlévanyag mennyiségével (ha tehat tobb voltkeslgyorsab-

ban is bomlik) és az eltelt @artammal. Ezt igy irhatjuk le:

X(t+08) =x(t) —kx(t)d+€(d)9,

ahol a—k aranyossagi tényéml feltehet, hogy negativ szam (itt fizikai
feltevést visziink be a modellbe), igye R*. Feltételezziik, hogy a csokke-
nésen tulmeden az intervallum hosszahoz képest csak kicsiny valtozas ko-
vetkezik be abban az értelemben, hdjgye = 0. Atrendezés utan ezt kapjuk:

XGLE);X“) = —kx(t) +€(d). Innen lathatd, hogy az intervallulmhosszaval
nulldhoz tartva a jobb oldalnak létezik hatarértéke, igy a balnak is, ami éppen
azt jelenti, hogy az anyagmennyiséget leiré figgvény derivaltfliggvénye az
értelmezési tartomanyanak minden pontjaban létezik: az anyagmennyiséget
leiré fliggvény minden idpillanatban derivalhatd. igy tehat:

X(t) = —kx(t) (teR"). (2.1)

A derivaltat ponttal is szokas jel6lni, nemcsak vésa&t, kilondsen olyan
flggvények esetében, melyeknél az értelmezési tartomany podtként
interpretaljuk. Ez a szokas Newtontol ered, lasd még alabb is.

Kérdés ezek utan, hogy mely figgvények a (2.1) egyenlet megoldasai.
Esziinkbe juthat, hogy az exponencialis fliiggvény derivaltja 6hmaga, esetleg
még azt is kitalalhatjuk, hogy a&" > t — Cexp(—kt) alaku fuggvények
derivéltja tetsblegesC € R esetén a fliggvényk-szorosaval egyezik meg.

2.1. feladat. Be tudnank-e bizonyitani, hogy mas fiiggvény nem rendelke-
zik ezzel a tulajdonsaggal? Lassuk be azt, hogy megoldasa a (2.1)
egyenletnek, akkor & y(t)expkt) fiuggveny &lland6. (Megoldas??.
oldal.)

Ezutan probaljuk azt meghatarozni, hogy amennyiben kezdetbenda 0O id
pontbanl, mennyiség volt jelen a radioaktiv anyagbdl, akkor melyik fligg-
vény irja le az anyag mennyiségét? Ehhez egyszerlien dssze kell vetniink
a ,modell"-bdl kapott mennyiséget a kezdeti mérés eredményéxgh=
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2. Alapfogalmak 19

x(0) =C, savalaszxpexp(—kt) (teR™). Tehataradioaktivanyag menrji-
sége & € R™ idépontbar(t) = xpexp(—kt).
Foglaljuk 6ssze, hogy milyen szempontokbdl j6 ez a modell.

= A modell pozitiv kezdeti értékek esetpazitiv értékeket szolgaltat min-
den késbbi (és korabbi!) iépontra.

= A modellben szerepl mennyiség szigoridamonoton csdkkerbleg tart
nulldhoz 6sszhangban azzal, amit elvaruik.t

Végul emlitsiik meg a modell néhany hianyossagat és hibajat is.

= A modell determinisztikus, nem veszi figyelembe, hogy a radioaktiv
atomok kozul véletlenszertien bomlik el egy-egy.

= A modellfolytonos allapotterd, nem veszi figyelembe, hogy az atomok
szama csak egyeseével valtozhat. (Lehetséges, hsgjg@anmonoton
csokkenést mégsem kellene elvarnunk?)

2.1.2. A barometrikus nyomasformula

Legyenp(h) a(z ismeretlen) Iégnyomag(h) pedig a leveg (ismert) siri-
sége a Fold felszin@tmérth € R* magassagban. Felhasznalva a nyomas
értelmezését, miszerint az ade¥s a felllet hanyadosa, egy allandlé&e-
resztmetszetet véve az arra hatdtdetféleképpen is folirhatjuk:

Z

p(h)A=Ag ) p(x)dx, (2.2)

ahol a jobb oldalon a végtelen magas léd@sglop sulyabol szarmazééer
szerepeld a gravitacios gyorsulas). (Szikség esetén folirhat6 a jobboldali
integral egy kozeld 6sszege, ami még jobban lathatd ennek jelentése.)
EbbdI (a p flggvényre vonatkozd enyhe — fizikai megfontolasok miatt tel-
jesub — feltételek miatt) derivalassal@(h) = —p(h)g egyenletet kapjuk,
amelynek a megoldasahoz sziikségiink van még a slrliségre, mint a magas-
sag fuggvényére. A silrliség/gh) fajlagos térfogat reciprokg(h) = Wlh)
Ha a levegt idedlis gaznak tekintjik, akkgr(h)v(h) = LRT, aholM a le-
vegd latszolagos mélsuly® a gazallandoT pedig a leve§ hdmérséklete.
Mindezeket felhasznalva kapjuk:

Mg

() = —p(h) o

(2.3)
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ahonnan — a Fold felszinén mért nyom@stal jeldlve — a fentiekhez hason-

[6an adodik:
Mg

p(h) = poexp(—hﬁ) (heR™). (2.4)
A szerepb allandok értéke Sl-rendszerben:
_gg M _ 9 R- J .
g=19381 2 M = 28.98 ol R=8.314 oK

mig T éspg tipikus értéke300K, illetve 101325 Pa

2.2. feladat. Abrazoljuk a kiszamolp fuiggvényt g0,100( és a0, 100000
intervallumon. (Megoldas??. oldal.)

A (2.3) differencialegyenlet megoldasakeént kapott (2.4) fliggvény ugyan
minden pozitiv magassagra értelmezve van, pontosnak azonban csak addig
mondhatjuk, amig a levéghdmérséklete és a nehézségi gyorsulas allando-
nak tekintheb. Ezt azonban, kiléndsen az@fsl, csak kis szakaszon belil
lehet feltételezni.

2.1.3. Baktériumok szaporodasardl

Vizsgaljuk most egy edényben (kéndcéombik) tartott baktériumtenyészet-
ben a baktériumok mennyiségét. Ezt a baktériumok 6ssztémegével jellemez-
hetjuk, melyet & € R™ id6pontbarm(t) € R fog jel6lni. A fentiekhez ha-
sonlo megfontolasokkal most axt) = Am(t) egyenlethez jutunk, amelynek
azm(0) = my feltétel (az ugynevezekiezdeti feltéte) mellett a megoldasa
moexp(At) (t € RT). A konkrétsag kedvéért foglalkozzunk Bscherichia
coli baktériummal. Egyetlen sejtiének a tome@ge10-12 g. Ismeretes, hogy
az életciklusanak hossza mintegy harminc perc, tehat ennyi a kéédésez
ideje. Ez modelliink szamara azt jelenti, hogy (amennyibendziercben
mérjuk)

m(t +30) = exp(30A) = 2, ahonnan\ = In(2) =0.0231049 (2.5)

m(t) 30

Harom nap, azaz 72 éra, vagyi2- 60 = 4320 perc mulva a baktériumok
ossztomeg@. 10712255 = 2.10-122144 — 4.4601516%, amit a Fold tomegé-
vel (5.9742- 1077 g) 6sszevetve kapjuk, hogy harom nap maltan a kiindulasi
baktérium utédainak tdmege meghaladja a Foldét.
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Mit jelent ez az eredmény? Azt, hogy ilyen hosszétattamon keresz-
til mar nem all korlatlanul a baktériumok rendelkezésére — az exponencia-
lis szaporodashoz sziikséges, és a korabbiakban hallgatélagosan feltételezett
mennyiségl — taplalék, tehat ilyen hosszatatamra mar nem érvényes a
modell. Ha pontosabb modellt akarunk késziteni, akkor példaul azt mond-
hatjuk, hogy létezik a baktériumpopulaciénak ollagrtéke, amelyhez az
0ssztémeggel kdzelitve a szaporodasi sebesség egyre inkabb lelassul (a tap-
lalék korlatos volta miatt). Ezt a modellben Ggy vehetjik figyelembe, hogy
még egy ténydxt hozzairunk a jobb oldalhoz:

() = Am(t)(L — m(t)). (2.6)

Ett6l a tényedtdl azt varjuk, hogy hatasara az dssztdmeg nénkarlat-
lanul. Az egyenlet (amelynek jobb oldala most md(t)-nek nem lineéris
fliggvénye!) megoldasara és a megoldas vizsgalatara tobbszor vissza fogunk
térni.

Felhivjuk még arra is a figyelmet, hogy — amint ez a (2.5) levezétésth
haté — a\ paraméter éppugy, mint a kétszdidasi id fuggetlen a kezdeti
tomegbl is, és attdl is, hogy melyik iiponttdl kezdjuk mérni a tdtmegnove-
kedést.

2.1.4. Egy egyszer( kémiai reakcio

Tekintsiink egy edényt, amelyben vizes oldatban valamihgsel jeldlt

szubsztrat (atalakitand6 anyag) van jelen. AtalakitasatEavel jelolt en-

zim (katalizatorfehérje) végzi. Az atalakitas@lépéseként egg-vel jeldlt

komplex keletkezik, a masodikban pedig Iétrejoireamék, jele (a produk-
tum szbébdl)P. Mindezt a kdvetkeképpen szokas felirni:

E+S=C=E+P (2.7)
Amennyiben csak a& + S— C részfolyamat (reakciolépés) menne végbe,
akkor a fenti — természetesnek nevedhetmegfontolasokkal a kdvetkéz
egyenlethez jutnank:

eé=-kies $=—kies ¢=+kses

melyben ak; pozitiv szam a reakcidlépés ugynevezabességi egyutt-
hatéjat (régebbi elnevezéssedillandojat) jeldli; e, s,c (és alabbp) pedig
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V4

ban az eddigiekt eltében az egyenleteket nem fuggvéngkekkel irtuk

fel, hanem flggvényekkel.) Ha az dsszes reakcibélépést figyelembe vesszik,
akkor meglehdisen bonyoluldifferencialegyenletrendszer (mas néven a

t — (e(t),s(t),c(t), p(t)) vektorértékl fuggvényre vonatkozé differenciale-
gyenletet) kapunk:

e = —kiestk jc+koc—k 2ep

s = —-kest+k_;c

¢ = +kies—k 1c—kc+k 2ep

p = +kec—k ep (2.8)

(Ebbenk,,k, az ebre meid, k_;,k » pedig a hatrafelé ménreakcidlépé-

sek sebességi egyiitthatéjat jeloli.) Ez az egyenlet mar elemi eszkdzokkel
nem vizsgalhatd, ami azt mutatja, hogy egy viszonylag egyszeriinek latszé
folyamat modellezése is nehéz matematikai feladathoz vezethet.

2.1.5. Newton Il. tdrvénye

Most pedig tulajdonképpen jél ismert dolgokat fogunk atirni a differenciale-
gyenletek nyelvére. Ha egytomeg(i szabadon@&sest & € R* idépontban
v(t) sebességgel mozog, akkor rémzt) = mgegyenlet vonatkozik. Heg
kezdisebességgel inditottuk, akkor

v(t) =vwo+gt (teR™).

Figyelembe véve, hogy a sebesség az elmozdulas derivaltja, egyenletiinket
igy is irhatjuk: mS(t) = mg s ekkor még azt is meg kell adnunk a teljes
leirashoz, hogy honnan indult a test, nemcsak a kezdeti sebes§@jét:
Vo, S(0)=s. A—jolismert — megoldas:
1
s(t) = so+ Vot + égt2 (teRY).

Végiil egy tanulsagos megjegyzés. Newton a Il. térvénynek nevezett alli-
tast (mai jel6lésekkel) az alabbi formaban irta fol:

(mv) =F. (2.9)

Amennyiben a témeg @iben allando, ez a foliras egyenértékl az elterjed-
tebbma= F alakkal, ha a szokasnak megféleha := v jel6li a gyorsulast.
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A relativitaselmélettel foglalkozok Newton zsenialitasat dicsérik, hogy 6n-
tudatlanul is gondolt a valtozé tdmeg esetére. Egészen foldhtz (roghdz)
ragadt példat is tudunk azonban mutatni, ahol a Newton-féle alakra sziikség
van. Tekintslink egy hosszu teheraut6t, amelyre kizarélag a surlodasi er
hat, és amelyre folyamatosan (egyenletes sebességgel) valamilyen terményt
szornak. Hasonl6 esettel talalkozunk akkor is, ha példaul zapor miatt nagy
mennyiség viz esik a teherauté platdjara, de az lizemanyagukat elfogyaszto
rakétak mozgasa is hasonlé médon irhato le.

2.3. feladat. Kérdés: mi térténik hosszu @dutan az autéval? (Megoldas:
??. oldal.)

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ebben a pontladsodrendliegyenletek-

kel is talalkoztunk. Ugyanis, ha Newton Il. torvénygd(t) = F(t,s(t),(t))
alakban irjuk fel, akkor az egyenletben az ismeretlen figgvény masodik de-
rivaltja szerepel. Az élz6 pontok példaiban minden differencialegyenlet
elsbrendd volt.

2.1.6. Diffazio, hbvezetés

LegyenQ C R nyilt intervallum (magasabb dimenziéban: dsszeiggilt
halmaz, vagyisartomany, esetleg tartomany lezartja). Jelofig,x) € R
valamely anyag tomegsiriiségét a Rt id6pontban, az € Q pontban.
Megmutathat6, hogy alkalmas feltételek mellett erre a tomegsiriségre a ko-
vetked dsszefliggés all fenr?[87. oldal] (lasd még alabb?P pontot is):

dop(t,x) = Da%p(t,x) ((t,x) € RT x Q). (2.10)

Ebben adiffizios egyenletberD € R* a diffiziés allandd. (Ha(t,x) a
beld energia slrlsége, akkor az egyenlefetezetésegyenletnek, ha pedig
p(t,-) valészinlségi strliségfuggvéeny, akkakker—Planck-féle egyenlet-
nek szokas hivni.) A derivaltakat nem &l6s masodik, hanem nulladik és
els) valtozo szerinti derivaltnak szokas nevezni, amikor jelen van kitlintetett,
idokeént interpretalt valtozo is. (Régebben — terjésepb irAsmoddot hasz-
nalva — az egyenletet szokas v tx"x) = D% alakban folirni.)

Itt vektorvaltozds valos értékl fliggvények parcialis derivaltjai szerepel-
nek, ezért a kapott egyenlet (masodrenutircialis differencialegyenlet.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az egyenletek besorolasat intuitiv alapon
végeztik; ahhoz, hogy ez matematikai eljaras legyen, pontosan definialni
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kellett volna az egyes egyenlettipusokat. Ezt néhany esetretbtiék-

ben meg is fogjuk tenni. Itt is hangsulyozzuk azonban, hogy nem fogunk
altalanos definiciot adni a differencialegyenlet fogalmara. Nem tekikhet
matematikai definicibnak az ilyesféle mondatok: , A differencialegyenlet va-
lamely ismeretlen fliggvény és a derivaltjai koz6tt fenndllé dsszefiiggés.”

2.2. Elemi kvalitativ mdédszerek

Az alabbiakbdl ki fog dertlni, hogy analizisbeliismereteink folhasznalaséaval
elég sokat megtudhatunk differencialegyenletek megoldasairol.

2.2.1. Afuggvényvizsgalat modszereinek kiterjesztése

El6szor megmutatjuk, hogy a fliggvényvizsgalat modszerei fedentkiter-
jeszthebk.

Bevezetésként vazlatosan elvégezziik explicit képlettel adott fligg-
vény vizsgalatat. Legyen tehd(x) :=2(x—1)+e* (xe R). Mivel a
flggvény az egész szamegyenesen akarhanyszor derivalhato, kénnyen ki-
szamithatok lokalis széigrtékhelyei. Azy(x) = 2—e* = 0 egyenletil
egy gyokot kapunk, ezxg = —In(2), s mively’(xp) = 2 > 0, ezért azxg
pont lokalis minimumhely. A masodik derivaltbdl, amely ahelyene™*,
kitlinik, hogy a fuggvény mindenutt (alulrdl) konvex, inflexios pontja nincs.

Képzeljink most el egy olyan helyzetet, amelyben annyit tudunk az isme-
retlenz: R — R fiiggvénybl, hogy differencialhato, és

Z(x)=2—-€*, xeR. (2.11)

Ha most figyelmesen végigolvassuk a@z8l bekezdést, kidertl, hogy érve-
Iéslink tovabbra is megallja a helyét, igy a vegkbvetkeztetéziiggvény
a]—oo,Xo] intervallumon szigortian monoton csékkemzxy pontban mini-
muma van, azXo,+| intervallumon pedig szigorian monoton noveted
A flggvény az egész értelmezési tartomanyan konvex. A leirt tulajdonsagok
azonban nem hatarozzadk meg egyértelmierit@gvényt, ha ugyanis &
flggvényt (2.11) adja meg, akkor tefdegesC € R esetén ugyanez igaz a
(z+C)' fuggvényre is. Elemzésink tehat — amelgxplicit médon mega-
dott derivaltjabdél indult ki — fliggvények egy (egymastol allandéban éjér
seregére vonatkozik.

Tekintslink egy olyan példat, ahobarivalt implicit 6sszefliggésselan
megadva, &t azt, mint az ismeretlen fliggvény értékének és fiiggetlen valto-
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zéjanak fuggvényét ismerjik. Legyen tehat

Y(X)=2x—y(x) (XeR). (2.12)
A fenti 6sszefliggésnek eleget tefilggvényekdl tébb megallapitast is te-
hetlink.

= A fliggvények ado := {(x,y) € R?;2x = y} egyenest vizszintesen met-
szik.

= Az |g egyenes alatt a fliggvényeknek szigorian monoton nogeked
I6tte pedig szigordan monoton cstkkeszakasza halad.

= A fliggvények derivaltja al := {(x,y) € R% 2x—y = k} egyenes pont-
jaiban pontosak(< R).

= Mivel ezeknek a fliggvényeknek a masodik derivaltjara (2.12) miatt

V() =2-Y(X) =2-2+y(x) (xER)

teljesul, ezért ak egyenes folott a fliggvények (alulrdl) konvexek, alatta
pedig (alulrél) konkavak.

m Vegylk észre (verifikaljuk), hogy dz flggvényre értelmezési tartoma-
nyanak minden pontjaban szintén fonnall a (2.12) 6sszefliggés.

b
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2.1.. dbra. Iranymég megoldas, iranyvonalak
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A fenti elemzés alapjan készitett vazlatos képet az abra mutatja.

2.4. feladat. Hol lehetnek szétrtékhelyei és inflexiés pontjai az
(@Y (x) = sin(x+y(x)) és a (b (x) = y(x) —x*+2x—2

differencidlegyenlet megoldasainak? (Megold#3:oldal.)

2.2.2. lIranymed

Erdemes még megismerkedniink egy geometriai jelleg(i fogalommal, amely
segit majd az 6sszefliggések szemléletes jelentésének felismerésében. Az
alabbiakban szerepl2.16)x(t) = f(t,x(t)) 6sszefuggésh lathato, hogy az

Q halmazon értelmezetft jobboldal-figgvény a sik tartomanyanak min-

den egyes pontjaban megadija, hogy mekkora az ismeretlen (keresett) fligg-
vény derivaltjAnak az értéke az adott pontban. Ha egyszerlien abréazoljuk
a haromdimenziés térben dzfliggvényt, arrol még nem koénnyl leolvasni

a megoldasok menetét. Ha viszont a Silkartomanyanak minden egyes
(p,q) pontjahoz huzunk egy olyan ,kicsinyd(p,q) szakaszt, amelynek a
meredeksége éppefi{p,q), akkor kozelibleg éppen azt dbrazoltuk, hogy
hogyan halad a megoldas az adott ponton keresztiil6lEs®etenként meg

is sejthed, hogy milyen fliggvények a differencidlegyenlet megoldasai. Ki
fog dertilni, hogy semmi bizonytalansdg nem szarmazik abbdl: a szakaszrél
minddssze annyit mondtunk, hogy kicsiny. A formalis definiciéban kicsiny
szakasz helyett egy iranyt rendeliink hozza a jobb oldal értelmezési tartoma-
nyanak pontjaihoz. Azt is mondhatjuk, hogy az iranythazobb oldalnak,

mint flggvénynek masik elnevezése.

2.1. definicié. Iranymezének a{(p,q, f(p,q)) € R3(p,q) € Q} halmazt
nevezzuik.

A jobb oldal értelmezési tartomanyanak azon pontjait, amelyekben a megol-
das azonos iranyban halad, érdemes egy-egy halmazba 6sszefognunk.

2.2. definicid. Iranyvonalnaknak (vagy izoklinanak) nevezzik az

lk:={f(p,a) =k (p,q) € Q}

halmazt(k € Rs). Az lop halmaz nevenullavonal vagy nullklina.
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Elsb példaként tekintsik az @6 abrat, ahol két megoldas és néhany
irAnyvonal mellett félvazoltuk az iranymétis. Jol lathatd, hogy a meg-
oldas miként illeszkedik az irAnym@kis szakaszaihoz.

2.5. feladat. Rajzoljuk meg az
@)y (x) = sin(x+Yy(x)) és a (bl (X) = y(x) —x° 4 2x— 2 (2.13)

differencidlegyenlet iranymépt! (Megoldas:??. oldal.)

2.3.  Amit mar tudunk: elemi kvantitativ médszerek
2.3.1. \Verifikdlas

2.6. feladat. Mutassuk meg, hogy ha L,mg € R*, akkor az

L
mt) = 5 (teR)
ETbe-lAt 4 1
dsszefuiggéssel definialt figgvény megoldasegesztikus vagy Verhulst-
féle (2.6) differencidlegyenletnek ax0) = my kezdeti feltétel mellett. (Me@§
oldas:??. oldal.)

Ha hajlamosak lennénk a fenti egyszer( verifikalas lebecsulésére, ne te-
gyuk. Az alkalmazasok szempontjabdél ugyanis az a fontos, hogy mérési
adatokhoz modelleket szerkessziink, mert ezek rendszerezett, tomor, a fi-
zika, kémia, biologia, stb. alapelveinek megfélermaban tartalmazzak az
adott jelenségre vonatkoz6 tudasunkat.

2.7. feladat. Gyakorlasként mutassuk meg, hogy a 2.1. tablazatban saerepl
fuggvények alkalmas lesziikitései eleget tesznek a megadott differenciale-
gyenleteknek. (Megoldag£?. oldal.)

2.3.2. Kozvetlendl integralhat6 egyenletek

LegyenJ C R tetsdleges nyilt intervallumf; pedig ezen az intervallumon
folytonos, valos értékeket felvévfliggvény. Legyen tovabb&e J,n e R
tetsdleges. Akkor az, fliggvény al intervallum minden korlatos részin-
tervalluman Riemann-féle értelemben integralhatd, igy egy primitiv fliggvé-
nye (példaul & ponkban eltid) éppen ag pontban eltld, sic!) integral-
fuggvénye:J 5 X — fl € R. Az 6sszes tobbi primitiv fliggvényét efib

LVerhulst, Pierre Francois (1804-1849): belga matematikus.
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2.1.. tAblazat. Megadott megoldasok verifikalasa

x(f) := arcsir(f) X(f) = =
(fe[-1,1)) (f e]-1,1))
X(t) ;= 3e2 X(t) = —2x(t)
(teR) (teR)
K € R tetsdleges
u(z) :=Ke?+2z-2 U(z) =2z—u(2)
(zeR) (zeR)
beR,D e R" tetsdleges
u(t,x) == Zﬁﬁe‘% dou(t,x) = Da3u(t,x)
((t,x) e Rt xR) ((t,x) e RT xR)

alland6 hozzaadaséaval kapjuk, tehat az ?{z mtegralfuggvenye afpona:
ban éppem értéket vesz feld > x—n+ ¢ X1 € R. Igy tehat példaul, ha
azt a fuggveényt keressiik, amelyik definialva van az egész szdmegyenesen,
derivaltfliggvénye a szinuszfliggvény, és értéke a 0 pontban 1, akkor a ko-
vetkedket kdveteljiik meg az ismeretlen figgvényygx) = sin(x) (x €
R) y(0) = 1. Innen adddik, hogy egyrészt sziikségszerlien valamilyen
valos szammay(x) = C—cogx) (x € R), masrészt erre & szamra tel-
jesulnie kell, hogyl = y(0) = C—cog0) = C— 1, vagyisC = 2, tehat a
feltételeket kielégfti fliggvény csak ez leheR — cos és ez valéban teljesiti
is az Osszes feltételt.

Az integralszamitas tanulmanyozasa kdzben szerzett fenti ismereteinket
jelenlegi céljainknak megfeléén szeretnénk ugy fogalmazni, hogy az

y(x)="fi(x) (xeJ) y&) =n (2 14)

kezdetiérték-problémanaklétezik egyetlen megoldasa, ésez r]+ £ .

Ehhez azonban meg kell adnunk a differencialegyenlet, a megoldas és az
egyértelmliség definiciéjat. Ezt fogjuk megtenni a kdveikeen.

2.4. Definiciok, egzisztencia- és unicitasi tételek

Miel6tt valésagos feladatunkhoz hozzékezdenértszlr arra emlékezte-
tiink, hogy mit is jelentenek aalgebrai egyenleek. Példaként tekintsiink
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egy rogzitettP, masodfoku polinomot. Tetékegesx € R valés szam ese-
tében értelmes a kdvetkeAllitas: aP, polinom azx szamnal a nulla ér-
téket veszi fel, azaz tomorebb&(x) = O, tovabba ez az allitds vagy igaz
(legfeljebb két valés szam esetében), vagy pedig hamis. Megoldasnak azo-
kat a valés szamokat neveztik, amelyeknél az allitas igaz. Azt is mond-
hatjuk, hogy az valés szamhoz &(x) = 0 allitas igazsagértékét rendel

x +— Val(P,(x) = 0) fuggvény az egyenlet, a megoldasok halmaza pedig az
{igaz} halmaz6sképe, ahoVal(A) azA allitas igazsagértékét jeloli, ez tehat
lehet igaz vagy hamis.

A lineéris algebrai egyenletrendszezket is teljesen hasonloan foghatjuk
fel. Ezeknél adott alXl € N természetes szam, A= RN*N valdés komponen-
sekibl all6 matrix, ab € RN valés komponensekih all6 vektor, és minden
x € RN val6s komponensekiballo vektor esetén akx = b allitas vagy igaz,
vagy hamis. Megoldasnak azokat a valos sk&eseket nevezzik, amelyek-
nél az allitds igaz. Azt is mondhatjuk, hogyazalés komponensekiballo
vektorhoz azAx = b llitas igazsagértékét rendeRN > x — Val(Ax = b)
flggvény az egyenlet, a megoldasok halmaza pediigez} halmazos-
képe ennél a fiiggvénynél.

Ezt a felépitést fogjuk kdvetni az alabbiakban. Kiemeljik, hogy a meg-
oldasok és ahol ezeket egyaltalan kereshetjiik (vagyis a fenti fliggvények ér-
telmezési tartoméanya), j6l defini@dzadmhalmazok, illetvevektorokbdl allé
halmazok voltak.

2.4.1. Explicit kozonséges etsendl differencialegyenlet

LegyenN € N természetes szang) ¢ RN*! tetsdleges dsszefiiggnyilt
halmaz tartomany), f pedig ezen a halmazon folytond\-beli értékeket
folvevo fliggvény:f € ¢(Q,RN). Vezessiik be a kovetkézelolést:

Iy = {x C Q,xfuggvény,Dy nyilt intervallum,x differencialhatd. (2.15)

(Az x C Q jeldlés arra utal, hogy azfliggvényt relacioként fogjuk fol, ez
tehat azt jelenti, hogy minddre 2 esetént, x(t)) € Q.)

Kénnyl mutatniQ-nek olyan részhalmazat, amely vagy nem fliggvény,
vagy nem nyilt intervallum az értelmezési tartomanya, vagy nem differen-
cidlhatd. llyenekre nem is fogjuk értelmezni az alabbiakban differenciéle-
gyenletiinket. llyenek lathatdk a 2.2. abrar\az 1 esetben.

Legyenx az It halmaz tetsaleges eleme. Akkor minddre Dy esetén

= képezheh azf(t,x(t)) vektor, hiszer(t,x(t)) € Q;
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5 5
4 4
3 @ 3
2 2
2.5 3 3.5 2.5 3 3.5

2.2.. 4bra. Ellenpéldak

= at— f(t,x(t)) hozzarendelés (azo (id, x) fliggvénypar) folytonos fligg-
vény.
igy tehat folvethed az a kérdés, hogy vajon aAiiggvény derivaltfiigg-
vénye megegyezik-e a fenti fliggvénnyel, vagyis teljesil-e minderDy
esetén
X(t) = f(t,x(t))? (2.16)

A fentieket fuggvényekkel megfogalmazva ezt kapjuk: vajorx &zgg-
vényre fennall-e az
x = fo(id,x) (2.17)

Osszefliggés? Ezek utan a fent bevezetett jeldléseket megtartva megadhatjuk
a formdlis definiciot.

2.3. definicié. f jobboldall explicit kbzonséges elsrend( differenciale-
gyenlenek nevezzik az

I+ 3 x+— Val(x= f o (id,x)) € {igaz, hami$ (2.18)

hozzéarendelésMegoldasoknak I; azon elemeit hivjuk, amelyekre a (2.18)
leképezés igaz értéket vesz fol . AZuiggveény a fenti (2.18) explicit kzon-
séges elrend differencidlegyenlg@bb oldala.
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Gyakran hasznéljuk aaltalanos megoldadogalmat is: ez olyan flgg-
vényhalmazt jelent, amelynek csak megoldasok az elemei, és az adott egyen-
let minden (adott fliggvényosztalyba tartozd) megoldasat tartalmazza.

A sz6hétkdznapi értelmében kézenfekwek tlinik, hogy miért nem exp-
licit egyenlet a kdvetkdz

24+ (x(1)2 4 (X())2 = -1 (te Dy), (2.19)
vagy az alabbi:
P(t,x(t)) +Q(t,x(t))x(t) =0 (t € Dy). (2.20)

Ha parcialis derivaltak is szerepelnek, akkor az egyenlet nem negdahet
zbnségesnek:

ofu(xy) +03u(x.y) =0 ((xy) € Dy). (2.21)

Végul pedig nyilvan nem hivhatjuk sem explicit, sembeéndl egyenletnek
ezt:
t2%(t) + 3tX(1) —x(1) =0 (te D). (2.22)

Ahhoz viszont, hogy a (2.21) egyenletet implicit masodrend( parcialis diffe-
rencialegyenletnek nevezhessiik, be kellene vezetniink az ilyenfajta egyenle-
tek definicidjat is. Ennek most biztosan nincs itt az ideje, viszont talan mar
érthet, miért nem lehet differencidlegyenletékaltalaban beszélni, miért
csak nagyon pontosan meghatarozott differencialegyenlet-osztalyokat szok-
tak definialni.

Erdekes egyenlet példaul a kovetkez: x = xox. Az ismeretlen fiigg-
vény benne szereplegmagasabb rend( derivaltja@end(, ez a derivalt ki
is van fejezve az ismeretlen fuggvénnyel, mégsem esik az altalunk bevezetett
definici6 hatalya ala: definiciéinkat nem lehet Ggy specializalni, hogy ez az
egyenlet explicit k6zonséges étendl differencidlegyenlet legyen.

2.8. feladat. Hatarozzuk meg (pontos értelmezés nélkil»@2 = xo x ,e-
gyenlet” polinom alakd ,megoldas”ait. (Megold&®?. oldal.)

2.4.2. Kezdetiérték-probléma avagy Cauchy-feladat

Mér a legegyszeriibb esetben is lattuk, hogy valamely (2.18) alaku diffe-
rencialegyenletnek altaldban nem csak egyetlen megoldasa van. Ha viszont
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megszabjuk (illetve a vizsgalt feladat feltételei meghatarozzak) a megoldas
értékét egy adott pontban, akkor lehet reményiink arra, hogy pontosan egy
megoldast kapjunk.

LegyenN € N természetes szar®, ¢ RN+ tetsBleges tartomanyf, pe-
dig ezen a halmazon folytondRN-beli értékeket folved figgvény:

f e C(Q,RN);

(1,€) € Q pedig tetsbleges pont. Legyen tovablbia a (2.15) képlettel ér-
telmezett halmaz. Akkor folveth&tz a kérdés, hogy valamehe I; fligg-
vényre igaz-e, hogy

TeDy, X1)=E, (2.23)

és teljesiil-e mindehe Dy esetén
X(t) = f(t,x(t))? (2.24)

A fentieket fuggvenyekkel megfogalmazva (és figyelembe véve, hogy az
X(1) = & egyenbség annak a ténynek a masik megfogalmazasa, hogy az
relacio tartalmazza ér,&) pontot, aza7t,§) € x) ezt kapjuk: vajon ax
flggvényre fenndll-e az

x= fo(id,x) (1,§)€x (2.25)

Osszefliggés? Ezek utan a fent bevezetett jeldléseket megtartva megadhatjuk
a formalis definiciot.

2.4. definicié. Az f jobboldallG explicit k6zénséges edrendd differenci-
alegyenletre vonatkozé Cauch§tfeladatnak (vagykezdetiérték-problé-
manak) nevezzik az

It 5 x— Val(x= f o (id,x) A (1,§) € x) € {igaz, hami$ (2.26)

hozzarendelésMegoldasoknak I; azon elemeit hivjuk, amelyekre a (2.26)
leképezés igaz érteket vesz fol. Ezek halmadat ; jeloli.

2 Cauchy, Augustin Louis (1789-1857): francia matematikus és fizikus. Az analizisbeli
szigor megalapozdja, a kompex fuggvénytan létrehozdja, a differencidlegyenletek, az optika,
a mechanika és a rugalmasséagtan elméletének kutatoja.
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Nyilvanvald, hogy @x?+3x— 5= 0és a2\? + 3\ — 5= O algebrai egyen-
let teljesen azonos, hiszen csak az ismeretlen szam jel6lésében kiilonbdznek
egymastol, de az egyenletet meghataroz6 egyutthatékban nem.
Hasonloképpen nyilvanvaléan pontosan ugyanarrol az egyénlatr ak-
kor is sz0, ha akak(t) = f(t,x(t)), akart’(z) = f(zt(z)), akaru’ = fo
(id,u), alakban irjuk fol, hiszen az egyenletet meghatarézobb oldalt
nem valtoztattuk meg. Azt mondjuk tovabbéa, hogy a medgbethiferen-
cidlegyenletnek, illetve kezdetiérték-problémanak (2.16) és (2.23)—(2.24) a
lokdlis, (2.17), illetve (2.25) globalis alakja.

2.4.3. Egy ellenpélda

A formalis definicié birtokaban visszatérhetlink az egyértelmiiség kérdésére.
Ahhoz, hogy ezt a fogalmat is pontosan definialhassuk, tekintsidrsiz @l
egy példat.

2.1. példa. Tekintsiik az
x(t) = /X0 x(1) =& (2.27)

Cauchy-feladatot.

m AZcR' esetbenlegyef; :=R xR", ezen az dsszefugayilt halma-
zon a jobb oldal igy valaszthaté(p,q) :== /d ((p,q) € Q1). Egyenle-

tlink pedig a kovetkéképpen rendezh@tt: \;% =1, figyelembe véve
azt, hogy amivel osztottunk, az & halmazon nem tinik el. Szamitsuk

ki mindkét oldaft-ban eltli integralfiiggvényét helyen: Tt\x/%ds:

—T. A bal oldal a helyettesitéses integralas tétele szerint atalakithato:

;(%) %Sds: t — 1. Végil a Newton—Leibnixféle tétel alkalmazasaval

ezt kapjuk:2,/x(t) — 2/X(1) =t — 1, ahonnan
2 2
x(t):< x(1)+t;> :(\/E+t_2T) . (2.28)

A levezetés minden lépése érvényes az 6sszes olpantban, amely
a megoldas értelmezési tartomanyanak eleme. A (2.28) 6sszefliggésnek

3 Leibniz, Gottfried Wilhelm (1646-1716): német filoz6fus és matematikus. Az analizis
alapjainak lerakdséban Newton (vetély)tarsa. A szimbolikus logika és a szamitastechnika
eléfutara.
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eleget ted x fuggvény mindert € R pontban értelmezve van, kérdés,
benne marad-e azfliggvény azQ; tartomanyban. Nyilvanval6an igen,
hat > 1, viszontt < T esetén csak akkor, ixé) > 0. Ez pedig mindaddig
fennall, amig\/§+ % > 0, vagyis amig — 2\/5 < t. Megoldas tehat a

]T—Z\/E,+°°[9tl—><\/g+t_;>2 (2.29)

fliggvény, és ennek minden olyan intervallumra vett lesz(ikitése, amely-
nek értelmezési tartomanyababenne van.

Ha¢ € R~, akkor legyenQ, := R x R™, ezen a halmazon a jobb oldal
igy valaszthatof (p,q) :=+/—0, (p,q) € Qz. Alevezetés végeredménye
most az, hogy az als6 félsikon megoldas a

2
J-orrav=i[st--(vE-T) @3

fuggvény, és ennek minden, intervallumra vett lesz(ikitése, amelynek ér-
telmezési tartomanyabarbenne van.

Ha pedig€ = 0, és a jobb oldal értelmezési tartomanyat az egész siknak

vesszuk, akkor megallapithatjuk, hogy a (2.27) feladatnak megoldasa a
nulla fiiggvény, és ennek minden olyan intervallumra vett leszlkitése,

amelynek értelmezési tartomanyatiamenne van.

A jobb oldal ilyen értelmezési tartomanya mellett viszont @hsgess
esetén szamos tovabbi megoldas is megadhatd: minden olyan fliggvény
megfelel ugyanis, amelynek értelmezési tartomanyatiaenne van, és
amely (legfeljebb) harom résabtevidik 0ssze: két félparabolabdl és az
abszcissza egy szakaszabél. Ahhoz, hogy belassuk, a (legféljebb) harom
résztdl 6sszerakott fliggvény megoldas, be kell lathunk, hogy eleme az
I; figgvényhalmaznak (tehat fliggvény, értelmezési tartomanya nyilt in-
tervallum,6 maga része a jobb oldal értelmezési tartomanyanak, differen-
cialhato), és hogy értelmezési tartomanyanak minden pontjaban fennall
a (2.27) osszeflggés. Minddsszg ast, ,érintkezési pontok™ban vett
differencialhatésag az, aminek belatasa nem teljesen trividlis, de ezt az
Olvasora hagyjuk.

Vildgos, hogy most (a szé kdéznapi értelmében) nem egyértelmi a meg-
oldas.
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2.9. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a fent definiélt fliggvények folytonosan
differencialhatéak. (Megolda&?. oldal.)

10}

-2.5 2.5

-10¢t

-15¢t
2.3.. 4bra. Nem egyértelmd a megoldas

Az egyértelm(iség hianya ugy ragadhatd meg, hogy ha egyesitjiik az adott
ponton atmea 6sszes megoldast, akkor a sik kapott részhalmaza nem fligg-
vény [?].

2.5. definicié. A (2.25) Cauchy-feladat megoldasarél azt mondjuk, hogy
globalisan egyértelm(j ha a(t,§) ponton atme&é megoldasok (mint hal-
mazok) egyesitése fliggvény. Ebben az esetben ezt a fligdefeytmeg-
oldasnak nevezzik, értelmezési tartomanb@t )-vel, magat a fuggvényt
pedig®-vel jeldljuk: 1(1,§) 5t — d(t,1,§).

2.1. tétel. A teljes megoldas

1. megoldasa a (2.25) Cauchy-feladatnak,

2. masrészt a (2.25) Cauchy-feladat 6sszes megoldasa ennek lesziikitése-
ként all eb.

Bizonyitas.

1. A teljes megoldas nyilvan része a jobb oldal értelmezési tartomanyanak,
mivel ilyen halmazok egyesitése. &,§) ponton &tmeé megoldasok
mindegyikének értelmezési tartomanya olyan nyilt intervallum, amely
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tartalmazza a pontot. llyen intervallumok egyesitése — jeldlje Bat &)

— szintént-t tartalmazé nyilt intervallum. A teljes megoldas tehét
tartalmazé nyilt intervallumon értelmezett fliggvény; igy kiderilt az is,
hogy kielégiti a kezdeti feltételt. A teljes megoldad éz &) intervallum
minden pontjanak valamely kérnyezetében megegyezik valamely megol-
dassal, igy differencialhatd, és kielégiti a differencialegyenletet ebben a
kérnyezetben, tehat mindenitt, ahol értelmezve van.

2. Ha¢ megoldasa a (2.25) Cauchy-feladatnak, akkor szerepel azon fliggve-
nyek kdzott, amelyek (mint halmazok) egyesitéseként a teljes megoldas
eloall. A teljes megoldast leszikitveZy, ertelmezési tartomanyra ezeért
éppen ap flggvénynek mint relacionak a pontjait kapjuk meg; mivel a
teljes megoldas fliggvény, mas pontot viszont nem kapunk.

2.1. megjegyzésAlternativ megkdzelitéshez jutunk, ha bevezetjina
ximalis megoldasfogalmat: ez olyan megoldas, amelynek nincs olyan ki-
terjesztése, amely megoldas lenne. Ez a fogalom akkor is hasznalhatd, ha
a megoldas nem egyértelmii. Ha a Cauchy-feladat megoldasa globalisan
egyértelmd, akkor teljes megoldas és a maximalis megoldas egybeesik.

2.6. definicié. Az f jobboldall explicit k6zénséges élendUdifferencial-
egyenlet leszlkitésaz F jobboldalt explicit kozonséges ékendi diffe-
rencidlegyenletnek, hiC F.

Nyilvanvald, hogy egy explicit kdzonséges @iendi differencialegyenlet
lesziikitésének megoldasa egyben megoldasa az eredeti egyenletnek is.

2.7. definici6. Az x = f o (id,x) x(1) = & Cauchy-feladatesz(ikitéseaz
x=Fo(id,x) x(1)=¢& Cauchy-feladatnak, hiC F, és(1,§) € Ds.

2.8. definicié. Ha egy Cauchy-feladatnak Iétezik globéalisan egyértelmien
megoldhatd leszlikitése, akHokalisan egyértelm(en oldhaté meg.

2.2. megjegyzés A fenti definicié szemléletesen azt fejezi ki, hogy jgon-

tot tartalmazé kefien révid nyilt intervallumon csak egy megoldasa van a
kezdetiérték-problémanak.
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2.2. tétel. Ha az f jobboldalu explicit kozénséges élendi differenciale-
gyenletre vonatkoz6 minden kezdetiérték-probléma lokalisan egyértelmien
oldhaté meg, akkor minden kezdetiérték-probléma globalisan egyértelmien
oldhaté meg.

BizonyitasIndirekt modon latjuk be az allitast. Tegyiik fol, hogTag) € Q
ponton atmeé megoldas nem globalisan egyértelm(l, azaz az ezen ponton at-
merd megoldasok egyesitése, amit jeloljon mdstnem figgvény. Akkor
van olyant* > T pont (vagyt* < T pont, de ez az eset ugyanugy targyal-
hatdé, mint az, amelyet részletezni fogunk), amel@*) nem egyelema.
Az ilyen t* pontok infimuma legyen**, errdl azt tudjuk, hogyt < T < 1*,
ésW(1**) méar egyeleml. Ha mar most tekintjuk&*, W(1**)) ponton at-
merd megoldast, akkor az, kiindulé feltevéslinkkel ellentétben nem lokalisan
egyértelmien oldhat6 meg. |

Az aldbbiakban ismerteteficegzisztenciatételhez és bizonyitasadhoz cél-
szer( atfogalmazni a differencialegyenletre vonatkozo kezdetiérték-projjlémat
integralegyenletté. Tekintslk a (2.25) kezdetiérték-problémat. Legyen

Tt :={x C Q,xfuggvény,Dx nyilt intervallum,x folytonos}.  (2.31)

Legyenx az I+ halmaz tetsdleges eleme. Akkor mindenc Dy esetén
» képezheh azf(t,x(t)) valos szam, hiszeft, x(t)) € Q;

= azx— f(t,x(t)) hozzarendelés (akzo (id, x) figgvény) folytonos, tehéat
minden korlatos intervallumon integralhato fuggveény.

igy tehat folvethet az a kérdés, hogy vajon aiiggvény megegyezik-e
a fenti fliggvényt pontbang értéket felved integralfliggvényével, vagyis
teljestil-e minden € Dy esetén

X(t)=&+ f(sx(s))ds? (2.32)
T
A fentieket fuggvényekkel megfogalmazva ezt kapjuk: vajorx &zgg-
vényre fenndll-e, hogy € 7, és teljesul-e ra az
Z
x=&+ fol(id,x)? (2.33)
T
Osszefliggés? Ezek utan a fent bevezetett jeldléseket megtartva megadhatjuk
a formdlis definiciot.
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2.9. definicié. A
Z

Iiax—Val(te xynx=8§+ fo(id,x)) € {igaz, hami$  (2.34)

hozzarendelést a (2.25) kezdetiérték-problémanak megfetegralegyen-
letnek nevezziikMegoldasoknakI  azon elemeit hivjuk, amelyekre a (2.|4)

leképezés igaz értéket vesz fol. Ezek halm&?[ép;nz jeloli.

2.3. tétel. A (2.25) kezdetiérték-probléma és a neki megfel@.33) integ-
ralegyenlet megoldashalmazai azonosak.

Bizonyitas.Legyend megoldasa a (2.25) kezdetiérték-problémanak. Akkor
nyilvand € I és a[t,t] intervallumon integralva a differencialegyenletet ép-
pen a (2.32) egyenletet kapjuk, ez@re ﬂfn. Masrészt, hap ﬂfma,
akkor a (2.32) jobb oldalan allo kifejezés derivalhagzerint, igy ax flgg-
vény is derivalhatd, azap € I, és derivalva a (2.32) egyenletet a (2.25)
probléma differencialegyenletét kapjuk. A kezdeti feltételt pedig=at
helyettesités adja. Tehdt valoban megoldasa a (2.25) kezdetiérték-prob-
[émanak. |

A megoldas létezésének igazolasahoz szilkséglink lesz az alabbiakban né-
hany fogalomra és allitasra.

2.10. definicié. A v : N — N sorozaindexsorozat ha szigordan monoton
noveked.

2.11. definicid. LegyenN € N természetes szamh,C R korlatos, zart inter-
vallum. A¢ : N — (RN)2 fiilggvénysorozatagyenb mértékben egyenle-
tesen folytonosmak nevezziik, ha barmety= R szamhoz van olyabe R™,
melyre mindem € N esetén|dn(t1) — dn(t2)|| < €, valahanyszot;,t, € A
éS’tl —tz‘ < 0.

2.1. lemma. (Arzela-Ascoli)* °*Ha¢ : N — (RN)2 aA c R korlatos, zart
intervallumon értelmezett egyéninértékben egyenletesen folytonos és kor-
latos fliggvénysorozat, akkor létezik egyenletesen konvergens részsorozata,
azaz létezik olyaw indexsorozat, hogy ov egyenletesen konvergens.

4 Arzela, Cesare (1847-1912): olasz matematikus, val6s fliggvénytannal foglalkozott.

5 Ascoli, Giulio (1843-1896): olasz matematikus, szakteriilete a topol6gia és az analizis
volt.
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BizonyitdslLasd [?, 107-108. oldal] |

2.10. feladat. Mutassuk meg, hogy az Arzela—Ascoli-lemma minden felté-
tele Iényeges, azaz az intervallum korlatossaga, a zartsaga, illetve a sorozat
egyenb mértékben vald egyenletes folytonossaga és a korlatossaga kozul
barmelyiket elhagyva a lemma allitasa nem teljesil. (Megol@asoldal.)

2.4. tétel. (A Cauchy—Peano-féle egzisztenciatétel)Folytonos jobboldall
explicit kozonséges differencialegyenletre vonatkozé minden kezdetiérték-
problémanak létezik megoldasa.

Bizonyitas Az allitasra két bizonyitast adunk.

1. Az el$ bizonyitas Tonellitdl szarmazik. Tegyik fel, hogg, b € Rt
olyan, hogyH := [t—a,1+a] x & (b) C Q, és legyerM := maxf . Le-
gyena := min{a, %} pozitiv szam. Megmutatjuk, hogy a kezdetiérték-
problémanak létezik megoldaséra- a, 1+ af intervallumon. Egyszeri-
ség kedvéért csakta> 1 résszel foglalkozunk, a masik oldal hasonléan

kezelheb. Legyen

g, ha te[r,1+]
Xn(t) = Ri_a
&+ ¢ "f(sx(s))ds, ha te[t+% 1+al

Gondoljuk meg, hogy barmelg € N esetén értelmes-g, definicidja!

A definicié masodik részéhezéslzor sziikséglink vam|]T7T+%[ ismere-
tére, ezt a definici6 efsrésze megadja, ezutanxaAdliggvenyt a definicié
masodik része az egymast kd¥et/n hossziusagu szakaszokon konsze-
kutive meghatarozza. Masrészt kell, hogy képezni tudjuk(az<,(s))
alaku kifejezéseket, ez pedig azért lehetséges, mert

Xn(S) —&] < aM < b,

tehatxy(s) € %z(b). Az (xn) flggvénysorozat értelmezeési tartomanya a
[T1,T+ a] korlatos, zart intervallum, tovabba a sorozat korlatos, hiszen

6 Peano, Giuseppe (1858-1932): olasz matematikus. Az analizis alapjaival, a matematika
logikai megalapozasaval foglalkozott. A természetes szamokra bevezetett axiomarendszerét
altalanosan hasznaljak. A Volapik Akadémia elntke kgiao sine flexionenyelv megal-
kotdja volt.

" Tonelli, Leonida (1885-1946): olasz matematikus.
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IXa(8)| < |€] +Ma, hase [1,T+ a]. A sorozat egyerd mértékben foly-
tonos s, ugyani(t) — xa(ta)| = | 2§ (s, x0($))ds| < Mits —to], ha
t1,t2 € [T,T+a]. Mivel teljesul az Arzelznél—AscoIi—Iemma osszes feltétele,
ezeértlétezik a sorozatnak egyenletesen konvergengov részsorozata.
Jeldlje ennek hatarfliggvénygt Akkor

Z t Z t
E+ f(sz(s))ds—  f(sz(s)ds (2.35)

ZTt t—9
— &+ f(s¢(9)ds+0=¢(t), han — 4o, (2.36)

T

N

P
~

=
I

R
ugyanis egyrészt folytonos, masrésit tt_% f(s,zn(s))ds| < M.

2. A masodik bizonyitas Eulgétletén alapul. Osszuk 6l fa, T + a] inter-
vallumotN € N egyenb részre a + “Wk (k=0,1,...,N) osztépontok-
kal. Legyen

a ak
X1:=8& X1 ::Xk+Nf(T+W,7(k) (k=1,...,.N=1). (2.37)
Osszekotve a
ka , k+1)a
(T+W,Xk+1) es a(T+ ( —i_N ) 77(k+2) (k:O,l,,N—l) (238)

pontokat szakaszokkal, az ugynevefatter-féle térottvonalat kapjuk.

Ezek a toréttvonalak korlatos, zart intervallumon értelmezett, egyenl
mértékben egyenletesen folytonos korlatos fliggvénysorozatot alkotnak,
igy kivalaszthat6 bélik egyenletesen konvergens részsorozat. Belat-
hatd, hogy ennek hatarfuggvenye megoldasa a kezdetiérték-probléghanak.

2.3. megjegyzés Az Euler-féle toréttvonalak az igynevezekdzelitd megj
oldasok egy specidlis, fontos tipusat adjak. Ez utébbiakon olyan nyilt inter-
vallumon értelmezett, folytonos, szakaszonként differencialhaté figgvénye-
ket értenek, melyekre teljesfi(t) — f (t,x(t))| < € mindent € 7 esetén.

Az Euler-féle torottvonalak konstrukcidja a differencialegyenletek meg-
oldaséra szolgalo legegyszerlibb numerikus médszer alapja.

8 Euler, Leonhard (1707-1783): svajci matematikus és elméleti fizikus. Az analizis, a geo-
metria, a szamelmélet, a mechanika szamos fejezetét gazdagitotta@knedehényeivel.
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Az aldbbiakban létezést és egyértelmliséget egyszerre szeretnénk majd
kimondani és bizonyitani. Ehhez tesziink moskékzileteket. (A kovet-
ke szakaszban, a Peano-egyeieinség kovetkezményeként pedig fogunk
idézni olyan tételt, amely csak az egyértelmliséget adja.)

2.12. definicid. LegyenX tetsdleges nem lres halmaz. Ha adott dgy x
X — R{ fuggvény az alabbi tulajdonségokkal: mindey,z € X esetén

1. d(x,y) >0,
2. d(x,y) =0<=x=Y,
3. d(x,2) < d(x,y)+d(y,z) (haromszdg-egyedtlenség),

akkor azt mondjuk, hog¥X metrikus tér ad metrikaval vagytavolsaggal.

2.13. definicié. Ha X olyan metrikus tér @ tavolsaggal, amelyben minden
Cauchy-sorozat konvergens, akkor azt mondjuk, hogX dér teljes a d
tavolsagra nézve. (Emlékeztetlink arra, hogy egy sorozatot akkor ne-
vezlink Cauchy-sorozatnak, ha barmelg R* szdmhoz van olyahl € N
kiiszdbindex, melyre mindemm > N esetérd(X,, Xm) < €.)

2.14. definicié. LegyenX metrikus tér ad tavolsaggal. Ha d : X — X
leképezéshez |étezik olyape [0, 1] szam, amellyel mindery € X esetén

d(T(x),T(y)) < qd(x,y) (2.39)

teljestl, akkor azt mondjuk, hogy B leképezéskontrakcié (6sszehlzas
vagyzsugoritas.

2.11. feladat. Mutassuk meg, hogy [@, 1] téren ad(x,y) := [x—Yy| (X,y€
[0,1]) metrikat véve, a koszinuszfliggvény kontrakcid, a négyzetgyokfigg-
vény pedig nem az. lgazoljuk, hogy &z +oo[ téren viszont ugyanezzel a
metrikaval a négyzetgyokfiiggvény kontrakcié. (Megold#&a:oldal.)

KORREKTURA 2004. szeptember 27.



42 2. Alapfogalmak

2.5. tétel. (Banach—Cacciopoli-Tyihonov-féle fixponttételf 1° 11 Ha X
teljes metrikus tér a tavolsaggal, é3 : X — X kontrakcid, akkor léte-
zik egyetlen olyanfix pontnak nevezettx* € X pont, amelyreT (x*) = x*
teljesul. Ez azx* pont tetsblegesxg € X pontbdl kiindulva megkaphato,
mint azx, ;=T (X,—1) (n€ N) sorozat hatarértéke.

2.12. feladat. Bizonyitsuk be a fenti allitast a megadott konstrukcio felhasz-
nalasaval. (Megolda£?. oldal.)

2.13. feladat. Mutassuk meg, hogy ha: R — R differencialhat6, és de-
rivaltja sehol nem veszi fol az 1 értéket, akkorfatiiggvénynek legfeljebb
egy fix pontja van. (Megolda£?. oldal.)

2.14. feladat. Mutassuk meg, hogy af(t) :=t+ (1+€)™* (t € R) kép-
lettel értelmezett flggveénynek nincs fix pontja, bar derivaltja mindentitt po-
Zitiv, és kisebb, mint 1. (Megolda8?. oldal.)

2.15. definicié.

1. LegyerQ c RN tartomany,f: Q — RN, & € Q. Azt mondjuk, hogy az
f flggvény & pontbarkielégiti a lokalis Lipschitz1?-féle feltétet, ha a
& pontnak létezik olyark(§) kdrnyezete, tovabba olydn € R szam,
hogy mindenx*,x** € K (&) esetén| f (x*) — f(x™)|| < Lg||x" —x**||. Ha
az egyerbtlenség mindem*, x** € Q esetén fennall valamilyebh € R*
szammal, akkor azt mondjuk, hodyegységes Lipschitz-féle feltétakk
tesz eleget.

2. LegyenQ c RN tartomany,f : Q — RN, (1,€) € Q. Azt mondijuk,
hogy azf fliggvény a(t,&) pontbanmasodik valtozéjaban kielégiti a
lokdlis Lipschitz-féle feltétek, ha a(t,§) pontnak Iétezik olyark(t, &)
kornyezete, tovabba olydn, ¢ € R* szam, hogy mindeft, x"), (t,x) €|

9Banach, Stefan (1892—1945): lengyel matematikus, a funkcionalanalizis egyik megalapi-
tdja.

10 cacciopoli, Renato (1904-1959): olasz matematikus, a funkcionalanalizis és a differen-
cidlegyenletek kutat6ja; Bakunyin, Mihail unokaja.

1 Tyihonov, Andrej Nyikolajevics (1906—-1993): orosz matematikus. A halmazelméleti to-
polégia, valamint a kbzénséges és a parabolikus parcialis differencialegyenletek teriiletén
végzett kutatasai jeledsek.

12 ipschitz, Rudolph (1832-1903): német matematikus.
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K(t,&) eseten|f(t,x) — f(t,x™)|| < Lqgl[X" —x™||. Ha az egyerdit-
lenség mindeft, x*), (t,x**) € Q esetén fennall valamilydne R szamj
mal, akkor azt mondjuk, hoglymasodik valtozojabaagységes Lipschit
féle feltétehek tesz eleget.

Az alabbi feladatokban legyev € N, Q c RN tartomany,f : Q — RN,

2.15. feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy fiiggvénysorozat tagjai k6z6s
Lipschitz-allanddval teljesitik az egységes Lipschitz-féle feltételt, akkor a
flggvénysorozat egyemimértékben egyenletesen folytonos. (Megol@as:
oldal.)

2.16. feladat. Mutassuk meg, hogy hé elsh valtozojaban folytonos, ma-
sodik valtozéjaban pedig kielégiti az egységes Lipschitz-féle feltételt, akkor
folytonos. (Megoldas??. oldal.)

2.17. feladat. Mutassuk meg, hogy a& x R > (x,y) — sin(x)|y| figgvény
masodik valtozéjaban kielégiti az egységes Lipschitz-féle feltételt. (Megol-
das:??. oldal.)

2.18. feladat. Mutassuk meg, hogy h& masodik valtozéja szerinti deri-
véltja létezik és lokalisan korlatos, akkbmrmasodik valtozojaban teljesiti a
lokdlis Lipschitz-féle feltételt. (Megoldag?. oldal.)

2.6. tétel. (Picard-Lindelof-féle egzisztencia- és unicitastéteff 1*Ha az

f flUggvény &1,§) pontban a masodik valtozojaban teljesiti a lokalis Lipsclitz-
féle feltételt, akkor a (2.25) kezdetiérték-problémanak létezik megoldasa, és
az lokalisan egyértelm.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogya,b € R™ olyan, hogyH := [t —a,T+a] x
K: (b) C Q, es azf fuggvény a masodik valtozéjaban teljesitiehalmazon
az egységes Lipschitz-féle feltételtlaz R* konstanssal. Ezenkivil legyen

M := maxf|y. Legyena < min{a, %7% pozitiv szam. Megmutatjuk, hogy

13picard, Charles Emile (1856—1941): francia matematikus, valés és komplex fiiggvénytan-
nal és differencialegyenletekkel foglalkozott.

14 Lindelsf, Ernst Leonard (1870—1946): finn matematikus, komplex figgvénytannal és dif-
ferencialegyenletekkel foglalkozott.

KORREKTURA 2004. szeptember 27.



44 2. Alapfogalmak

a kezdetiérték-problémanak létezik egyetlen megoldgsa-ax, 1+ af in-
tervallumon. (Gondoljuk meg, hogy efilba lokalis egyértelmiiség kovetke-
zik.) A 2.3. tétel szerint elegeddnegmutatni, hogy a (2.32) integralegyen-
letnek létezik egyetlen folytonos megoldasa a o, 1+ a] intervallumon.
A bizonyitas alapgondolata az, hogy tekintsiik ugy ezt megoldast, mint a
C([t —a,t+a],RV) tér azon elemét, amely a (2.32) egyenlet jobb oldalan
allé kifejezéssel definialt operétor fixpontja. Ezért azt kell megmutatni, hogy
ez az operator megfetekrtelmezési tartomany valasztasaval kontrakcio, igy
a létezés és az egyértelmiiség is kdvetkezni fog a 2.5. fixpontiktelb

Legyen tehat

X:={xeC(t—a,t+al,RV):x(1) =&, |[x—&())| < b},
ahol&(-) ag értékl konstans figgvényt jeldli,
Iz == max{|(t)| : t € [t~ &, T+ o]}

pedig aC([t —a,T+a],RN) fuggvénytérben szokasosan bevezetett, tgy-
nevezett maximumnorma. Ennek segitségével definialhatd s&gben a
d(x1,X2) := ||X1 — X2|| tavolsag, mellyelX teljes metrikus tér. Ennek iga-
zolasa az analizis targykorébe tartozik, ezért itt ezzel nem foglalkozunk. Az
Z
X—T(X):=&+ f(s,x(s))ds

T

képlettel definialt fliggvény nyilvanvaléan értelmezhatindenx € X ese-
tén. (Gondoljuk meg, hog¥ (x) maga is olyan fiiggvény, amelye—a, 1+
a] intervallumon van értelmezve.) A 2.5. fixponttétel alkalmazasahoz azt
kell megmutatni, hogyl' értékkészlete is aX térben van, tovabba, hodgy
kontrakci6. Az ebbbi kdvetkezik a
7t
ITX)—&()|| <max{| f(sx(s))ds:te[t—a,1+a]} <Ma<b

T
becslésbl (mivel a < b/M), az utébbi pedig a

7t
ITx1) =T < max [f(s,xi(s))— f(s,x(9)|dste[t—a,T+al}

La|xs — xz|| (2.40)

IN
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becslésbl, mivel La < 1. Tehat a 2.5. fixponttétel szerinflafliggvénynek
létezik pontosan egy fix pontja aztérben, azaz a (2.32) integralegyenlet-
nek létezik egyetlen folytonos megoldasa & o, T+ o] intervallumon, amit
igazolni akartunk. |

2.4. megjegyzésA tételdl a 2.2. tételt felhasznalva azonnal kdvetkezik,
hogy a tett feltételek mellett minden kezdetiérték-problémanak létezik egyet-
len teljes megoldasa. (Emlékeztetiink arra, hody,§) ponton athaladé
teljes megoldadt— ®(t,1,&) jeldli.)

2.2. példa. A (2.19) egyenlet példaja mutatja, hogy implicit egyenletek ese-
tében sokkal Gvatosabbnak kell lenniink, ezt az egyenletet ugyanis olyan
fuggveény definialja, amely akarhanyszor differencialhaté, mégsincs megol-
dasa. A parcidlis differencialegyenletekkel kapcsolatos nehézségek egyik
forrasa is az, hogy azok igen gyakran implicit egyenletek.

A szakasz hatralévrészében a teljes megoldasok egy fontos tulajdonsa-
gat mutatjuk meg.

2.16. definicio. A (2.25) kezdetiérték-probléngac M; , ¢ megoldasarol azt
mondjuk, hogyhatartél hatérig terjed , ha mindenQ c D kompakt (itt:
korlatos és zart) halmazhoz létezik olyant, € Dy, T1 < T < Tp, amellyel

(t1,0(12)), (12,9(12)) ¢ Q.

2.7. tétel. Ha minden kezdetiérték-probléma egyértelmiien megoldhatd, ak-
kor minden teljes megoldas hatartol hatarig terjed.

Bizonyitas. Legyen(t,§) € Q, x:= ®(-,1,§) a rajta athalado teljes megol-
dés,I(1,&) ennek értelmezési tartomanya, és leg@ea D; kompakt hal-
maz. Megmutatjuk, hogy létezike > T, melyre(12,x(12)) ¢ Q. (A megfe-
lel6 11 szam létezése hasonléan igazolhatd.) Indirekt mddon tegyiik fel, hogy
(t,x(t)) € Q mindent € [t,B] esetén, ahdd := supl (1,&) nyilvan véges. Az
integralegyenletet felhasznalva
Z, Z,,
€+ f(sx(g)ds)—(E+  f(sx(g))ds)

T T
Zt2
= x(t1) =x(t2)| < [f(s,X(5))[ds < Mty — 1],
ta
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aholM = max{|f(t, p)| : (t, p) € Q}. Tehat ax fuggvény egyenletesen foly-
tonos aft, B[ intervallumon. Igy folytonosan kiterjesztietiz intervallum

B végpontjara, legyem := lim;_g- X(t). Ekkor viszontQ zartsaga miatt

(B,n) € Q C Dx, ezért &B,n) ponthoz tartoz6 kezdetiérték-problémanak is
létezik megoldasa. Egyszerlen igazolhato, hogy ex megoldas egy ki-
terjesztését adja, ami ellentmond a megoldas teljességének. Ezzel a kivant
tulajdonsag(r, szam létezését igazoltuk. |

2.5. megjegyzésVégil megjegyezzik, hogy] tartalmaz mérhét és ana-
litikus jobboldalu egyenletekre vonatkozé eredményeket; tovabba csak ki-
I6n az egyértelmiiségre vonatkoz6 elégséges feltételekeCH. Il., Sec.

5] pedig mutat olyan folytonos jobb oldalt, amelynél minden kezdeti ponton
at legalabb két olyan megoldas halad, amelyek semmilyen lesz(ikitése nem
egyezik meg egymassal.

2.5. A Peano-féle egyenltlenség

Az aldbbiakban megvizsgaljuk, hogy a kilonbBéaredetli pontatlansagok,
hibak vagy perturbaciok hogyan befolyasoljak a megoldasok menetét. Mel-
lektermeékként hozzajutunk egy egyértelmiségi tételhez is.

2.5.1. Gronwall és Bihari lemmaja

El6készitésként kimondunk harom, 6nmagaban is hasznos és érdekes alli-
tast, a GronwalP-lemma gyenge és és valtozatat, és a Bihari-lemmat. A
Gronwall-lemma gyenge valtozata természetesen kovetkezik az altalanos-
bél, de érdemes kiilon is megfogalmazni, mert sok esetben ei@gehdl-
kalmazni, és az altalanos eset bizonyitasanak alapgondolata is egyszeriibben
latszik a gyenge valtozat esetében.

2.2. lemma. (A Gronwall-lemma gyenge valtozatal.egyent,d € R, 1 <
8,1 € cY([t,9]) olyan fuggvény, melyré < Kr valamilyenK € R konstans-
sal. Ekkor minden € [t,9] esetér (t) < r(1)eKt-0.

Bizonyitas. Szorozzuk be a feltételtta— e X! fiiggvénnyel. Ekkor a
(t—e X rt) <0

15 Eredetileg: Gronwall, Hakon; kébb: Gronwall, T. H. (1877-1932): svéd-amerikai ma-
tematikus.
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egyenbtlenséget kapjuk. Tehat a zarojelbeli figgvény monoton fogy6, azaz
mindent € [t,9] esetére K'r(t) < e XTr(1), ami a kivant allitast adja. W

2.3. lemma. (Gronwall) Legyent, 9 € R, T < 9, tovabbalegyene ¢*([t,9]) ]
be C([1,8[) nemnegativ értéki figgvény. Haree C([t,8]) fliggvény min-
dent € [1,9] esetén kielégiti az

7t

rit) <c(t)+ b(s)r(s)ds (2.41)

T

egyenbtlenséget, akkor
Ry zt Ry Zy Ry
r(t)<ct)et®+ ¢&s)esPds=c(t)+ b(s)c(s)esPds  (te[r,9)).

T
T

(2.42)

Bizonyités. Legyeng(t) := c(t) + th b(s)r(s)ds, ekkor a feltétel nyilvan azt
jelenti, hogyr(t) < g(t), ésg(t) = ¢(t) + b(t)r(t) < ¢(t)+ b(t)g(t), minden

t € [1,9] esetén. Ag fuggvényre vonatkozé fenti differencialegyétien-
ségre a gyenge valtozat blzonyltasana,J hasznalt médszert alkalmazhatjuk.
Szorozzuk be az egyditlenséget &+— e~ « (b fuggvénnyel. Ekkor a

(t = gt)e BY(1) < &(t)e P

egyenbtlenséget kapjuk. IntegraRIJuk ez{gt] intervallumon, majd szoroz-
zuk be a kapott egyeulllensegeeT b_vel. Felhasznalva, hogy(T) = c(1),
illetver(t) <g(t) (ter,9]) éppen a bizonyitand6 egyétienséghez ju-
tunk. |

Erdemes felirni a Gronwall-lemma allitasat(@) = a +B(t — 1), b(t) =
L specidlis esetben, ahalp € R, L € R* konstansok, ugyanis a Peano-
egyenbtlenség bizonyitasaban erre lesz sziikséglink. Ebben a specialis eset-
ben a (2.42) jobb oldalan allé integralok kiszamithatok, és a kovetikiz
tashoz jutunk.

2.1. kovetkezmény.Legyent,® e R, 1< 3,0, R, L€ R". Ha azr €
C([t,9]) fuggvény minden < [t,8] esetén kielégiti az
7t
rt) <a+pBt—1)+L r(s)ds

T
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egyenbtlenséget, akkor

r(t) <oae-t=v 4 E(e'-(t’r) -1)  (te[t,9)). (2.43)

—

2.6. megjegyzésMegmutathatd, hogy a Gronwall-lemma éllitdsa akkor is
igaz, ha a feltétel valamilyen végasc [t,8] halmaz mellett csake [1,9] \
Aesetén all fenn. A Gronwall-lemma altalanositasanak tekigtigtari Im-

rétdl szarmazé lemmat mar ezzel a csekély médositassal fogalmazzuk meg.

2.4. lemma. (Bihari) Legyenc,e € RS; 1,8 € R;T1 < 9;L € C([1,9]) és te-
gytk fel, hogy a® : R — R monoton nemcsokkénfiiggvénnyel az
r € C([t,9[,RY) nem azonosan nulla fuggvény valamilyen véges [t,9]
halmaz mellett mindehe J* := [1,9[\A esetén kielégiti az
Zy
rit) <c+ L®or (2.44)

T

ui

R
egyenbtlenséget. Ekkor, ha %(u) = é (ue Ry) osszefuiggéssel de-
finialt F fuggvénnyeF (4+-0) < TtL < F(+) teljesul, akkor fenndll, hogy
Z t

r(t)§F1< |_> (tedh). (2.45)

T
2.19. feladat. Bizonyitsuk be a Bihari-lemmat. (Megold&®?. oldal.)

Hasonlo tipusu allitasok egész sorozata talalha® lkedinyvben.

2.5.2. Mérési és modellhibak hatdsa a megoldasokra

Ebben a szakaszban megvizsgaljuk, hogy a kezdeti feltétel, illetve a jobb ol-
dal megadasanal fellépontatlansagok hogyan befolyasoljak a megoldast.
Be fogjuk bizonyitani, hogy kis pontatlansagok a megoldasban is kis eltérést
eredményeznek, ami nyilvanvaléan alafivieintossagu a differencialegyen-
letekkel valé modellezés szempontjabdl. Ezeket az allitasokat a matema-
tikaban ugy szoktdk megfogalmazni, hogy a megoldéas folytonosan fligg a
kezdeti feltételbl és a jobb oldaltol.

2.8. tétel. (Peano)LegyenN € N, Q c R x RN tartomany, a1, f, € C(Q,RV)J
fuggvényekdl pedig tegyik fel, hogy méasodik valtozéjukban teljesitik az
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egységes Lipschitz-féle feltételt az= Rt allandéval, valamint legyed
R{ olyan szam, melyréfi(t, p) — f2(t, p)| < & minden(t, p) € Q esetén.
Legyen (1,&) € Q, i = 1,2. Jeldlje azx; = fio (id,x), x(1) = & kez-
detiérték-probléma megoldagat- @;(t,1,&;), ennek értelmezési tartoméa-
nyatli(t,&;), i = 1,2 esetén. Tegylk fel, hogy @+ J C R intervallumra

J C 11(1,&1) Na(1,&2) teljesul. Ekkor mindem € J esetén fennall a

|D1(t,T,&1) — Po(t,T,82)| < [&1 — &2l T+ g(eL'H‘ —1). (2.46)

Peano-egyerdtlenség

Bizonyitas. Rovidség kedvéért legyeq(t) = ®i(t,1,&1). Ekkor az ekviva-
lens integralegyenleteBbmindent € J esetén

7t
xt)=&+ fi(sx(s)ds (i=1,2).

T

Egyszerliség kedvéért tekintsilk csak>at esetet, a masik eset hasonléan
targyalhat6. Ekkor

7t
X (t) —x2(t)] < |81 — & +|  fi(s,Xa(s)) — fa(s,%2(S))ds|
zt ZTt
<& —& |+ [fi(s,xa(9)) — fi(s,x2(s))[ds+  [fi(S,x2(S)) — fa(S,%2(S))|ds
T TZt
<[&—&[+L  |xa(s) —Xz(s)|ds+d(t —T).

T

(A masodik Iépésben becsempésztik s, xo(s)) tagot kétféle djellel; a
harmadikban alkalmaztuk egyrészt a Lipschit-feltételt, masrészt a jobb ol-
dalak eltérésére tett feltevést.) Az= |x; — Xo| fliggvényre alkalmazva a
Gronwall-lemma 2.1. kévetkezményét éppen a kivant allitast kapjukill

2.7. megjegyzésA (2.46) bal oldalanak efstagja jelképezi a mérési hibat,
vagyis azt a tényt, hogy a kezdeti allapotot nem tudjuk pontosan mérni, ma-
sodik tagja pedig a modellhibét, vagyis azt a tényt, hogy a jobb oldalt&sak
pontossaggal mérjik.
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2.8. megjegyzésElegend lett volna feltenni, hogyf, teljesiti a Lipschitz-
féle feltételt, ésf; ésf, olyan, hogy a velik, mint jobb oldallal félirt kezde-
tiérték-problémak megoldasa létezik és egyértelma.

2.20. feladat. Tekintsiik az
5(1 = LX]_ — &1 X]_(O) = El (2.47)

és az
Xo=Lxo+€ X(0)=¢&1 +9d (2.48)

kezdetiérték-problémaf]. Ezeken mutasuk be, hogy a Peano-féle egyen-
I6tlenség (a szokasos pontatlan kifejezéssel élve) nem javithat6. (Megoldas:
??. oldal.)

Az aldbbiakban megfogalmazzuk a Peano-féle edykamiség két fontos
kovetkezményét. Az efls melyet mar mas maédon is megkaptunk, a meg-
oldas egyértelmiisége. A masodik pedig a megoldas folytonos fiiggése a
kezdeti feltétefbl.

2.2. kovetkezmény.Legyen a Peano-féle egyétlenséghef; =&, ésf; =

f,. EKkor az egyerdtlenség szerint két megoldas értelmezési tartomanyanak

minden pontjaban azonos értéket vesz fel. Azaz a Lipschitz-feltétel teljesi-
lése esetén innen is kdvetkezik, hogy minden kezdetiérték-probléma megol-
dasa egyértelmdi.

2.3. kdvetkezmény.Legyen a Peano-féle egyétienségberi; = f,. Ekkor
0 := 0 a megfeled valasztas, és @,§1), illetve (1,&§2) pontokbdl induld
megoldasokra a

|P(t,1,81) —P(L,1,82)| < |&1— Ez‘eutq\

becslést kapjuk. Ez azt jelenti, hogy ha a kezdeti feltételek kdzel vannak
akkor a megoldasok értékei is kdzel maradnak egymashoz (végjeseid
vallumon belul). Azaz pontosabban fogalmazva+a ®(t,t,&) fuggvény
folytonos. Ezt a tényt szokas olyan modon megfogalmazni, hogy a megol-
das folytonosan fligg a kezdeti feltét@lt

2.9. megjegyzésA 2.8. olyan altalanositasa is igaz, amelyben két kilon-
b6z kezdeti iddpont,1, ést, szerepel, el kdvetkezik, hogy a +— ®(t,T1,§)
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figgvény folytonos, vagyis a megoldas folytonosan fligg a kezd@piaait-

tél. Az alkalmazasok (nem utols6 sorban a kémiaiak, |&)dgzempont-
jabol fontos a 2.8. tétel azon kovetkezménye is, amely szerint a megoldas
folytonosan fiigg a jobb oldalon szerégaraméted is.

2.5.3. A karakterisztikus fiiggvény és a variacios egyenlet

Az eddigiekben lattuk, hogy a megoldas folytonosan fligg a kezdeti felté-
teltdl, azaz af — P(t,1,&) fuggvény folytonos. (Hasonlé igaz a kezdeti
idéponttol valo fliggésre is.) Most megmutatjuk, hogy alkalmas tovabbi fel-
tételek teljestilése esetén még differencialhaté is.

2.9. tétel. LegyenN € N, Q ¢ RN+ tartomany(t,&) € Q, ésf € C1(Q,RN) ]|
Ekkor a& — ®(t,1,&) fliggvény differencialhato, és tetdegesn ¢ RN ese-
tén at — y(t) := d3P(t, T,&)n fuggvény megoldasa az

yt) = 92f(t,x(t)) y(t) (2.49)
y(r) = n (2.50)

(lineéris, valtozo egyutthatos differencialegyenletre vonatkozo) kezdet|grték-
problémanak, ahol(t) := d(t,1,§), (t € 1(1,§)).

Bizonyitas. Az N = 1 esetre adjuk meg a bizonyitast, mert az technikai-
lag egyszerlibb. Az altalanos eset hasonléan kezelheBbszér megmu-
tatjuk, hogy a — ®(t,1,§) fuggvény differencialhaté. Mivel at fugg-
vény differencialhatd, azért megadhatd olyafiiggvény, melyre minden
(t,p),(t,q) € Q esetén

f(t,q)— f(t,p) =02f(t,p)(a—p) +a(t, p,q)(d—p) (2.51)

és
éimpa(t, p,q) = 0. (2.52)

Megmutathatd, hogy elegeden kishy € R* esetén van olyan, mpontot
belsejében tartalmazoC R korlatos és zart intervallum, melyrér,§+h) O
J minden|h| < hy esetén. Legyen a tovabbiakban mintlig J és|h| < ho.
Meg kell mutatni, hogy az

wn(t) == %(db(t,T,EJrh)—dJ(t,r,E)) (ted) (2.53)
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képlettel definélty, fliggvényre adott € J esetén, létezik és véges a

lim en(t) (2.54)
hatarérték. Rovidség kedvéért vezessik be(Bz.= P(t,1,&) ésyn(t) :=
®(t,1,€ +h) jeldlést. Ekkor (2.51) alapjan

Ya(t) =x(t) = f(t,yn(t)) - ft,x(t)) = (2.55)
= 02 (t,x(1)) (Yn(t) —X(t)) +a(t, x(t), yn(t)) (Yn(t) — X(1))-
r

Legyent € J esetérA(t) := 02 f (t,X(t)) éslp(t) := a(t,x(t),yn(t)). Ekkor
wn(t) = 1UXY miatt (2.55) alapjan

Gn(t) = (A(t) + Ta®)wn(t)  wn(T) = idgn. (2.56)
Alkalmazzuk a Peano-féle egyéilenséget a (2.56) és az
w(t) =At)w(t) W(T) = idgn

kezdetiérték-problémara. Mivel a kezdeti feltételek azonosak, azért (2.46)
szerint mindert € J esetén

o) gl gy, (2.57)

|on(t) —a(t)| <
aholL := max{||A(t)|| :t € I} ésd(h) := maxX{||lh(t)| :t € I}. Megmutat-
juk, hogy

lim 3(h) = . (2.58)

Ebbdl kbvetkezik a kivant (2.54) allitAsésmég az is, hogy megoldasa a
(2.49)—(2.50) kezdetiérték-problémanak, hisaefppen a (2.49) differenci-
alegyenlet megoldasa. A (2.58) hatarérték igazolasalisz@t alkalmazzuk
a megoldéas kezdeti feltétéltvalo folytonos fliggését. A 2.3. kovetkezmény
szerint|x(t) — yh(t)| < |h|exp(K|t — 1|) alkalmasK € R konstanssal. igy
(2.52) miatth — 0 esetém(t,X(t),yn(t)) — 0, ahonnan (2.58) azonnal ko6-
vetkezik.

A fenti gondolatmenet segitségével megkaptuk, hogi(azl dimenzids
esetbeny megoldasa a (2.49)—(2.50) kezdetiérték-probléméanak. Most belat-
juk ezt kdzvetlenul is tetgitegesN € N esetén, felhasznélvad fliggvény
kétszeri differencialhatésagat. Differencialjuk a

01P(t,T,p) = f(t,d(t,T,p))
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egyenletet @ szerint, majd helyettesitsiink lpe= &-t. Ekkor (a derivalasok
sorrendjének felcseréliistége miatt) a

ala3cb(t7.[7 p) = aZf(t7 q)(t7‘[7 p))a3¢(t7T7 p)

matrixegyenletet kapjuk. TetSlegesn € RN vektorral megszorozva a ka-

pott egyenletet a (2.49) 6sszefliggéshez jutunk. A (2.50) egyenlet levezetésé-
hez vegylik észre, hogyéavektor egy kérnyezetében tetdegesp vektorra
®(1,1,p) = p. Ezt az egyenletep szerint derivalva, majd—val megszo-
rozva éppen a (2.50) 6sszefliggést kapjuk. |

2.17. definici6. Legyen(t,&) € Q, f € C1(Q,RN). Az

y(t) = 02 (t, 0 (t))y(t)

linearis differencidlegyenletet az= f o (id, x) differencidlegyenle$ meg-
oldasara vonatkozéariacios egyenleének nevezzik.

2.6. A Mathematica alkalmazasa az alapfogalmak illusztralasarp

IrAnymed elkészitéséhez sziikséglink van egy programcsomagra.
<<Graphics'

Tobb fuggvény is rendelkezésiinkre all ezek utan. Ad pkldaban azt
mutatjuk meg, hogyan késziilt a 2.1. dbran szérephymed. (Azy (x) =
f(x,y(x)) egyenlet iranymezejének felrajzoldsahoZ azf [x,y] } fuggvény-
part kell megadnunk.)

PlotVectorField[{1,2x-y},{x,-2,2},{y,-2,2},
ScaleFactor->0.5];

Még haromvaltozds esetben is lehet latni valamit. Rajzoljuk meg példaul

az alabbiakban (a?. fejezetben) sokszordordul6

X = o(y—x)
' pX—y—XZ
zZ = —Pz+xy

Lorenz-egyenlet iranymezejét, ba= 10,p = 28 3 = 8/3.

PlotVectorField3D[
{\[Sigma](y-x),\[Rho]x-y-xz,-\[Beta]z+xy}/.
{\[Sigma]->10, \[Rho]->28, \[Beta]->8/3},
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{X,-15,15},{y,-25,20},{z,0,40},ScaleFactor->5]

Ha a jobb oldal valamely skalarérték, ugynevezett potencialfiiggvény de-
rivaltjaként all e, akkor elegend csak ezt a potencialfiggvényt megadni.
Legyen példaul (x,y) :=x2—y?> ((x,y) € R?), és legyen a jobb oldal en-
nek a fuggveénynek a gradiense, azaz tekintsik-az2x y= —2y egyen-
letet. Ennek iranymezeje igy készithet:

PlotGradientField[x"2-y"2, {x,-2,2},{y,-2,2}];

Felhivjuk az Olvasé figyelmét arra, hogy ezek az abrak kulodlopera-
cios rendszerek alatt, illetve a program kilonb#zltozatait hasznalva k-
[6nboDképpen nézhetnek ki, tehat az itt megadott, altalunk kikisérletezett
paraméter- és opcidegytteseket az Olvasdnak esetleg felll kell biralnia.

A fokozatos kozelités moédszeréhez bevezetésként mutatunk néhany mo-
dot arra, hogyan lehet meghatérozri cogx) egyenlet0, 1] intervallumban
talalhato gyokeét.

NestList[Cos,1.,5]
{1., 0.540302, 0.857553, 0.65429, 0.79348, 0.701369}

Kifejezetten a fix pontok meghatarozasara szolgalé figgvény is talalhato
a programban.
FixedPoint[Cos,1.]
0.739085
Ennek a fliggvénynek magunk is megmondhatjuk, mikor tekintjiik elég jonak

a kozelitést, azaz mikor mondjuk, hogy az utolso két kozelités mar égyez
nek tekintheb.

FixedPoint[Cos,1.,SameTest->Abs[#1-#2]<10°-1&]
{1., 0.540302, 0.857553, 0.65429, 0.79348, 0.701369}

Es végiil: igen tanulsagos, és némiképp meilepet, hogy a mintail-
lesztés (ami tipikusan diszkrét matematikai objektumok atalakitasara hasz-
nélatos) szintén félhasznalhaté a gyok meghatarozasara.

1. /. x_->Cos[x]
0.739085

Ha differencidlegyenletek megoldasara akarjuk alkalmazni a szukcessziv
approximaciéo modszerét, szinte csak le kell masolnunk a tételt. Ertelmezziik
a differencialegyenletnek megfedahtegraloperatort, majd ezt egymas utan
alkalmazzuk valamilyen kiindulasi figgvényre. (Vektorértéki figgvény ese-
tében kis technikai kiegészitésre van sziikség.) Az illusztralashoz valasztott
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feladatunk természetesen olyan egyszerl, hogy az integralast el lehessen vé-
gezni, legalabb is az é@i;néhany lépésben.
flp_q_1:=q"2;
tau=0; xi=1;
Alfi_]:=Simplify[(xi+Integrate[f[s,fi[s]].{s,tau,#}])&]
NestList[A,xi&,5]
kozel[x_]=#[X]& @%
Hatarozzuk meg a pontos megoldast is:
pontos[x_]=
DSolve[{y'[x]==y[x]'2, y[0]==1}, y[x].X][[1,1,2]]
Végll egy abran abrazolhatjuk az 6sszes kapott eredményt.
Plot[Evaluate[Flatten[{kozel[x],pontos[x]}]],{x,0,0.8},

PlotStyle->Join[Thickness/@(0.002(7-Range][6])),
{Dashing[{0.05, 0.03}]}];
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Megoldasi modszerek néhany egyszer( tipus
esetében

A fejezet célja, hogy

= néhany egyszerl tipusu, valés-valos fliggvényekre vonatkozé differenci-
alegyenlet esetében (tehat amikor az altalanos 2.3. definicioban ézerepl
N szam értéke 1) megmutassa, miként lehet a megoldast szimbolikusan
(bar esetleg implicite megadott formaban) megkapni,

m amodszereket 8sszekdsse az altalanos elméletben szgglimakkal,

» ravilagitson a transzformaciok fontossagara és egyszétimtsara,

= hozzon néhany tovabbi alkalmazasi példat, végiil pedig

= megmutassa, hogy azé&kerib feladatok megoldasara miként hasznal-
haté aMathematica

3.1. Kozvetlenil integralhaté egyenletek

Ezt a specialis esetet Iényegében mar targyaltuk, most csak a teljesség ked-
véért fogalmazzuk meg Gjra.

3.1. definicid. LegyenJ C R nyiltintervallum,g e C(J,R), Q:=J xR,

fit,p):=9), (t,p e

Ekkor azf jobboldalu explicit kozonséges élendi differencialegyenletet
kozvetlendl integralhato differenciadlegyenlebek nevezzik.
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3.1. megjegyzésA fenti definici6ban szereplQ halmaz nyilt intervallu-
mok Descartes-féle szorzata lévén, 6sszdbugyjlt halmaz,f pedig foly-
tonos fiiggvény, hiszen folytonos fiiggvényékletitéssel és a kompozicio
muveletével all é@: f = gopr,. (Emlékeztetiink arra, hogy, az el$ koor-
dinatara valo vetités.) igy valoban explicit kzonségesrelsdii differenci-
alegyenletek egy specidlis osztalyat definialtuk. Ezek lokalis alakja:

X =gt) (teDy. (31)

3.1. tétel. A(3.1) kdzvetlenil integralhat6 differencialegyenletre vonatkozo
kezdetiérték-probléma tetsieges

X(1)=¢ (1€J,§€R) (3.2)

kezdeti feltétel mellett globalisan egyértelmiien megoldhaté, és a teljes meg-
oldas értelmezési tartoméanya a teljgatervallum.

BizonyitasMivel g folytonos fliggvény, primitiv fliggvényei éppen az integ-
ralfiggvényei. E[gek kozul tekintstiktepontban eltliit, majd adjunk ehhez
EttIot— &+ Ttg(s)ds. Ez a fuggvény nyilvan megoldasa a (3.1)—(3.2)
Cauchy-feladatnak. Masrészt a megoldasok csak ennek a fiiggvénynek a le-
szilikitései lehetnek, igy az 6sszes,)-n atmerd megoldas egyesitése éppen

a fenti figgvény. |

3.2. megjegyzésHa ¢ megoldasa a (3.1) differencialegyenletnek a J
intervallumon, akkor nyilvan tet§tegesC € R eseténp + C is megoldasa a
(3.1) differencialegyenletneka intervallumon.

3.1. példa. Oldjuk meg az/ (x) = 1/Xy/Xy/X y(1) = 1 kezdetiérték-prob-
Iémat. A feladat megoldasat azzal kezdjuk, hogy megéallapitjuk a jobb oldal
egy alkalmas értelmezési tartomanyat. Legyer- |0, +o[, akkor Q :=

J x R tartalmazza aZ1,1) pontot. A jobb oldal primitiv figgvényeinek
halmaza (més névehatérozatlan integrélja): {J > x+— l%x%s +C;CeR}.

Ezek kozil a kezdeti feltételt is kielé§jta teljes] intervallumon értelmezett
fuggvény: J 5 x — %x%s + {=; ez a telies megoldas, ennek minden,laz
szamot tartalmazé nyilt intervallumra vett lesziikitése szintén megoldas.

3.1. feladat. Milyen szerkezet(i a kbzvetlenll integralhatd egyenletek irdny-
medje? (Megoldas??. oldal.)
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3.2. feladat. Hatarozzuk meg ag(x+y) = f(x)+ f(y) (x,y€R) Cauchy{
egyenletdifferencialhatd megoldasait kdzvetlenil integralhaté differencial-
egyenletre vald visszavezetés Gtjan. Hogyan enyliithdifferencialhatésag
feltétele? (Megoldas??. oldal.)

3.2. Autonom egyenletek
3.2. definicid. LegyenJ C R nyiltintervallum,h € C(J,R), Q :=R x J,

f(t,p):=h(p), (t,p Q.

Ekkor azf jobboldalu explicit kozonséges élendi differencialegyenletet
autonom differencialegyenlenek nevezzuk.

3.3. megjegyzésA fenti definicibban szereplQ halmaz nyilt intervallu-
mok Descartes-féle szorzata lévén, 6sszdbugyjlt halmaz,f pedig foly-
tonos fiiggvény, hiszen folytonos fiiggvényékhbetitéssel és a kompozicio
muveletével &ll @: f = hopr,. (Itt pr, a masodik koordinatara valo veti-
tés.) Igy valdban aZ jobboldali explicit kozonséges élendii differenci-
alegyenletek specidlis osztalyat definialtuk. Ezek lokalis alakja:

X(t) = h(x(t) (te D). (33)

Altalanossagban megfogalmazzuk a (2.27) feladat megoldasanal alkalma-
zott modszert.

3.2. tétel. Tegyiik fel, hogy & fliggvény nem veszi fol a nulla értéket. (Mi-
vel, hah folytonos, akkor allandé éJel(i csak ugy lehet, ha vagy kizarélag
pozitiv, vagy kizarélag negativ értékeket vesz fol, ezért példaul féltehetjik,
hogy R, C R*.) Legyent € R, & € J tetsdleges, és tekintstik a (3.3) diffe-
rencialegyenletet a

X(1) = € (3.4)

kezdeti feltétel mellett. A (3.3)—(3.4) kezdetiérték-problémanak Iétezik meg-
oldasa, és az globalisan egyértelmii. A teljes megoldas:

VA -1
b+{t}o5t— ( ED (t—1), (3.5)

ahol, .= R

o~
Sl
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Bizonyitas A (3.3) egyenlet mindkét oldalat végigosztv(t))-vel helyet-
tesitéses integralas utan kapjuk az allitast:
2t ¥ Z x)

1
=1, T =t T, S =t-T
v h(x(s)) x h

3.4. megjegyzés.

1. Ha¢ megoldasa a (3.3) differencidlegyenletnekiatervallumon, akkor
nyilvan tetsblege<C € R esetér — ¢(t +C) is megoldasa a (3.3) diffe-
rencialegyenletnek &— {C} intervallumon.

2. Vegyik észre, hogy ebben a specialis esethen az altalanos tételben sze-
repld szigord regularitasi feltétel, a Lipschitz-féle feltétel helyett enyhébb
(a folytonossag) is elegetidiolt az egyértelmiiséghez az egyenlet speci-
alis szerkezete éshafiiggvény értékkészletére vonatkozo feltevés miatt.

3.3. feladat. Legyen a € R idépontban a vérben a gliikéz koncentraciéja
c(t) mg/ml. Tegyik fel, hogy intravénasan adagoljuk a gliikézt, percenként
G mg sebességgel, és legyén a vér térfogata (a tipikus érték fatteknél

51). Figyelembe véve, hogy a gliikoz folyamatosan mas molekulakka alakul
at, és folhasznalva, hogy a megfogalmazasban sfeésphz Sl-egységek
kozott a kovetked dsszefiiggés all fenn:

mg kg oom? mg kg

m -~ md’ ~ 1000 min ~ 600000005

a glikoz koncentracidjara a kovetledifferencidlegyenlet irhat6 fol (el-
hagyva a korabbiakban részletezett |épéseket):

c= G —ke
- 60000/ ’

(3.6)

aholk az atalakulas sebességére jelléralando, mértékegység'I;e Hata-

sz

lim_ . c egyensulyi értékét. (Megoldas?. oldal.)

3.4. feladat. Milyen szerkezetii az autondm egyenletek iranybje2 (Meg-
oldas:??. oldal.)
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3.5. feladat. Uj ismeretlen fiiggvény bevezetésével vezessiik vissza auto-
nom egyenletre ax(t) = sin(t + x(t)) differencialegyenletet, majd oldjuk
meg. Ellerrizzik a kordbban, az iranynmefelhasznalasaval tett kvalitativ
megallapitasokat. (Megolda®?. oldal.)

3.3. Szétvalaszthat6 valtozoju egyenletek

3.3. definicid. Legyenl,J C R nyiltintervallum,Q:=1xJ,ge C(I,R),he
C(J,R), f(t,p) :=gt)h(p) ((t,p) € Q). EKkor azf jobboldalt explicit
ko6zbnséges efsend differencialegyenleterétvalaszthatd valtozoju dif-
ferencialegyenlehek nevezzik.

3.5. megjegyzésA fenti Q halmaz — mint nyilt intervallumok Descartes-
féle szorzata — 6sszefigqyilt halmaz,f pedig folytonos fliggvény, hiszen
folytonos fiiggvényekdil vetitéssel és a kompozicié miveletével & el

f =goprihopr,.

igy valéban azf jobboldalt explicit kozonséges ékendi differenciale-
gyenletek specidlis osztalyat definialtuk. Ezek lokalis alakja:

X(t) = g(th(x(t)) (te Dx). (3.7)

3.3. tétel. Legyent € |,& € J tetsdleges, és tegyuk fel, hody¢ Ry. Te-
kintsuk a (3.7) differencialegyenletet az

X(T1)=¢ (3.8)

kezdeti feltétel mellett. A (3.7)—(3.8) kezdetiérték-problémanak Iétezik meg-
oldasa, és az globalisan egyértelmi. A teljes megoldas:

V4 -1 Z
J2+{T}9t»—>< ) o g (3.9)
eh T
R
aholJ:={tel; [ge & 1}.

Bizonyitas A (3.7) egyenlet mindkét oldalat eloszthéax(t))-vel helyettesi-
téses integralas utan kapjuk az allitast:

zZ, z, z

KORREKTURA 2004. szeptember 27.



62 3. Néhany egyszeri tipus

3.6. megjegyzésVegylk észre, hogy ebben a specidlis esetben is az alta-
lanos tételben szerdpbkzigoru regularitasi feltétel, a Lipschitz-féle feltétel
helyett enyhébb (a folytonossag) is elegénalt az egyértelmiiséghez az
egyenlet specialis szerkezete ésféggvény értékkészletére vonatkozé fel-
tevés miatt.

3.3.1. Homogén egyenletek

3.4. definicid. Legyena,B € R,a < B,1 :=]a, B[, és tegyiik fel, hogy €
C(I,R). Legyen tovabb&® := {(t,p) € R%t € R",a < £ < B} és legyen

—q(P
f@m%—g@), (t,p) e Q.
Ekkor azf jobboldalu explicit k6zonséges étendi differencidlegyenletet
homogén differencialegyenlaiek nevezzik.

3.7. megjegyzés A fenti Q halmaz nyilvan dsszefidgyilt halmaz,f pe-
dig folytonos fiiggvény. igy valéban ak jobboldalt explicit k6zénséges
elsbrend( differencialegyenletek specialis osztalyat definialtuk. Ezek loka-
lis alakja:

. X(t

X(t)=g (?) (te Dy). (3.10)
3.4. tétel. Tegyik fel, hogy ay fliggvénynek nincs fix pontja, azaz minden
u € | eseténg(u) # u. Legyent,§ < R olyan, hogy% € l, és tekintsuk a
(3.10) differencialegyenletet az

X(1) =& (3.11)

kezdeti feltétel mellett. A (3.10)—(3.11) kezdetiérték-problémanak létezik
megoldasa, és az globalisan egyértelm(. A teljes megoldas:

Rrexpoc Dt — tG* (|I’l (%)) ) (3.12)

R
aholG(r) := %g(sﬁ_sds (rel).

Bizonyitas. A (3.10) egyenlet megoldasahoz vezessik hggz= @ (t el
D) bsszefuggéssel értelmezeftsmeretlen) fliggvényt. Mivel ekkau(t) =J

KORREKTURA 2004. szeptember 27.



3. Néhany egyszer( tipus 63

X(t), vagyis x(t) = u(t) +tu(t), ezért a bevezetett fliggvényre aé) =
w szétvalaszthat6 valtozéju egyenlet vonatkozik, amelynek jobb ol-
dalag(q—%_q, ha(p,q) € Q. Az egyenlet mindkét oldalat elosztegu(t)) —
u(t)-vel helyettesitéses integralas utan kapjuk az allitast:

(O N S O S o
glu) —ut)  t  u g(s)_SdS—'nU) In(1), G(u(t))—ln(T).

3.6. feladat. Oldjuk meg az alabbi feladatokat:

Ly =/1- (%) 10y =o,

2. y/(x) = Y(Ine))=Inx9)

X Y

3. Y0 =320

(Megoldas:??. oldal.)

3.7. feladat. Milyen szerkezetli a homogén egyenletek iranydje2 (Meg-
oldas:??. oldal.)

Felmerilhet az a kérdés, hogy egy jobb oldalrél miként déatakethogy
,,csak@-tél fugg”. Erre kétféle valaszt fogalmazunk meg, mindéettoros
kapcsolatban all kébbi témakkal.

3.5. definicié. Az f : RN — R fiiggvénymn-edfok( homogén fiiggvénped
nevezziik, ha mindenc R és minderp € RN eseténf (tp) =t"f(p) teljesdl
valamilyenn € Rt szammal.

Az n-edfokd homogén fiiggvények egy ugynevezettrdad( linearis
parcidlis differencialegyenlet megoldasaiként jellemezh@tsd??. oldal).

3.8.feladat. LegyenN =1, QCR? fc C(Q,R). Az f jobboldalu
explicit kozénséges differencialegyenlet pontosan akkor homogén egyenlet,
ha f nulladfoki homogén fiiggvény. (Megold&x2. oldal.)

A mésik megkdzelités a rangtételen (lasd példaDldlapul, amelyet az
egzaktta tehétegyenleteknél is fel fogunk hasznalni (lasd a 78. oldalon). A
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rangtétel alabbi kovetkezménye megtalalhaté példaul ezeken a hely@ken: [
36. oldal] vagy P, 299-301. oldal].

3.5. tétel. LegyenH c R? tartomany, és tegyiik fel, hoggme C1(H,R)
folytonosan differencialhaté figgvények. H&laartomanyon

’ alm 62m

a1k 09k ’:07 |01m[ + [02m] > O, (3.13)

akkor minden(p,q) € H ponthoz létezik &p,q) pontnak olyank ((p,q))
kérnyezete és azon olydne C1(Rm,R) fliggvény, amellyel fennall, hogy
k=lom.

3.8. megjegyzésHa azm fuggveényt igy valasztjuk megn(p,q) := %, ak-

kor éppen arra vonatkoz¢ feltételt kapunk, (javasoljuk az Olvasénak, hogy
irja fel részletesen, mit is jelent ez altaldban a jobb oldalra nézve!) hogy
valamely jobb oldal tényleg ,,csai@-t('jl fugg”.

3.2. példa. Szeretnénk eldonteni, hogy §Zx) = ig&; differencialegyen-

let homogén-e. Itk(p,q) := ﬁjm(p, Q) = %, tehat a megvizsgalando de-
terminans:

g 1
N3 P 1

£ B |=0. [0um|+]om = % +H >0  (3.14)
(pta)>  (p+a)? p p

Mivel mind a két feltétel teljesiil, ezért alkalmas kérnyezetben a jobboldal
_a
valéban csak a hanyados fuggvénye. Valéban az, hiszipitt)) = 1?3
p

3.9. feladat. Alkalmazzuk ezt a 3.6. feladatsor él&ét feladatara is, gya-
korlas céljabol. (Megolda?. oldal.)

3.3.2. Homogénre visszavezetheegyenletek

3.10. feladat. Mutassuk meg, hogy tetSleges, B,y,a,b,cc R; a?+b’+]]

c? # 0 szamok esetén a¢(x) = f (%) egyenlet alkalmas helyette-

sitéssel homogén egyenletre vezdihaessza. (Megoldas??. oldal.)

X—y(xX)+4
X+y(x)—2

3.11. feladat. Hatarozzuk meg ay (x) =
atmerd megoldasat. (Megoldag?. oldal.)

egyenlet(1,1) ponton
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3.12. feladat. Milyen c,d € R valds szamok esetén lehet az
Y (x) = ¢+ by(x)

differencidlegyenletet homogén differencialegyenletre visszavezeyniaz
Z" helyettesitéssel valamilyene R szammal? (Megolda&?. oldal.)

3.13. feladat. Mutassuk meg, hogy a:=y" Uj ismeretlen fliggvényre ho-
mogén egyenlet vonatkozik, lyaa a2x*y(x)y'(x) +y(x)* = 4x8 egyenlet all
fenn, feltéve, hogy Ugyesen valasztjuk meg &R " szamot. (Megoldas:
??. oldal.)

3.4. Elgrendi linearis egyenletek

3.6. definicid. Legyenl C R nyiltintervallum,apg,a; € C(1,R), Q:=1 xR,

f(t,p) :=ao(t)+ai(t)p ((t,p) Q).

Ekkor azf jobboldalu explicit k6zonséges étlendi differencidlegyenletet
elsdrendli lineéris differencidlegyenlenhek nevezzik.

3.9. megjegyzés.

= A fenti Q halmaz — mint nyilt intervallumok Descartes-féle szorzata —
osszefugg nyilt halmaz,f pedig folytonos fliggvény, hiszen folytonos
fuggvényekil vetitéssel, alapmiiveletekkel és a kompozicid miiveleté-
vel all el6: f = agopr, +agopr,pr,. igy valéban aZ jobboldalu explicit
kézdnséges efsend differencialegyenletek specialis osztalyat definial-
tuk. Ezek lokalis alakja:

X(t) = ao(t) +ag(t)x(t) (te D). (3.15)

= Vilagos, hogy kdzvetlenil integralhat6 egyenlettel van dolgurdg &2 =J
0 (tel)esetben,aa(t)=0 (tel)esetben pedigigen specilis szét-
valaszthatd valtozéju egyenlettel. Ebben az utébbi esetben azt is mond-
juk, hogy a vizsgalt lineéris differencialegyenteimogén Célszerii az
ilyen egyenleteket teljesebb nevikdhemogén linearis differenciale-
gyenleeknek — nevezniink, hogy ne tévessziik 6ssze ezeket a homogén
egyenletekkel.

KORREKTURA 2004. szeptember 27.



66 3. Néhany egyszeri tipus

3.6. tétel. Legyent € |,& € R tetsdleges, és tekintsik a (3.15) differenci-
alegyenletet az

X(1)=¢§ (3.16)
kezdeti feltétel mellett. A (3.15)—(3.16) kezdetiérték-problémanak létezik
megoldasa, és az globalisan egyértelm{l. A teljes megoldas:

Ry Zy R

I 5t—x(t)=et® <E+ ape” Ta1> : (3.17)
T

Bizonyitas A tételre két bizonyitast adunk.
1. A (3.15) egyenlet megoldasanakélépéseként irjuk &t az egyenletet:

X(t) —ag(t)x(t) = ao(t), (3.18)

R
majd vegyuk észre, hogy a bal oldalon ,majdnem™ e~ rlalx(t) deri-
valtja all at helyen. Pontosabban:

(e*Rralxy(t) _
= (~ae " %) x(t)+ (e-Rfal) X(t)

R
= e (Xt +X(1).
Ha tehat a (3,18) egyenletet megszorozzwleazal klfejezesﬁsel akkor
eztkap*uke ta a(x(t) —ay ()X(t)) = ag(t)e™ & melybol (e ralx) (t) :I
(t)e tal Innen pedig mindkét oldalt integralva: ralx(t) X(1) =

T tag( )e* raids, gy — figyelembe véve a kezdeti feltételt — a teljes meg-
oldas: Z, .

x(t):eRItal <E+ ap(s)e” Isalds) (tel). (3.19)

(Ez ugyanis az adott kezdeti feltételt kiel@gfhegoldasok egyesitése.)

2. Masodik bizonyitasunkban alandok varialasanak Lagrang&tél eredy
modszerét alkalmazva meghatarozzuk a (3.15) egyenlet altalanos megol-
dasat. Ehhez eb&ént kiszamitjuk a (3.15) egyenletnek megfélel

X(t) = ag(t)x(t) (3.20)

1Lagrange, Joseph Louis (1736—-1813): francia-olasz matematikus, fizikus és csillagasz.
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homogén linearis differencialegyenlet altalanos megoldasat a szétvalaszt-
hat6 valtoz6ju egyenletek megoldasara kidolgozott médszerrel:

Rt
Xnom. ait(t) = Ce 1. (3.21)

(Megjegyzend, hogy ez a képlet abban az esetben is megadja a meg-
oldast, ha az félveszi a nulla értéket, valasszuk ugyanis eéBlintékét
nullanak. — Tovabba: az integralas als6 hatarakéntiietged -beli pont
vehet, mivel C tetsdleges valés szam lehet.) Ezek utan keressiik az
inhomogén egyenlet megoldasat

R

t D(t)e ™ (3.22)

alakban. (Eljarasunk jogossagat az fogja igazolni, hogy kiderdl: van
ilyen megoldas.) A (3.22) alakot behelyettesnve a (3.15) egyenletbe a
D egyiitthatéfiiggvényre B(t) = ag(t)e™ t & kazvetlenil integralhaté
differencidlegyenlet adddik, amelynek mlrﬁdosszg egyetlen megoldésara
van sziksegunk. Legyen ez peéldaDitt) = Yage . Végul pedig a
kéHbbiekben szerefl?? tétel szerint az inhomogén egyenlet altalanos
megoldasa élall, mint a megfeléd homogén egyenlet altalanos megol-
dasanak és az inhomogén egy (szokasepsatikularis nak hivott) meg-
oldasanak dsszege. igy tehat az inhomogén egyenlet megoldasai
Zy R Ry
| S5t— <C+ ape” ral) et® (CeR), (3.23)
T

s ezek kozll a kezdeti feltételt is kielégfitakkor kapjuk, haC értékét
&-nek valasztjuk.

3.10. megjegyzésAz allandok varidlasanak moédszerét konkrét feladatok
esetében érdemes mindig reprodukalni, igy nem kell a (3.17) képletet fej-
ben tartani.

3.14. feladat. Szuperpozicios elaek szokas hivni azt az allitast, amely sze-
rint ha¢ megoldasa ax(t) —a;(t)x(t) = ap(t) egyenletnekyp pedig meg-
oldasa az(t) — ay(t)x(t) = bp(t) egyenletnek, akkop + P megoldasa az
X(t) —aq(t)x(t) = ap(t) + bo(t) egyenletnek. Bizonyitsuk be ezt az allitast.
(Megoldas:??. oldal.)
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3.15. feladat. Oldjuk meg az(t) + 2tx(t) = 2te** + e ** egyenletet az al-
landok varidlasanak médszerével is, és a fenti feladat eredményének felhasz-
nalasaval is. (Megolda&?. oldal.)

3.16. feladat. Adjuk meg a kordbban mar t6bbszoér vizsgAlx) = y(x) —
x? 4 2x — 2 differencialegyenlet megoldasait, és efiemzilk a korabban tett
kvalitativ megallapitasokat. (Megold&2?. oldal.)

3.17. feladat. Mutassuk meg, hogy alkalmasan megvalasztott tartomanyon
azy'(x) = 2x-{(yx()x)3 differencidlegyenlet invertalhaté megoldasainak inverzére
lineéris differencialegyenlet vonatkozik. Ennek felhasznalaséaval oldjuk meg

az egyenletet. (Megoldag?. oldal.)

3.18. feladat. Legyenl C R nyilt intervallum,a,b € C(l),n € R, és tekint-
stk az
X(t) +a(t)x(t) = b(t)x(t)" (3.24)

Bernoulli-egyenlett a fold vagy az alsé félsikon, és mutassuk meg, hogy
az:=x""1fuggvényre nézve linearis egyenletet jelent. Hatarozzuk meg az
egyenlet 6sszes megoldasat. (Megol®as:oldal.)

3.19. feladat. Oldjuk meg &y’ (x) +y(X) = ﬁ Bernoulli-egyenletet. (Me'—
oldas:??. oldal.)

3.20. feladat. Oldjuk meg az
z X z X
X y(s)ds=(x+1) sys)ds (xeR") (3.25)
0 0

integralegyenletet aR* halmazon értelmezett folytonos fliggvények koré-
ben. (Megoldas??. oldal.)

Az alabbi példa, illetve feladat a differencialegyenletek szempontjabdl
egyszer(, és ide kivankozik, de némdismereteket igényel a valészini-
ségszamitas és a komplex fiiggvénytan kéréb

3.3. példa. LegyenA € R*. Oldjuk meg a0 = nx, —Ax,—1 (N € Np) el-

sérend( differenciaegyenleet a ¥ % x, = 1 mellékfeltétellel. (Az adott
egyenlettipus definialasanak aproélékos feladatat az Olvaséra hagyjuk.) A
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megoldas soran a sorozatok, illetve diszkrét valészinliségeloszlasok megha-
tarozasara igen alkalmagneratorfliggvény-madszer fogjuk bemutatni.
Vezesslk be &(2) := 5 %x2" (z€ %i(0) C C) fuggvényt. Keressuk

meg ennek felhasznaldsaval az egyenlet azon megoldasait, amely@kre a
flggvényt értelmei hatvanysor konvergens az egységkdrlapon. Az ilyen
figgvényre nyilvan fonnall, hogy(G'(z) — AG(2)) = 0, innenG(z) = K&,

A mellékfeltétel a generatorfiiggvényre azt jelenti, h@gl) = 1, vagyis

Ke* = 1, tehatK = e . Innen G(z) = €@V, s ezt a fliggvényt sorba-
fejtve kapjuk a megoldast, az Ugynevezettisson-eloszlasagjait: x, =

Anﬁfx (n€ Np). Ez a valészinliségeloszlas Ugynevezett ritka események va-
I6szinliségi leirdsara hasznalatos, példaul ilyennel adhatjuk meg a kalacs egy
darabjaban talalhaté6 mazsolak szamét (és a hasonld, de komolyabb jelensé-
gek leirasat).

3.21. feladat. Oldjuk meg aZn+1)x, 1 =0x(N+1) (neNp) eldrendd
differenciaegyenleet a ¥, x, = 1 mellékfeltétellel. (Megoldas??. ol-
dal.)

3.5. Egzakt egyenletek

3.4. példa. Az aldbbi fontos, gyakran élordul6 példa az eddigi fogalom-
rendszerrel nem kezellget

tdt+xdx=0. (3.26)

Ennek az ,egyenlet’-nek f(t,x) € R%;t>+x?=C?} (C < R™*) alaka kor-
vonalak bizonyos értelemben megoldasai. Ugyanis, a (3.26) egyenletben
,dt-vel osztva” ezt kapjuk:t +x$‘ = 0, amit at + x(t)X'(t) = 0 implicit,

illetve azX'(t) = —% szétvalaszthat6 valtozoju egyenlettel azonositva és

megoldva az(t) = £vV/C?—t? (t €] — C,C[ félkéroket kapjuk megol-
dasként a folg, illetve az alsé félsikon. Ha viszontix-szel osztunk”, ak-

kor ehhez jutunkst% +x = 0, amit at(x)t’(x) + x = 0 implicit, illetve a

t'(x) = —ﬁ szétvalaszthato valtoz6ju egyenlettel azonositva és megoldva a
t(x) = +vVC?—x? (x €]] — C,CJ) félkoroket kapjuk megoldasként a jobb,
illetve a bal félsikon. A nyilt siknegyedekben a kétféle médon kapott gorbe-
ivek megegyeznek.
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A példa gondolatmenetét szeretnénk az aldbbiakban &ltalanositani. Ehhez
elészor bevezetjik a hanyados jobboldala differencialegyenlet alkalmi, és
els) latasra Uresnek tet$fogalmat.

3.7. definicié. LegyenQ c R? tartomanyP,Q € C(Q),H c Q pedig olyan
tartomany, amelye® nem tlnik el;Ds :=H, f := —g. Ekkor az

P(t,x(1))
Q(t,x(t))
f jobboldalu differencidlegyenletet (a r4 vonatkozo kezdetiérték-problémat)

a(P, Q) fuggvénypéarbdl konstrualhanyados jobboldald differencialegyerf
letnek (kezdetiérték-probléméanak) nevezziik.

X= —g o(id,x) avagyaz Xx(t)=-— (3.27)

3.11. megjegyzés.

1. Nyilvanvalé, hogy minden explicit kbzonséges Geéndi differenciale-
gyenlethez végtelen sok olydR, Q) figgvénypar van, hogy az e fligg-
vényparbdl konstrudlt, hdnyados jobboldala differencialegyenletnek és
az eredetinek a jobb oldala (igy természetesen megoldashalmaza is) azo-
nos.

2. A H halmazon egyenletink igy is irhatd
P(t,x(t)) + Q(t,x(t))x(t) = 0. (3.28)

Ha értelmeztiik volna altalaban az implicit@endi{ egyenleteket (amit
elsbsorban az egzisztencia- és unicitastételek nehézkes alakja miatt kertil-
tunk el), akkor ugy is fogalmazhattunk volna, hogy ezek kozul a (3.28)
alaktakatkvazilinearisaknak nevezziik. Ez az elnevezés ugyanis 8ssz-
hangban van azzal, amit a parcialis differencialegyenleteknél szoka hasz-
nalni, lasd &?7? szakaszt.

3.8. definicié. Ha a(P, Q) |y fliggvényparhoz Iétezik olyah ¢ C1(H) fiigg-
vény, amelyre
F' = (01F,02F) = (P.Q)In, (3.29)

teljestl, akkor azt mondjuk, hogy & figgvény a(P,Q)|y fuggvénypar
primitiv fliggvénye.
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3.9. definici6. Ha a (P,Q)|n flggvénypéarnak létezik primitiv fliggvénye,
akkor a(P,Q) fuggvényparbdl konstruélt, hanyados jobboldall differenci-
alegyenleteegzakinak nevezzik.

3.5. példa. HaQ := R? P(t,x) =t,Q(t,x) = x, akkor a(P, Q) fliggvénypar-

nakF (t,x) := 3(t2+x2) ((t,x) € R?) primitiv faggvénye.

= HaH:=RxR", vagyH := R x R, akkor a(P,Q)|y fuggvényparbdl
konstrudlt, hanyados jobboldalt differencidlegyenlet egzakt, Fjgrt
megfelel primitiv fliggvénynek.

= HaH:=R* xR, vagyH := R~ x R, akkor a(Q,P)|y fliggvénypar-
bol konstrudlt, hanyados jobboldalu differencialegyenlet egzakt,nert
(pry, pry) v megfelel primitiv figgvénynek.

Megfogalmazzuk annak az eljarasnak az altalanositasat, ahogyan a 3.4.
példa esetén a fddsés az also félkorhoz jutottunk el.

3.7. tétel. Ha a(P, Q) fuggvényparbol konstrudlt, hanyados jobboldalt dif-
ferencialegyenlet egzakt, e Q) figgvényparnalE tetsdleges primitiv
flggvénye, akkor

1. My ={x;xe It,3ce R Fo(id,x) =c(")|p,},

2. minden(t,§) € H esetén

Mi g = {x;x€ It,T € Dy,Fo(id,X) = F(T,&)(-)|n }»

3. minden(t,§) € H esetén &T,§) ponton atmeé megoldas globalisan
egyertelma.

Bizonyitas.

1. Tegyuk fel, hogy dP,Q) fuggvényparbdl konstruélt, hdnyados jobbol-
dala differencialegyenlet egzakt, legyenRQ) fuggvénypér egy pri-
mitiv figgvényeF, és jeloljik a bizonyitand6 egydidég jobb oldalan
szerepb halmaztA'-nel. Ekkorx € M; esetén fennall, hogy € Iz, és
hogy

__OiFo(idx)
= T Fo(id )’ (3.30)
vagy, atrendezve:
(Fo(id,x))" = 0(.)|m,, (3.31)
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tehatx € A’. Megforditva, hace N[, akkorx € I, és fennall (3.31), tehat
(3.30) és igy (3.27) is, ezéxtc M;.

2. Hasonl6an bizonyithat6.

3. Tegyuk fel ismét, hogy &P, Q) fuggvényparbdl konstrualt, hanyados
jobboldalt differencialegyenlet egzakt, és legye(PQ) fuggvénypar
egy primitiv figgvényd-. 3. bizonyitasahoz a 2.2. tétel miatt elegénd
megmutatni, hogy mindeft,§) € H esetén 4t,&) ponton atmeé meg-
oldas lokdlisan egyértelmii. Ez viszont kdvetkezik az implicit fliggvény
|étezésére vonatkoz6 tétélbha azt aF; :=F —F(1,&)(-, ) kétvaltozos,
valds értéki fliggvényfaalkalmazzuk 41,&) pontban.

3.6. példa. Legyen

Q:=R?> H:=RTxRT (1,§):=(11)
Q> (p.g) — P(p,q) :=2p*+g° € R (3.32)
Q> (p.g) — Q(p,q) := 3p°¢”+5pdf’ € R.
és tekintsuk gP,Q) fuggvényparbol konstruélt, hanyados jobboldalt dif-

ferencialegyenletre vonatkoz6 kezdetiérték-problémat. Ennek lokélis alakja
tehat

()P ()
XU =~ 32 5 ()

(te D) x(1)=1 (3.33)

Eszrevehetjiik, hogyld > (u,v) — F(p,q) := p?q® + pq® € R dsszefiiggés-

sel értelmezetF flggveny primitiv figgvénye &P, Q)|n fuggvényparnak,
vagyis a (3.33) lokalis alaku kezdetiérték-problémanak globalisan egyér-
telml megoldasa minden olyare I; fuggvény, amelyre

2(x(0)3+t(x())° =2 (te D) (3.34)
teljesdl.

Az alabbiakban elégséges feltételt adunk a primitiv fliggvény létezésére.

2 Drrg)(,)=HC R2, mig a 2.-ben szerefF (1,&)(-) fuggvény értelmezési tartomanya
a valés szamok részhalmaza!
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3.8. tétel. Tegyiik fel, hogyH C R? egyszeresen Osszefifgtartomany, és
(P.Q) € C}(H). Ha
02P = 010Q, (3.35)

akkor a(P, Q) fuggvényparnak létezik primitiv fliggvénye.

Bizonyitas[?, 152. oldal] |

A (3.35) feltételre ugy szokas hivatkozni, mint a keresztben vett parcialis
derivaltak megegyezésére. A tartomanyra vonatkozé feltétel (,egyszeresen
0sszefligd”) tobb, egyszerlibben ellérizhet feltétellel helyettesithét a
tétel Ggy is érvényes marad, ha a tartomanyrdél azt kétjuk ki, hogy konvex,
vagy hogy pontra nézve csillagszerd.

3.7. példa. (A 3.6. példa folytatasa.) Példankban a tartomany az egész sik
lévén egyszeresen Osszefoga feltétel pedig teljesul, mivel,P(p,q) =

6pcf +5q" = 01Q(p, ).

A késBbiekben meg fogunk adni egy egyszerli médszert a primitiv fliggvény
meghatarozasara.

3.5.1. A megoldasok inverzére vonatkoz6 egyenlet

Most annak az altalanositasa kdvetkezik, ahogyan a 3.4. példa esetén a bal
és a jobb félkorh6z jutottunk el. Az alabbi tétel a 3.7. tétellel teljesen analdg
maodon bizonyithato.

3.9. tétel. LegyenG C Q olyan halmaz, ahoP nem tlnik el. Ha & :=
((Q,P)|e) o (pr,, pry) fliggvénypéarbdl konstrualt, hanyados jobboldalu diffe-
rencidlegyenlet egzakt, é4B Q)|c fllggvényparnalE tetsdleges primitiv
fliggvénye, akkor

1. My={t;te Ij,3cc Rz Fo(t,id)=c()|n},
2. minden(t,§) € G esetén

Mg = {tit € Ig,€ € T, Fo(t,id) =F(1,8)(")|n },

3. minden(1,§) € G esetén &T,&) ponton atmeé megoldas globalisan
egyértelma.

A 3.4. példa esetén a negyedkdrivi@kkimondott allitas is altalanosit-
hato.
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3.10. tétel. Tekintsik a (3.27) hanyados jobboldall differencialegyenletet
olyan G* C H tartoményon, ahol ser® semQ nem tlnik el (azad ¢

ReQe)-

Legyenf := —&|a+,g:= — 8 o(pry,pry) . Ekkor amegoldashalmazoffa
fennall az alabbi két 6sszefliggés.
My = {t;t =x"1,x€ My}, (3.36)
My = {x;x=t"1te My} (3.37)

Bizonyitas. A (3.36) egyenbség igazolasahoz jelélje a jobb oldalon sz&Fepl
halmazti\(. Az A’ halmaz definiciéja értelmes, ugyanis,ha M;, akkorx
folytonosan differencialhat6, és derivaltjat (3.27) adja meg. Ez utébbi 6ssze-
fuggestol és0 ¢ Rp|..-bOl kdvetkezik, hogyx invertalhato. Legyen most

t € My. Ekkort € Iy, vagyist C G* flggveny, 74 nyilt intervallum, ést
folytonosan differencialhatd. igy egyrésgt is nyilt intervallum, masrészt

0 ¢ Rq|.. Miattt invertalhatd. Ha:= t—1, akkorx C G* fliggvény, D, = R,

nyilt intervallum, és folytonosan differencialhat6, tehate I;. Az x fiigg-

vény derivaltja az inverz fuggvény derivaltjara vonatkozo téteB.30) fel-
hasznélasaval adodik:

1 1 P
X = = = ——o(id,x). 3.38
t'ot—1 —%o(t,id)o'[*1 QO( ) ( )

Talaltunk tehat egx € M; fliggvényt, amellyet = x~1, igy belattuk, hogy
t € A. Megforditva, legyen moste 2. Ekkor, mivelt = x1,x € M5, ezért
t C G* fuggvény,D; = Ry nyilt intervallum,t folytonosan differencialhato.
Mivel O  Rp\.., azért az inverz figgveény derivaltjara vonatkozo tétel miatt
1 1 :
t'= = _Q o (x,id), (3.39)

~ Xox 1 —go(id,x)ox1 P

azazt € My. A (3.37) egyerbség hasonloan bizonyithato, de kovetkezik
abbdl a ténybBl is, hogy hady és M, két, invertalhato figgveényekiballd
halmaz, é9M, = {t;t =x1,x € My}, akkor My = {x;x=t"Ltc M}. W

3.8. példa. (A 3.6. példa folytatasa.) A fenti allitasbarGa ;.= H valasztas-
sal élve fennall, hogy

3t(p)?p®+5t(p)p*
2t(p)p3+ p°

t'(p)=— pe Dit(l) =1, (3.40)
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tovabba (3.34) alapjan teljesl, hogy

(t(p)*PP+t(p)p° =2 (3.41)

A (3.41) allitas megfogalmazasat az altalanos esetben (egzakt differenciale-
gyenletekre) az Olvasoéra hagyjuk. (Ennél az egyszer( péltgma@xplicite
kifejezhe®, s ebldl kideril, hogy a teljes megoldas értelmezési tartomanya
az egésR* halmaz.)

3.5.2. A primitiv figgvény meghatarozasa

Az egzakt differencialegyenletekben szeée@P Q) fliggvénypar primitiv
flggvénye viszonylag egyszerlien meghatarozhat6. A primitiv fliggvényt
szokasosan vonalintegrallal szamoljak K, (134-163. oldal],?, 96-121.
oldall], [?, 148-159. oldal],?, 264. oldal]); itt egy egyszerlibb eljarast mu-
tatunk.

3.11. tétel. HaH C R? egyszeresen osszefiitartomanypP, Q,d,P,01Q €
C(H), és0,P = 01Q, akkor minden(t,§) € H ponthoz, és &P, Q) fluggvény-
par(t,&) pontban eltid primitiv figgvényéhez léteziknak olyanX (1) és
&-nek olyank () kdrnyezete, melyekré((1) x X (&) C H, valamint létezik
olyanc € CY(X(&),R) ésd € C( K (1),R) fuggvény, amelyekre(§) = 0,
d(t) = 0. Tovabba tetsdleges(p,q) € X (1) x X (&) esetén
Zp Z g
Fp.a)= P(.a)+ca) = . Q(p,-) +d(p), (3.42)

ahol ac ésd fliggvény az alabbi kézvetlendl integralhaté differencialegyen-
letek megoldasa:

R
WJFC'(Q):Q(RQ),
R
a 90(p,-
P(Dﬂ)zﬂw’(m.

op

Bizonyitas A feltételekldl kovetkezik, hogy &P, Q) fllggvénypéarnak létezik
primitiv figgvénye. Mivel &1 halmaz nyilt, ezért tetétegeq1, &) € H pont
esetén létezik-nek olyan% (1), €s&-nak olyank (&) kornyezete, amelyekre
K (1) x K(&) C H teljesul. Legyer(p,q) € K(1) x X (&) olyan, tetsblege-
sen valasztott pont, amelyre< p,& < q, Ertelmezziik g és\ fliggvényt a
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kovetkedképpen: [§,q] ot — x(t) := (T,t); [1,p] 2t — Y(t) := (t,Q).
Nyilvan mindketb egy-egy egyszerii sima gorbe paraméterezése. A két
gorbed egyesitése & (1) x X (&) halmazban halad, ds alaku toréttvo-
nallal 8sszekoti 4t,§) és a(p,q) pontot. A(P,Q) fuiggvénypar(t,¢§)-ban
elttind primitiv flggvényét jeloljuk--fel, ekkor azF fuggvény(p,q) pont-
ban felvett értéke &P Q) nggvgnypér fenti gérbe mentén vett vonalmenti
integraljaval egyerd: F(p,q) = ¢(P, Q). A vonalintegrél definiciéja alap-
jan:

Z Z q Z D

¢<F’,Q) = < (PQox x>+ <(PQod >

= Q(t,)+  P(.,0). (3.43)

R
Ha a (nyilvanvaléan folytonosan differencialhat&)(t) > q — Eq Q(t,-)

fuggvénytcjeldli, akkorF (p,a) = P(-,d)+c(a) (p,g) € K(1) x K(8).
Hasonl6an lathat6 be az allitas,tha p vagy¢ > g. Az allitas masodik része
analég médon bizonyithato. |

3.9. példa. (A 3.6. példa folytatasa.) Keressiik most a példa primitiv fligg-
vényét a fenti allitds modszerével
Z

P
Fp.a)= (29%id+¢°) +¢(q) = pP°g* — G+ Pp—P+c(q)  (3.44)

alakban. Mivel azonbadyF = Q, azaz
3p°a” — 3 +5pd — 54" +¢/(q) = 3p’d” + 5pdf’,
azért ac fliggvénynek teljesitenie kell a
c(q) = 3¢° +5¢°, (3.45)
differencidlegyenletet, valamint a kezdeti feltétel miatt a
c(1)=0 (3.46)

Osszefliggést is. Viszont (3.45) és (3.46) egyltt egy kdzvetlenll integral-
hat6 differencialegyenletre vonatkoz6 kezdetiérték-probléma lokalis alakja.
Ennek megoldasac = id® +id® — 2, igy tehat (3.44) alapjai (p,q) =
PP+ poP — 2.
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Tekintsiink még egy tanulsagos példat.
3.10. példa. Hatarozzuk meg a
(sin(x) +xsin(t) )dt 4 (tcogx) — coqt))dx =0
egyenlet(0,1) ponton atmeé megoldasat. Etsrészfeladatunk olyan tarto-

12.5¢

3.1.. &bra. Az értelmezési tartomany meghatarozasahoz

many keresése, amely tartalmazzg @A) pontot, és amelyben legalabb az
egyik egyutthatéfiggvény nem tiinik el. Legyen

P(p,q) :=sin(q) +gsin(p) Q(p,q) := pcogq) —cosp) ((p,q) € R?).

A 3.1. dbra mutatja azokat a pontokat, ahol a két fliggvény valamelyike
eltlinik. Az is lathato, hogy 40,1) pontnak van olyarH c R? kérnye-
zete, amelyben egyik egyitthatéfiiggvény sem tiinik el, igy mindegy, hogy
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a folmeriib két egyenlet kozll melyikre gondolunk. (Hogyan tudnank ezt
a latszatot alkalmas becslésekkel alatamasztani?) Nem ez lenne a hely-
zet a(0,0) pontnal, vagy aZ1/2,1/2) pontnal, amelyikben csak az egyik
egyutthato tlnik el, és €3.713671.79918 pontban, ahol eddigi ismerete-
inkkel nem tudunk mit kezdeni, mivel mind a két egyutthatéfiggvény elti-
nik. H egyszeresen dsszefifggyilt halmaz, ezen a keresztben vett parci-
alisok megegyeznek, ugyanisP(p,q) = cogq) + sin(p) = 01Q(p,q). In-
tegralasssal kapjuk, hogy(R Q) figgvénypar egy primitiv figgvénye csak
(p,q) — psin(g) —gcog p) + c(q) lehet, derivalassal kapjuk viszont, hogy
a pcogq) —cogp) + c'(q) = pcogq) — cog p) egyenbségnek kell fenn-
alinia. igy tehatc'(q) = 0, és egy primitiv fliggvény(p,q) — psin(q) —
gcogp). A kezdetiérték-probléma megoldasat pedig innen lehet kifejezni:
tsin(x(t)) — x(t) cogt) = —1, annak inverz fuggvényére pedig ez all fenn:
t(x) sin(x) —xcogt(x)) = —1.

3.6. Egzaktta teheb egyenletek

A 3.6. példa tovabbi elemzésével kideritjik, mit kezdhetiink egy hanyados
jobboldald, de nem egzakt differencialegyenlettel.

3.11. példa. (A 3.6. példa folytatasa.) Az eredeti differencialegyenlet meg-
oldashalmaza nyilvan ugyanaz, mint az alabbi lokalis alaku differenciale-
gyenleté ,
. 2tx(t) + (x(t
X(t) = 3t2(+) 5 ((X ((t))))Z (t e Dy). (3.47)

Ez az egyenlet viszont nem egzakt, amint azt a keresztben vett parcialisok
kilonbddsége mutatja. A (3.33) és (3.47) egyenletek 0sszevetésével jut-
hatunk arra a gondolatra, hogy ha eredetileg (3.47)-t kellett volna megolda-
nunk, akkor Bvithettiik volna ugy egy alkalmas kifejezéssel a (3.47) jobb
oldalan szerepl hanyadost, hogy eredményiil egzakt differencidlegyenletet
kapjunk. Ezt az Eulefil szarmazo 6tletet hasznositjuk az alabbiakban.

3.10. definicio. A (P,Q) fuggvénypéarbdl konstruélt, hanyados jobboldald
differencialegyenleintegral6 tényedje (vagymultiplikator a) ap, € C1(H,R)|]
(vagy ay. € C1(H,R™)) fiilggvény, ha gu.P, 1. Q) fiilggvényparbol konst-
rualt, hanyados jobboldall differencialegyenlet egzakt.

3.12. tétel. Ha H C R? egyszeresen osszefifgtartomany,P,Q € C1(H),
akkor a(P,Q) fuggvénypéarbdl konstruélt, hanyados jobboldalt differenci-
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alegyenletnek au. € C1(H,R*) fuggvény akkor és csak akkor integrald
tényedje, ha

Mt (02P — 01Q) = Q01 — PO} (3.48)
Bizonyitas Az allitas a 3.8. tétel, valamint a 3.8. és a 3.10. definicié kozvet-
len kévetkezménye. |

3.12. példa. Tekintsuk a(P, Q) figgvénypéarbdl konstrualt, hanyados jobb-
oldalu differencialegyenletet! Tegyiik fel, hotly C R? egyszeresen dssze-
fiiggd, és hogyP,Q € C(H),0 ¢ Rp|, - Ekkor a (3.27) differencialegyen-
lethez (3.48) szerint pontosan akkor létezik olyan folytonosan differencial-
haté i, € F(R* x RT) fuggvény, amellyel := pp o pr, integralé ténye-
z6je az egyenletnek, ha létezik olyan folytorias 7 (R* x R™) fliggvény,

amellyel

w =lopr, (3.49)

R
teliestl. Ez esetben teiegesc € 7 esetén g := expo(— .l) dssze-
flggéssel értelmezep fuggvénytdl szarmaztatotft := pp o pr, fliggvény
integralé tényeidje az egyenletnek.

A példa allitasainak bizonyitdsat az Olvasoéra hagyjuk. A példaban sze-
repld integralé tényer6l azt szoktdk mondani, hogyx;tdl figgd.” Ha-
gyomanyos példatarak altaldban a (3.49) 6sszefliggéshez hasonlok sokasagat
tartalmazzak, lasd példau,[?].

3.13. példa. (Folytatas.) A (3.47) hanyados jobboldalu differencialegyen-
letnélP(p,q) = 2pg+a®, Q(p,q) =3p*+5pcF  ((p,a) € H), igy tehat

a keresztben vett parcialisok nem egyeznek ni(p,q) = 2p + 30° #
01Q(p,q) = 6p-+5¢?. Ha alkalmazni akarjuk az &6 példa eredményét, ak-

kor meg kell vizsgalnunk, hogyld > (p,q) — k(p,q) := % =

—(% fuggvényhez létezik-e olydre 7 (R* x RT) folytonos fiiggvény, ameIIyII
k=1opr, fonnall. Kénnyen lathato, hogly= —% példaul megfelel, tehat
példauly, = id? megfeleb, s ag?-tel valé beszorzas eredményeként éppen
a (3.33) egyenletet kapjuk.

Bar a példatarakban mindig ilyen egyszer( feladatok szerepelnek (némi-
képp félrevezetve ezaltal a olvasot), a probléemanak nemtrivialis része annak
megallapitasa, hogy adott, folytonosan differenciallatd € F (R? x R)
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fuggvényekhez mikor létezik olydn R — R figgvény, amellyek =1om
teljesul. Erre ad elégséges feltételt a fentebb mar hasznalt 3.5. tétel.

3.7. Alkalmazéasok

Miel6tt tovabbi részletekbe belemennénk, illetve Gjabb teriileteken val6 al-
kalmazasokat mutatnank, félhivjuk a figyelmet néhany hasznos konyvre. A
[?] kbnyvecske a szokasos geometriai és fizikai példakon joval tilmegy. A
[?, 408-411. oldal] tablazatai matematikusnak és alkalmazonak egyarant
tanulsagosak: néhany egyszerii egyenlet sok kiil@ninderpretacidjat mu-
tatjak meg. Kideril béilik, hogy mi az éfordulé valtozék és paraméterek
jelentése. Az Olvasé gyakorlasként kiegészitheti a tablazatokat a valtozék
és paraméterek lehetséges, leggyakrabban hasznalt mértékegységéyel. A [
konyv folyamatosan, menet kézben igen nagy hangsulyt fektet az alkalma-
zasokra, szamos megfeps érdekes példat hoz val6sagos adatokkal egyitt.

3.7.1. Gépkocsi fékutjanak kiszamitasa

3.14. példa. Egy gépkocsi72l%m sebességgel egyenletesen lassulva 10 s

alatt all meg. Mennyi utat tesz meg ezalatt?

Ha a gépkocsi sebességét a fékezés kezdetéltt idd malvav(t) jeloli,
akkor a feltételek a kdvetkéket jelentik:v(t) =a wv(0) = 20% v(10) =
O%. A v(t) = a kdzvetlenul integralhat6 egyenlet- at + b megoldasaban
szerepb két paraméter innen szamolha2®y =a-0s+b 0T =a-10s+
b, tehata = —2 b = 20'Y. Ha a fékezés 6ta megtett s(t), akkor erdl
azt tudjuk, hogy(t) = v(t) = —2t'3), 5(0) = 0m, igy s(t) = —t>3 + 20'0 -t,
tehat a fékas(10) = 100m.

3.7.2. Radioaktiv kormeghatarozas

3.15. példa. [?, 86. feladat] Egy banydzet megvizsgalt darabja 100 mg
urant és 14 mg 6lmot tartalmaz. Ismert, hogy az uran felezésiadgje. 0’

év, és hogy 238 g uran teljes elbomlasakor 206 g 6lom keletkezik. Al-
lapitsuk meg a banyaéket korat. Tegyuk fel, hogy keletkezése pillanata-
ban a banyadzet nem tartalmazott 6lmot, és hanyagoljuk el a radioaktiv
bomlasi sorban az uran és az 6lom kozotbléermékeket (mivel ezek az
urannal lényegesen gyorsabban bomlanak). Ha 238 g uranbdl 206 g 6lom
keletkezik, akkor 14 mg dloni4- 238 — 16,1748 mg uran telies elbom-
lasanak terméke. Kezdetben ézktben 6sszeset00+ 16,1748 mg uran
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volt. Az uran bomléséara a kovetkekezdetiérték-problémat irhatjuk fol:
x = —kx, x(0) = 1161748 A k egyutthato értékeét a felezésidiobl a ko-
vetkezképpen hatarozhatjuk mex(4,5- 10°) = x(0)e 451 — X0 tehat

k=422, —1,54033 10 1°. A kzet kialakulasatol maig elteltiddtartam-

rol pedig ezt tudjuk116 1748 15403310°T — 100 Innen: a kzet élettar-
tama9, 73335 108 év.

A témakort sokkal részletesebben targyalal[1-19. oldal]

3.7.3. Oldatok; aramlas

3.22. feladat. A 10 | vizet tartalmazé edénybe literenként 0,3 kg sét tartal-
mazo6 oldat folyik be folyamatosan 2 I/perc sebességgel. Az edénybébelép
folyadék 0szekeveredik a vizzel, és a keverék ugyanolyan sebességgel kifo-
lyik az edénylBl. Mennyi so lesz az edényben 5 perc malva? (Megol@as:
oldal.)

3.23. feladat. A 200 n?® térfogatti szobaba®, 15% CO, gaz van. A ven-
tillator percenként 20 F0,04% CO,-t tartalmazo levedt fij be. Mennyi
id6 mulva csokken a szoba leviggben a CQ mennyisége a harmadara?
(Megoldas:??. oldal.)

3.7.4. Fényelnyelés, lancgdrbe

Alkalmazasokhoz kapcsolodé példaink tobbségébébeti folyamatok sze-
repelnek. Itt olyan alkalmazasokrél szolunk, ahol a fliggetlen valtoz6t nem
id6ként interpretaljuk.

3.16. példa. Vizsgaljuk meg, hogyan valtozik a fény intenzitasa, amint egy
fény intenzitdsat az oldatba valé behatoladigpi behatolastét tavolsag-
banl(x). A fényintenzitds megvéltozasa a kicsipyx+ 9| intervallumon
valé athaladaskor az intervallum hosszaval (ez az ebmggbg vastagsaga),
milyen k € R allandovall (x+ &) — 1 (x) = —klI(x)cd+ €(8)d, ahol szokott
maédonlimge = 0. EbldI az 6sszefliggédbszintén a szokasos moédon kap-
juk, hogy azl fuggvény kielégiti ad’(x) = —kcl(x) differencialegyenletet.
Ennek megoldasa dz0) = o kezdeti feltétel melletk — 1 (x) = loe K, Te-

hat az intenzitas egy vastagsagu rétegen keresztillhaladye) = loe .,
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Ezt az 6sszefliggést logaritmikus alakjaban folirva kapjulirabert—Beer-
torvényt:3 4 In <|E—g)> = kcd. Megjegyzend, hogy az optikai koncentracio-
mérés alapja ez a térvény, amely kis koncentraciok esetében valéban ol irja
le az oldatok fényelnyelését.

3.24. feladat. Milyen alakot vesz fel egy két végén felfliggesztett kdtél sajat
sulyanak hatasara? (Megold&®. oldal.)

3.8. Mathematica az egyszer( tipusok megoldaséanal

Oldjunk meg egy kozvetlendl integralhatd egyenletet, és az eredményt he-
lyettesitsiik is be az eredeti egyenletbe. Az eredményt tiszta fliggvény alak-
jaban akarjuk megkapni, mert sziikségunk lesz majd a derivaltjara is.

egy={y'[x]==Sart[x Sqrt[x Sart[x]]],y[1]==1};
ds=DSolve[egy,y,x][[1]]

{y->(7+8#17(15/8))/15}
Behelyettesitiink az egyenletbe és a kezdeti feltételbe, majd vesszik az ered-
mények logikai konjunkciéjat.
And@ @PowerExpand[egy/.ds]
True

Nem okoz gondot a 64. oldalon kit(izétt, homogén egyenletre vonatkozé
kezdetiérték-probléma sem.
DSolve[{y'[x]==(y[x]+x-2)/(y[x]-x-4),y[1]==1},y[X].X]
{y[x]->4+x-Sqrt[2]Sqrt[5+2x+X"2]}}
Azt magunknak kell észrevenniink, hogy a kapott megoldas az egész szame-
gyenesen értelmezve van.

A generatorfiiggvénnyel megoldott feladatot kdzvetlenil is meg tudjuk
oldani.

<<DiscreteMath*

rs=RSolve[(n+1)x[n+1]==I x[n],x[n],n][[1]]

{x[n]->I"n C[1])/n!}

csol=Solve[Sum[x[n]/.rs,{n,0,Infinity}]==1,C[1]][[1]]
3 Lambert, Johann Heinrich (1728-1777): német fizikus.
4 Beer, August (1825-1863): német fizikus.
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{C1]->e{-1}}
x[n]/.rs/.csol
e{-i}"'n/n!

Prébaljuk megoldani a legegyszeriibbnekétiin
Y () =% +y(x)? (3.50)

RiccatP-féle differencialegyenletet.
ds=DSolve[y'[x]==X"2+y[x]"2,y[X],X];
PowerExpand[FullSimplify[ds]]

{ylx]->
x(-BesselJ[-3/4,x"2/2]+BesselJ[3/4,x°2/2]C[1])/
(BesselJ[1/4,x°2/2]+BesselJ[-1/4,x"2/2]C[1])}}

3.12. megjegyzésGondolkodjunk itt el azon a tényen, hogy habar az elemi
flggvények fogalma pontosan definalhat6, mégis torténetiddipzny; nerj
mondhatjuk, hogy ennek a halmaznak az elemei valamilyeid nedgemati-

kai szempontbdl kitlintetettek lennének. Mivel ma mar példaul az eredmény-
ben szerefl Bessél-féle fliggvényelkdl épp olyan sokat tudunk szimbolikus

és numerikus szempontbdl egyarant, mint a trigonometrikus fliggvéstyekr
teljes joggal belevehetnénk az elemi fliggvények definiciéjanal a kiindula-
sul vett fliiggvények kozé ezeket is. Mindez nem érinti annak az allitasnak
az igazsagat, amely szerint a (3.50) egyenlet megoldasa nem féjéxzlaet
(hagyomanyos értelemben vett) elemi fliggvényekRel [

Az egzakt differencialegyenletek megoldasa hosszu, rutinjellegli szamo-
lasokat igényel. Ezek egy része példaul igy gépedithet
Egzakt[Pval_,Qval_,vars:{x,y}]:=
Module[{p=vars[[1]],g=vars[[2]].fi},

If[D[Pval,q]==D[Qval,p],
(F[u_,v_]=Integrate[Pval, p]+fi[q];
F[u,v}/.DSolve[D[F[p,q].ql==Qval.fi[a],a]l[1]]),
"Az egyenlet nem egzakt."]]
Ezek utan alkalmazzuk a programot a részletesen targyalt példara.

5Riccati, Jacopo Francesco (1676—1754): olasz matematikus.

6 Bessel, Friedrich Wilhelm (1784-1846): német csillagasz, geodéta, geofizikus és mate-
matikus.
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Exact[2uv"3+v"5,3u"2v"2+5uv™4 {u,v}]
u"2v 3+uv'5+C[1]

KORREKTURA 2004. szeptember 27.



