anaaaaaaaaas)u(RIR]MIMIR] (a0 R RN R R AR AR ]l
llllllllllll!!!I:m:lﬂlllllllllnllllll

M UEGYETEM 17 8 2

BUDAPESTI MUSZAKI ES GAZDASAGTUDOMANYI EGYETEM
VILLAMOSMERNOKI ES INFORMATIKAI KAR
MERESTECHNIKA ES INFORMACIOS RENDSZEREK TANSZEK

PETRI-HALON ALAPULO MODELLEK ANALIZISE

ES ALKALMAZASA A REAKCIOKINETIKABAN

Papp David

KONZULENSEK:
Varr6-Gyapay Szilvia
BME VIK, Méréstechnika és Informéaciés Rendszerek Tanszék
Dr. Té6th Janos
BME TTK, Analizis Tanszék (kiils6 konzulens)

2005. jalius 14.



ii



Nyilatkozat

Alulirott, Papp David, a Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem hallga-
toja kijelentem, hogy ezt a diplomatervet meg nem engedett segitség nélkiil, sajat magam
készitettem, és a diplomatervben csak a megadott forrasokat hasznaltam fel. Minden
olyan részt, melyet sz6 szerint, vagy azonos értelemben, de dtfogalmazva mas forrasbol
atvettem, egyértelmtien, a forrds megadasaval jeloltem.

Papp David

iii



Petri-hdlén alapulé modellek analizise

és alkalmazdasa a reakcidokinetikaban

A Petri-hdl6 a hatvanas évek vége 6ta a mérnoki rendszerek modellezésének és anali-
zisének széles korben hasznalt eszkoze, kiillonboz6 valtozatainak szamtalan alkalmazésa
van az informatikdn beliil és kiviil egyardnt. Ennek egyik oka, hogy a vizsgélatukra
kifejlesztett formalis, matematikai elemz6 moddszereken kiviil igen praktikus grafikus
megjelenés is kapcsolddik hozzdjuk, igy szamitégépi modellez6 eszkdzokben a model-
lezést koriilményessé teheté formalizmus megkeriilésével, hatékonyan alkalmazhatok.
A Petri-hdlohoz tartozé grafikus modell reakcidkinetikai rendszerek leirdséra is hasz-
nalhat6, azonban az informatikai vizsgalédasok sordn haszndlt absztrakt, strukturélis
elemz6 moédszerek altaldban nem tiltethetSk at kozvetlentil a reakcidkinetika nyelvére.

Jelen dolgozat célja a Petri-halon alapulé reakcidkinetikai modellek strukttrajanak
és id6beli fejlédésének vizsgalata az informatikai rendszerek analizise sordn alkalmazott
technikak felhasznalasaval és kiegészitésével, valamint az ezen vizsgalatok szamitégépi
tdmogatasdhoz sziikséges reakcidkinetikai programcsomag készitése.

A megoldando strukturdlis problémék tobbsége linearis diofantoszi egyenletrendsze-
rek nemnegativ egészek feletti megolddsainak megkeresésére vezet. A dolgozat ismertet
és Osszehasonlit tobb kordbban publikélt megold6 algoritmust, valamint bemutat egy 4j
algoritmust is, amely nagy megolddsokkal rendelkez6 egyenletek esetében hatékonyabb
az elterjedt algoritmusoknal.

A dolgozat attekinti a Petri-halok dinamikus viselkedésének leirdsdra kidolgozott
modszereket, ezen beliil a sztochasztikus szimulaciét, valamint a Petri-hdl6hoz rendelt
differencidlegyenletek megolddsainak kvalitativ és kvantitativ jellemzésének (els6sorban
diszkrét) matematikai médszereit.

Bemutatja a megszerzett ismeretek felhasznalasaval készitett programot, amely reak-
ciokinetikai vizsgalatok szdmitoégépi tdmogatdsara szolgdl. A programcsomaggal meg-
oldhat¢ feladatok: brutt6 reakcidk felbontdsa elemi reakcidlépésekre, kinetikai differen-
cidlegyenletek felirdsa és megolddsa, a megoldasok kvalitativ jellemzése (azok el6allitdsa

nélkiil), valamint a reakcidk sztochasztikus szimulacidja.
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Analysis of Petri net-based Models
and their Applications in Reaction Kinetics

Petri nets are widely used tools of systems modelling and engineering since the late
sixties; its several variants have countless applications, not only in computer science, but
also in other fields of engineering. Not only they have well-established mathematical
background, but they are also graphically appealing, which makes them easy to be used
efficiently in computer-aided modelling, even without deep knowledge of the formal
theory behind them. Their graphical notation can also be used to describe reaction kine-
tic models, but the translation of the abstract, structural analysis methods of computer
science to the language of reaction kinetics is far from straightforward.

The aim of this thesis is to study the structure and temporal evolution of Petri net-
based reaction kinetic models using (and developing further) the techniques originally
developed during the investigation of engineering models, and to describe and imple-
ment a computer application which supports the investigation of these reaction kinetic
models.

Most of the underlying structural problems lead to the solution of linear Diophan-
tine systems of equations over nonnegative integers. In the thesis several previously
published algorithms are presented and compared to each other, and a new algorithm
is proposed, which is more efficient in solving systems with large solutions than the
previously known methods.

Methods of describing the dynamical behaviour of Petri nets are also reviewed, such
as simulating stochastic Petri nets and identifying the qualitative properties of the so-
lutions of the differential equations which are assigned to Petri nets of reaction kinetic
systems. These methods are primarily based on a discrete mathematical approach.

Finally, a computer program based on the above ideas is presented, which supports
reaction kinetic investigations. The problems which can be solved with the program
include: decomposition of overall reactions into elementary steps, stochastic simulation
of chemical reactions, generation and solution of kinetic differential equations, and the
identification of certain qualitative properties of the solutions (without solving the equa-
tions).



vi



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés

2. Petri-halék
2.1. Jelolések és alapfogalmak . . . ... ... .. .. ... .. ... ...
2.2. Petri-halén alapulé modellek tipusai . . . . .. ... .............
2.3. Petri-hdlok T-ésP-invaridnsai . . . . . . . . . . ... i i i i

2.4. Petri-halok a reakcidkinetikdban . . . . . . . . . ... ... . .

3. Linearis diofantoszi egyenletrendszerek
3.1. Ahomogénegyenletmegolddsa . .. ......... ... ... . .....
3.1.1. Contejean és Devie algoritmusa . . . . .. ... ... .........
3.1.2. Martinez és Silva algoritmusa . . . . . ... ... .. ... ......
3.13. LP-alaptleszamlalas . . . . .. ... .. ... .............
3.2. Fels becslések a minimdlis megolddsok méretére . . . . .. .. ... ...
3.3. Inhomogén egyenletek megolddsa . . . . ... ... ... ..........
3.3.1. Naiv, rekurzivmegoldds . . . . ... ............... ...
3.3.2. Visszavezetés homogénegyenletre . . . . . .. ... ... .. ... ..
3.4. Azalgoritmusok 0sszehasonlitdsa . . . .. ... ... ... ... ...
3.5. Gyorsitas eléfeldolgozdssal . . . . .. ... ... ... oL
3.5.1. Minden megoldédsban szerepl$ vektorok keresése . . . .. ... ..
3.5.2. A megoldasokban nem szerepld vektorok keresése . . . .. .. ..
353. Indexezés . ... ... . ... ...
3.6. A megoldasok nem szisztematikus eléallitasa . . . . . ... ... ... ...
3.7. Alkalmazasipélddk . . . ... ... ... ... L oo

4. Kémiai reakciék CCD és CDS modellje
4.1. A folytonos idejti, folytonos allapotterti, determinisztikus (CCD) modell .

41.1. A modell megoldasainak kvalitativ jellemz&i . . . . ... ... ...

vii

R g O W W

11
14
14
17
19
21
23
23
26
26
28
28
29
29
30
32

35
36



4.2. A folytonos idejti, diszkrét allapotteri, sztochasztikus (CDS) modell

4.2.1. Sztochasztikus szimulacié . . . . . . . . . . . .. . .
43. A CCD ésCDSmodellek kapcsolata . . . . ... ...............

5. A reakcidkinetikai programcsomag

5.1. A program el(’izményei ..

5.2. Formai kovetelmények, altalanos megfontolasok . . . . . . ... ... ...

5.3. Implementaciés kérdések

5.3.1. Adatstruktardk, adattipusok . . .. ... ... ... . 0L,
5.4. A megval6sitott fliggvények . . . . ... ... oo

54.1. Segédfiiggvények .

542. Ki-ésbeviteli fliggvények . . . . ... ... .. oL
5.4.3. Felbontidsokeldallitdsa . . . . . . . . . . . . .. . ... ...
5.4.4. Kvalitativ vizsgalatok . . .. ... ... ... .. .. L.

5.4.5. A kinetikai egyenletek megolddsa . . . . ... ... ... ......

5.4.6. Sztochasztikus szimuldcié . . . . . . . . . . .. . ... ... ... .

6. Alkalmazasi példak

6.1. Elemireakciok meghatdrozdsa . .. ... ... ... ... ..... .. ...

6.2. Brutto reakcidk felbontdsa

7. Osszefoglalas

viii

41
42
44

47
47
49
49
51
52
52
53
54
58
59
60

61
61
63

67



Matematikai jelolések jegyzéke

A vektorokat és méatrixokat félkovér, a skaldrokat normal betfik jelolik. A vektorok kom-

ponensei minden esetben a megfelel alsé indexelt normal bettik.

No a természetes (nemnegativ egész) szdmok halmaza

Z az egész szamok halmaza

Q¢ a nemnegativ raciondlis szamok halmaza

R, Rg a valds, illetve nemnegativ valés szamok halmaza

25 az S halmaz hatvanyhalmaza

S| az S halmaz elemszidma

IIx]|1 azx = (x1,...,xn) " vektor hossza: > Il

I1X]| 00 azx = (x1,...,xn)T vektor maximum norméja: max; |x;|

x|l azx = (x1,...,xn)T vektor euklideszi normdja: (3 I, xf)%

IM]| az M = [m, ;] métrix elemei abszolut értékének dsszege: 3 ; 5 [my |

(v,w) vagy viw

a v és w vektor skaléaris szorzata

v<w a v vektor komponensenként kisebb vagy egyenl6 a w vektornal
vSw v<w,dev#w

I, az n-edrendii egységmatrix

0 vagy O™ az (n dimenziés) nullvektor

e ... em Z™ kanonikus bazisa

8(M) az M matrix oszlopvektorai 4ltal kifeszitett linedris altér

rank M az M matrix rangja

(a)k az a szam k-adik lesz4ll6 faktoridlis hatvanya: H]f:_o] (a—1)

arg min, fy az unimodalis j — f; fiiggvény minimumbhelye (k: fi. = min; f;)
P(A), P(A|B) az A esemény valdszintisége, illetve feltételes valdszintisége
EX az X valoszinfiségi valtoz6 varhat6 értéke

ix






1. fejezet

Bevezetés

A Petri-halé a hatvanas évek vége 6ta a mérnoki rendszerek modellezésének és anali-
zisének széles korben hasznalatos eszkoze. Kiilonb6z6 valtozatait hasznéljak konkurens
vagy elosztott informatikai rendszerek leirdsara és nemdeterminisztikus vagy sztochasz-
tikus rendszerek modellezésére épptigy, mint formdlis logikai kovetkezteté rendszerek
megjelenitésére, illetve kémiai és vegyipari folyamatok leirdsdra. A kiilonféle Petri-halés
modellek kozos elénye, hogy a definidlé formalizmushoz és a halék vizsgalatdhoz sziik-
séges matematikai modszerekhez szemléletes grafikus megjelenés is kapcsolodik, igy
a Petri-hadlok szamitogépes modellezd eszkozokben a modellezést koriilményessé tevo
formalizmus megkeriilésével, hatékonyan alkalmazhatok.

A Petri-hdl6hoz tartozé grafikus modell reakcidkinetikai és vegyipari rendszerek le-
irdsara is hasznélhat6 — utébbi kornyezetben a Petri-halohoz igen hasonlé P-gréafokat
(mds néven processz- vagy folyamatgrafokat) haszndljuk inkdbb —, azonban az informati-
kai vizsgal6dasok sordn haszndlt absztrakt, strukturalis elemzé médszerek nem minden
esetben iiltethet6k 4t kozvetleniil a reakcikinetika nyelvére.

E dolgozat célja a Petri-hdlén alapul6 reakcidkinetikai modellek struktirajanak és id6-
beli fejlddésének vizsgélata az informatikai rendszerek analizise sordn alkalmazott tech-
nikdk felhaszndaldsaval és kiegészitésével, valamint ezen vizsgalatok szamit6gépi tdmo-
gatdsahoz sziikséges reakciokinetikai programcsomag készitése. Megvizsgalom a Petri-

7z

halok invaridnsait el6allité algoritmusokat, és bemutatok egy sajat algoritmust, amely
nagy invaridnsokkal rendelkezd, illetve stir(i halok esetében hatékonyabb az elterjedt al-
goritmusoknal. Attekintem a Petri-halok dinamikus viselkedésének leirasara kidolgozott
modszereket, ezen beliil a sztochasztikus szimuldciét, valamint a Petri-hdl6hoz rendelt
differencidlegyenletek megolddsainak kvalitativ és kvantitativ jellemzésének (els6sorban
diszkrét) matematikai médszereit. Végiil bemutatom a megszerzett ismeretek felhasz-
naldsdval készitett programcsomagot, amely reakcidkinetikai vizsgalatok szdmitégépes

tdmogatasara szolgal.



2 1. FEJEZET. BEVEZETES

A 2. fejezet a Petri-halés modellezés alapfogalmait ismerteti. Bemutatja a Petri-hdl6s
modellek tipusait és ezek alkalmazdsat az informatika és a reakcidkinetika teriiletén.
Ebbél kidertil, hogy a strukturalis kérdések jelent6s része linedris diofantoszi egyenlet-
rendszerek nemnegativ egészek feletti megolddsainak keresésére vezet.

A 3. fejezet ennek a problémdnak a matematikai vizsgalataval foglalkozik, alkalmaza-
sorientalt, algoritmikus megkozelitésben. Kiilonb6z6 Petri-hdlé alosztdlyok esetén haté-
kony algoritmusokat mutat be, amelyeket — a szerz6é tudomasa szerint — ilyen formaban
mindeddig nem foglaltak 0ssze. A fejezet egy 1j algoritmust is tartalmaz, amely reakcio-
kinetikai problémakbdl szarmazé egyenletek megolddsdban gyakran hatékonyabb, mint
a kordbban publikalt algoritmusok.

A 4. fejezet a reakciokinetikai modellek dinamikéjaval kapcsolatos eredményeket mu-
tat be. Ismerteti a kémiai reakciok egy determinisztikus és egy sztochasztikus modelljét,
melyek koziil az utébbi az elméleti szamitastudomdény tertiletérdl ismert sztochasztikus
Petri-hdloval ekvivalens. A fejezetet a sztochasztikus szimulacié médszereinek, valamint
a determinisztikus és sztochasztikus modell kapcsolatat leir6 tételeknek az attekintése
zarja.

Az5. fejezet mutatja be a Mathematiciban megvalésitott dltalanos célt reakcidkinetikai
programcsomagot. A tervezési és implementélési kérdések ismertetése utdn az elkésziilt
program funkcidinak bemutatasa kovetkezik.

A 6. fejezet mar e programcsomaggal elért eredményeket tartalmaz, melyek koziil a
legérdekesebb egy szervetlen reakci6 szdmos felbontdsdnak el6allitasa.

A dolgozat utolso, 7. fejezete az eredmények Osszefoglaldsa; ezenkiviil a diplomater-

vezés kozben megfogalmazddott, de végiil nyitva maradt kérdéseket is ismertet.



2. fejezet
Petri-halok

Ez a fejezet a Petri-halon alapulé modellezés alapjait foglalja 6ssze. Rovid fogalmi atte-
kintés utan ismerteti a Petri-hdlés modellek tipusait és a legfontosabb, a diplomatervben
is érintett strukturalis problémadkat. E feladatok megolddsanak algoritmikus mdédszerei-
vel a 3. fejezet, a modellek dinamikai vizsgalatdval a dolgozat 4. fejezete foglalkozik.

A részletes formalis definicié ismertetése helyett feltételezem, hogy az olvasé ismeri
a Petri-halé fogalmat, ezzel kapcsolatosan a [22] tankonyv elnevezéseit haszndlom; a
legfontosabb fogalmakat azonban vazlatosan itt is dsszefoglalom, illetve egy egyszerti
példén (2.1. dbra) is bemutatom. A reakcidkinetikdban jartas olvasot segitheti a 2.1. téb-
lazat, amely a Petri-hdl6k és formalis kémiai mechanizmusok (vagy Osszetett kémiai

reakciok) kozotti analdgia megvildgitasat szolgalja.

2.1. Jelolések és alapfogalmak

A Petri-halét egy (P, T,w,mg) rendezett négyes reprezentélja, ahol a helyek P halmaza
egy tetsz6leges véges halmaz, T C 2P x 2P az 4tmenetek (vagy tranziciék) halmaza,
w: (PxT)U (T x P) = Np a Petri-halo sulyfiiggvénye, végiil az my € N‘Opl vektor
a halo kezdeti jelolése, ami a Petri-halé automataszerti miikodésének kezdeti allapota.
Miikodése sordn a Petri-halo jel6lése (ami szintén egy Ng) beli vektor!) az dtmenetek tii-
zelései sordn valtozik, a szomszédossdgi matrixdnak (lasd aldbb) megfelelSlen. A jelolés
vektoranak komponenseit a helyekhez tartoz6 tokenek szaménak nevezziik. A Petri-halo

szomszédossagi matrixa a sulyfiiggvény értékeibdl képzett
2P S W= [wy, ] = w(pi, t5) —wit, p)] (e P ET)

matrix, ami megmutatja, hogy az egyes atmenetek tiizelése sordn mennyivel véltozik

a Petri-hdlo jelolése. (A tiizelésr6l még lasd késébb.) Szemléletesebben fogalmazva: a

! Id6nként kényelmesebb, ezért szokas a jelolést egy P — Ny fliggvényként is definialni.



4 2. FEJEZET. PETRI-HALOK

jelolés nélkiili Petri-haléra, mint diszkrét struktidrdra tekinthetiink gy, mint egy iré-
nyitott paros grafra, melynek két pontosztilya a helyek illetve az dtmenetek halmaza,
szomszédossagi matrixa pedig a W matrix. Ez a kép azonban semmit nem mond a Petri-
hal6 automataszer(i miikodésérsl. Egy dtmenet tiizelésekor a tokenek az dtmenet felé mu-
tato, illetve az dtmenetbdl indul6 éleken keresztiil vandorolnak egyik helyrél a masikra,
ttinnek el, illetve jelennek meg. A szomszédossagi matrixot szokds két matrix kiilonbsé-
geként is definidlni, a W-szal és W™ -szal jelolt matrixok rendre a w(pi, tj) és w(tj, pi)
sulyfiiggvény-értékekbdl 4116 métrixok.

Grafikusan a Petri-hdlok helyeit korokkel, az dtmeneteket vastag, egyenes szakasszal
abrazoljuk, a sulyfiiggvény értékeit a megfelel6 dtmenet és hely kozott futé nyil mellé
irjuk. (Az alapértelmezett egységnyi stilyt azonban altalaban nem tiintetjiik fel.) A toke-
neket a korokbe rajzolt fekete pottyokkel, vagy — sok token esetén — a helyet jelols korbe
irt szimmal jelezziik.

Példa Egy Petri-hal6t mutata 2.1. dbra. Ot helye és négy dtmenete van, a szomszédossagi

matrixa:
-1 0 0 0
1 =2 0 0
W=| 0 1 o1,
-2 1 =3 1
o o0 3 -1

2.1. bra. Petri-hal6 rajza egy lehetséges kezdeti jeloléssel
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A grafikus jel6lés és a formalizmus is mutatja, hogy a Petri-halok fogalma kozel 4ll a
vegyipari folyamatok modellezésére hasznalt P-grafok (process graphs), és ezen keresztiil
a folyamathal6zat-szintézis (PNS) fogalmahoz. A leglényegesebb kiilonbség a P-grafok és
a Petri-halok kozott, hogy a P-grafok jelolése folytonos, a Petri-hdlok diszkrét jelolésének
megfelel6 fogalomra a PNS feladatdban nincs sziikség [10,11].

A Petri-hal¢ tekinthet6 egy nemdeterminisztikus véges automaténak is, eltekintve at-
t6l, hogy az automataelméletben szokasos automataktol eltérden a Petri-hal6é nem végez
szamitédsi feladatot, és nincsenek megkiilonboztetett elfogad6 vagy elutasité allapotai.
Egy Petri-hal6val leirt rendszer m{ikodését a tiizelési sorozatok irjdk le, az dtmenetek tii-
zelése felel meg az automata dllapotvaltasainak. Egy dtmenet engedélyezett, ha minden
bemend helyén legaldbb annyi token van, mint amennyi a bemend helyt6l az dtmenethez

pava

vezetd él silya. Egy engedélyezett &tmenet tiizelése soran minden bemend helyrél elve-
sziink az dtmenethez vezetd él stlyaval egyez6 szamu tokent, és minden kimend helyre
az odavezet6 él sulyaval egyez6 szamu tokent helyeziink az esetleg mar ott taldlhato
tokenek mellé. Egyszerre csak egy engedélyezett &tmenet tiizelhet, nincsen el6iras arra,
melyik tiizeljen, ha tobb lehetdség is van. Tiizelések egy sorozata soran a tokenszam-
ban bekovetkezd véltozast a hal6é dllapotegyenlete irja le, amely a kovetkezéképpen
definialhat6. Az n darab dtmenetet tartalmazé Petri-halé egy tiizelési sorozatdhoz egy
o = (07,02,...,0n)7 vektort rendelhetiink, ahol o mutatja, hogy az i-edik dtmenet
hanyszor tiizel a sorozatban. Ha a tiizelési sorozat el6tti jelolés my, akkor a tiizelési
sorozat utdni jelolés:

my; =mp+ Wo. (2.1)

Az elébbi példdban t; az egyetlen engedélyezett dtmenet, minden tiizelési sorozat
ennek a tiizelésével kezddik. A t; dtmenet tiizelése utan az uj jelslés (1,2,0,0,0)T lesz,
amivel a t; 4tmenet is engedélyezetté valik.

2.2. Petri-hdlén alapulé modellek tipusai

Informatikai rendszerek modellezése sordn kulcskérdés a megalkotott modell helyes-
ségének vizsgdlata. A helyesen m{ikod rendszer sajatossaga, hogy allapottere a kez-
deti jelolés fiiggvényében csak korldtozottan valtozhat. Az allapottér elérhet6 dllapotaira
vonatkoz6, megmaradé mennyiségek formajaban kifejezheté korlatok a hélé invaridns
mennyiségei. Ezek keresése sordn a valos iddbeli miikodést nem vizsgaljuk, csupan azt,
hogy a Petri-hdl6 dtmeneteinek tiizelése sordn hogyan véltozhat a hélo jelolése (toke-
neloszldsa). Csak a Petri-hal6 (diszkrét) struktardjara koncentrdlunk, sem a jelolésnek,
sem a tiizelések nemdeterminisztikus jellegének nincsen jelent6sége. Ilyenkor tehat egy
diszkrét idejil, diszkrét dllapotterti, determinisztikus modellt vizsgélunk, jellemz&en kombina-

torikai és linedris algebrai eszkozokkel.
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Kémiai rendszerek modellezésekor a rendszer kvalitativ és kvantitativ vizsgélata a
célunk. A kvantitativ jellemzéshez a kémiai folyamatban résztvevé anyagok mennyi-
ségének iddbeli véltozasat kell leirnunk a Petri-haléhoz rendelt differencidlegyenletek
megoldasaval. Sok esetben kézenfekvd, hogy a kémiai reakcidban résztvevé anyagok
mennyiségét folytonosnak tekinthetjiik, igy a kvantitativ vizsgélat soran folytonos idejii,
folytonos dllapotteril, determinisztikus modellben dolgozunk.

Mind az informatikai, mind pedig a kémiai modellezésben fontos szerepiik van a szto-
chasztikus modelleknek, melyeket id6zitett &tmenetekkel is rendelkez6 sztochasztikus Petri-
halokkal irhatunk le. Informatikai rendszerek modellezésénél rendszerint ilyen halok szi-
muldciéjaval vizsgaljuk a rendszer hosszi tavi viselkedését, példaul hibat{ird rendszerek
rendelkezésredllasanak szamitdsakor. (Kozismert, hogy kiilonféle alkatrészek kovetkezd
meghibdsodasanak ideje j61 modellezhetd exponencidlis eloszlast valészintiségi valtozo-
val.) Kémiai rendszerek esetén a diszkrét dllapotterti modellek alkalmazhatésagéra j6
példa a sejten beliili folyamatok modellezése, ahol egyes résztvevd enzimek moleku-
lainak szdma legfeljebb tizes nagysdgrendi. Tovébbi, a kémiai reakcidk sztochasztikus
modellje mellett sz616 érveket ismertet pl. [3, 3. fejezet]. Ilyen esetekben tehat egy folytonos
idejti, diszkrét dllapotterti, sztochasztikus modellt vizsgalunk.

A kvalitativ reakcidkinetikai vizsgalatok sordn szdmos probléma motivalja a , termé-
szetes” folytonos idejti modellek mellett a teljesen diszkrét modellek vizsgalatat (ez nem
Osszekeverendd az el6z6 bekezdésben emlitett diszkrét dllapotter(i sztochasztikus mo-
dellel); els6sorban az, hogy a kémiai folyamatokhoz rendelt differencidlegyenletek meg-
oldésa altaldban szimbolikusan és numerikusan is igen nehéz. Ezért kiilonosen fontosak a
folyamat kvalitativ jellemzését szolgal6 eljardsok, melyek sordn a keresett koncentrdcié—
id6 fliiggvények meghatarozasa nélkiil allapitjuk meg a megoldésok jellegzetes tulajdon-
sdgait (egyértelmiiség, nemnegativitds, periodicitds stb). Vegyipari folyamatok tervezé-
sénél a lehetséges reakcioutak kivalasztésa, illetve optimalizaldsa vezet el a Petri-hal6-
analizishez igen hasonl6 folyamathalézat-szintézis feladatdhoz, amelyet szintén tisztan
kombinatorikai médszerekkel szokds vizsgdlni [10, 11]. Ezért a felsorolt modellek kap-
csolatanak is igen kiterjedt irodalma van [8,33]. Az informatikai médszerek kutatéi ezzel
szemben csak a kilencvenes évektdl kezdve foglalkoznak a folytonos idejti modellekkel
(ilyenek példaul a hibrid Petri-halok vagy a fluid sztochasztikus Petri-halék a formalis
modellellendrzésben), ezen vizsgdlatok célja és eszkozei — a halokhoz rendelt differencia-
legyenletek eltérd jellege miatt — teljesen kiilénboznek a reakcidkinetikai vizsgalatokétol.
A kémiai vizsgalatok sordn évtizedek 6ta hasznélt formalizmus informatikai alkalmaza-

sdnak lehet6sége csak az utébbi években bukkant fel az irodalomban [12,23].
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2.3. Petri-halok T- és P-invaridnsai

Barmilyen rendszert is modelleziink, a strukturalis vizsgédlatok alapvet6 eszkoze a rend-
szer miikddése sordn megmarad6 mennyiségek keresése. A Petri-hél6 dllapotterének el-
érhet6 allapotaira vonatkoz6, megmarad6 mennyiségek formdjaban kifejezhet6 korlato-
kat a hél6 invaridns tulajdonsdgainak nevezziik. Ezek koziil a két legalapvetSbb a T- és a
P-invaridns.

Egy ciklikus miikodésti, Petri-haloval leirt rendszert az jellemez, hogy a miikodése
sordn bizonyos dtmenetek tiizelése utan visszaall az eredeti (azaz a tiizelési sorozat vég-
rehajtasa el6tti) dllapot, minden helyen ugyanannyi token talalhaté, mint kezdetben. For-
malisan, a (2.1) dllapotegyenletbdl az ilyen tulajdonsdgu tiizelési sorozatokra, illetve a
hozzajuk rendelt o vektorokra

Wo = 0.

Az ezt az egyenletet kielégit6 o # 0 vektorokat a Petri-hal6 T-invariansainak nevezziik.
(A T betti a transition sz6 kezd6betije.) Informatikai rendszerekben &ltalaban az er&for-
rasok modellezése vezet el a Petri-halé P-invaridnsdnak fogalmédhoz. (A helyek — place -
angol megnevezésébdl.) Ez a helyek egy olyan nemdires részhalmazéanak felel meg, ahol
a tokenek stlyozott 6sszege a hdlé miikodése sordn (tetszbleges tiizelési sorozat esetén)
alland6. Az egyes helyekhez az el¢bbi stlyt rendelve egy p dimenzids vektort kapunk.
Konnyen lathat6, hogy az igy kapott p vektorok kielégitik a

Wip=0

egyenl6séget. Ezuttal is kikotjiik, hogy p # 0 legyen. A fogalmak reakcidkinetikai értel-
mezését ldsd a 2.4. szakaszban.

Példa A 2.1. bréan lathat6 Petri-halé egyetlen T-invaridnsa a (0,0, 1,3)T vektor. Az ab-
rardl is azonnal leolvashatd, hogy barmilyen jelolés esetén ha a t3 és a t4 dtmenetek
tetsz6leges sorrendben egyszer, illetve haromszor tiizelnek, visszakapjuk a négy ttizelést
megel6z6 jelolést. (Feltételezve, hogy a tiizelési sorozat minden 1épésében engedélyezve
van az éppen sorra keriil dtmenet.)

A Petri-halonak két fiiggetlen P-invaridnsa is van, ezek a (0,2, 3,1, 1 )Tés (1,1,2,0,0)T
vektorok. Ezek az dbran is konnyen ellendrizhetek, példdul a p1, p2, p3 helyeken 1év6
tokenek szamanak az 1,1, 2 sulyokkal képzett 0sszege valoban mind a négy atmenet

tiizelése soran véaltozatlan marad.

Mindkét invaridnsszdmitdsi feladat tehat homogén, lineéris, egész egyiitthatos egyen-
letrendszerek megolddsaként formalizdlhaté (az egyenletrendszer matrixa a Petri-halo

Z X

szomszédossagi matrixa, vagy annak transzponaltja), azonban eltér6 fogalmakat kapha-

2.2

tunk, ha eltérd halmaz feletti megoldasokat keresiink [22, 2.11.3 szakasz]. Minthogy az
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atmenetek nemnegativ egész szdmszor tiizelhetnek, kozvetlen gyakorlati, kombinatori-
kai jelentést a (2.1) allapotegyenlet nemnegativ egészek feletti megoldédsainak tulajdonit-
hatunk. A feladatunk matematikai megfogalmazasban tehat homogén linedris diofantoszi
egyenletrendszerek megolddsa a természetes szdmok felett.

Kénnyen lathat6, hogy ha egyéltalan van megoldas, akkor végtelen sok van, ezért
jellemz&en a megoldasok egy véges generdtorit keressiik, maskor sziikség lehet minden
megoldés felsoroldsdra egy bizonyos korlatig. A generadtorok koziil a < reldcidra nézove
minimdlis megoldasok, valamint a minimdlis tartéjii megoldédsok vizsgélata szokdasos. (Egy
v vektor tartéjanak az {i | vi # 0} halmazt nevezziik.) A dolgozat mindegyik feladat
megolddsara ismertet algoritmust. A 3. fejezet az ezekkel kapcsolatos irodalmi attekintést

és a sajat eredményeimet is tartalmazza.

2.4. Petri-halok a reakcidkinetikaban

Az el6z6 alfejezetben definidlt invariansoknak kémiai jelentésiik is van. Hasonl6 felada-
tokra vezet ezenkiviil a reakcidk felbontdsdnak feladata is. Ezeket a feladatokat ismerteti
ez az alfejezet.

A kémiai mechanizmusok is j6l modellezhet6k Petri-hdlokkal. Az egyes anyagfaj-
tdknak helyeket, a reakciéknak dtmeneteket feleltetiink meg. A sulyfiiggvény megmu-
tatja, az egyes anyagfajtdkbol mennyi fogy, illetve termel6dik a reakciokban. A Petri-
hal6 szomszédossagi matrixat reakcidkinetikai szovegkornyezetben is szokds két matrix
kiilonbségeként definidlni: a szokdsosan x-val jelolt matrix tartalmazza a helyekt&l dtme-
netek felé mutat6 élek sulyéat (ez mutatja, mennyi anyag fogy a reakciékban), mig a 3
matrix az atmenetektdl a helyek felé mend élek stilyaibol 4ll (ez a reakciokban termel6d6
anyagok mennyiségét mutatja). Az ezekbdl kaphat6 y := 3 — o« métrix, a sztochiometriai
egyiitthaték métrixa, azonos a kordbbiakban W-vel jelolt szomszédossdgi matrixszal.

A T-invaridnsok a reakciokhoz rendelnek nemnegativ egész egytitthatékat gy, hogy
a reakciok ezen egyiitthatékkal sulyozott ered&je zérus. Tehat a T-invaridnsok a kémiai
mechanizmus korfolyamatainak felelnek meg. A P-invaridnsok az anyagokhoz rendelnek
salyt tgy, hogy minden reakci6 két oldalédn talalhat6 anyagok dsszstilya egyenld. Tehét a
P-invaridnsok léte a tomegmegmaraddsnak felel meg.

Kémiai reakciok modellezésekor felmertils tovabbi alapfeladat a brutto reakcick felbon-
tdsinak feladata, melynek sordn azt kell meghatdroznunk, hogy egy tetszdleges reakci6
— ez az un. brutté reakcié — milyen elemi lépések sorozataként hajtédhat végre. Egy
reakcidlépés elemi, ha legfeljebb két atom, molekula stb. vesz benne részt. Ezt a definiciot
az indokolja, hogy ahhoz, hogy egy reakcié végbemenjen, a résztvevé részecskéknek
térben és id6ben taldlkozniuk kell, hdrom anyag taldlkozasanak a val6szintisége azonban

gyakorlatilag zérus. Ha adva vannak az elemi 1épések, akkor ezek hdl6zata modellezhett
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egyetlen Petri-hdl6val, a feladatunk pedig az, hogy ebben a Petri-haléban olyan atme-
neteket keressiink, melyek hatdsdnak eredgje a felbontand6 brutté reakciéonak megfe-
lel6. Pontosabban fogalmazva, m anyagfajta esetén minden reakciéhoz egy m dimenziés
vektort rendelhetiink, amelynek i-edik komponense (1 < i < m) megmutatja, hogy az
i-edik anyagfajtdb6l mennyi fogy, illetve termel6dik az adott reakcidban. (Ez tehat az
elemi reakciok esetén nem mds, mint a y matrix i-edik oszlopvektora, a brutt6 reakcié
esetén egy tovabbi vektor.) A feladatunk a brutt6 reakciéhoz rendelt vektor el6allitasa a
v métrix oszlopvektorainak nemnegativ egész egyiitthatos linedris kombindcidjaként az
Osszes lehetséges modon, azaz egy inhomogén linedris diofantoszi egyenletrendszer megolddsa
a természetes szdmok felett.

Az el6z6 feladatban adva voltak az elemi reakci6lépések, de ez nem sziikségképpen
van igy. Ha csak a brutté reakcidéban esetleg résztvevé anyagok ismertek, az elemi re-
akciolépéseket algoritmikusan is el6allithatjuk, figyelembe véve az atom- és toltésmeg-
maradds torvényét, melyek szerint egy reakci6 két oldaldn minden atombdl ugyanannyi
szerepel, és a toltések Osszege is megegyezik. Ez a kovetkez6képpen formalizalhat6: ha
a résztvevd anyagokat dsszesen k-féle atom épiti fel, igy minden anyaghoz egy (k + 1)
dimenziés vektort rendelhetiink, amelynek i-edik komponense (1 < i < k) megmutatja,
hogy az i-edik atombdl mennyi taldlhaté az anyagban, az utols6 komponens pedig a
toltés (elemi toltés egységben kifejezve). Az atom- és toltésmegmaradds torvénye sze-
rint egy reakci6 két oldalan talalhat6 anyagok vektorainak a reakciobéli egytitthatoikkal
sulyozott 0sszege egyenls. Ezt Osszevetve az elemi reakcidk elébbi definicidjaval (mely
szerint legfeljebb két anyag lehet a reakcidegyenlet bal oldalan) a feladatunk az, hogy
allitsuk elé minden anyag vektorat, azok kétszeresét, tovabba barmely két anyag vek-
toranak O0sszegét a tobbi anyag vektordnak nemnegativ egész egyiitthatds linedris kom-
bindcidjaként. Ez ismét inhomogén linedris diofantoszi egyenletrendszerek megoldasat
jelenti a természetes szdmok felett.

A két utols6 feladat matematikai modellje az el6bbiek alapjan teljesen azonos, a fel-

Z X 2 X

adatokbol ad6dé egyenletek eltérd jellege miatt a megoldasuk mégis eltérd modszere-
ket igényel. Az elemi reakcidk el6allitdsa sordn sok kisebb egyenlet megolddsara van
sziikség, melyek mindig véges sok megoldéssal birnak, rdadéasul ezek a megoldasok elég
rovidek, azaz a komponenseik ¢sszege elég kicsiny. Ezek a tulajdonsdgok nagyon jol
kihasznalhatok, ilyen algoritmusokat ismertet a 3.1.1. és a 3.3.1. szakasz. A brutté re-
akci6 elemi lépésekre bontasa sordn mindezek a tulajdonségok elvesznek. Egyetlen nagy
méret(i egyenletrendszert kell megoldanunk (a valtozok és az egyenletek szama szazas
vagy akar ezres nagysagrendi is lehet), amelynek gyakran végtelen sok megoldédsa van
(ilyenkor minimalis megoldasokat keresiink), és a legkisebb megolddsok mérete altala-
ban jéval meghaladja az elemi reakciok el6allitdsanak feladataban kaphaté megoldédsok

méretét.
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PN terminolégia kémiai interpretacié matematikai fogalom
halo Osszetett kémiai reakcio, irdnyftott paros graf
kémiai mechanizmus
helyek anyagfajtak P pontosztély
atmenetek reakcidlépések T pontosztaly
bemend hely reaktdns —
kimend hely termék —
jelolés anyagmennyiségek M : P — Ny fiiggvény
token molekula M értékei
salyfiggvény — élek multiplicitdsa
szomszédossagi matrix sztochiometriai szomszédossagi matrix
egytitthatok matrixa
— reakciésebesség w:T — R figgvény
engedélyezett dtmenet potencidlisan bekovetkezd _
reakci6lépés
tiizelés reakci6lépés bekovetkezése —

2.1. tdblazat. Sz6tar Petri-halds modellek értelmezéséhez

A dolgozatban mind az informatikai, mind a reakcidkinetikai alkalmazasokat szem
el6tt tartva vizsgdlom a Petri-hdlok analizisének moédszereit. Mivel az egyes teriileteken
érdekes feladatoknak nem minden esetben létezik természetes analogonja a masik teriile-
ten, mindig a vizsgélt teriilet terminolégidjat, vagy a megfelel6 matematikai fogalmakat
hasznalom. Az érintett tudomanyteriiletek kozotti valtast el6segitends az Osszetartozo

fogalmakat, megnevezéseket tabldzatosan is sszefoglaltam (2.1. tdblazat).



3. fejezet

Linearis diofantoszi
egyenletrendszerek megoldasa

természetes szamok felett

Az el8z6 fejezetben irottak alapjan a Petri-hdlék invaridnsainak keresése, a brutt6 reak-
ciok felbontédsa elemi reakcidlépésekre, illetve a megadott anyagfajtak kozott végbemend
elemi reakcidlépések el6dllitdsa egyarant linedris diofantoszi egyenletrendszerek nemne-
gativ egész szamok feletti megoldasara vezet6 feladat. E problémdak mégis igen kiilon-
boz6k: a homogén és az inhomogén egyenletrendszer megoldésa; az 6sszes megoldds, a
minimalis megoldasok, illetve a minimalis tart6ji megoldasok keresése egyardnt szerepel
a megoldand¢ feladatok kozott. Ez a fejezet ezt a problémacsaladot jarja kortil, az iro-
dalmi attekintés mellett kordbban publikalt algoritmusok kiegészitéseit, illetve egy sajat
algoritmust is tartalmaz. A fejezetet alkalmazdsi példak ismertetése zarja. Formalisan a
kovetkez6 a feladatunk.

Feladat. Legyen adva az egészekbdl 4ll6 b € Z4 felbontandé vektor, tovébbd a particio-
nélé vektorok egy {vy, vy, ..., vy} halmaza, v; € 74. Keressiik mindazokat az («1, &2, . . .,

on) € Niy természetes szam n-eseket, amelyekre
n
Z xXiVi = b. (31)
i=1

A vizsgalt feladat szemléletesen szoros rokonsdgban all a lddapakolds, részhalmaz-
Osszeg problémdjaval és mas hasonlé problémakkal [25], igy nem vérhatjuk, hogy a meg-
olddsara gyors algoritmusttaldlunk. A teljesség kedvéért pontosan is kimondjuk és bizo-

nyitjuk a feladat bonyolultsagara vonatkozé tételt.

11
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3.1. tétel A linedris diofantoszi egyenletrendszerek nemnegativ egészek feletti megoldhatdsdgd-

nak eldontése NP-nehéz.

B1ZONYITAS Megadunk egy Karp-redukciot (polinomidejii visszavezetést) a kozismer-
ten NP-teljes részhalmazosszeg (RH) problémdrdl [25, 8.7. alfejezet] a vizsgélt (LDE)
problémara. Legyen RH egy példanya (s1,...,sn;b), ahol tehdt egy olyan I C {1,..., 1}

indexhalmazt kerestink, amelyre ) . ;si = b teljesiil. Képezziik ebbsl LDE egy példa-

iel
nyat a kovetkez modon: az egyenletrendszer matrixa legyen az (n+1) x (2n) dimenziés

matrix, ennek oszlopvektorai a particiondlé vektorok. A felbontand6 vektor legyen az
(n+1)-dimenziés (b, 1,...,1)T vektor. Azonnal lithaté, hogy ennek az egyenletrendszer-
nek minden nemnegativ egészek feletti megolddasa csak 0 és 1 értékii komponensekbol
allhat, mégpedig tgy, hogy az i-edik (1 < i < n) vektor egyiitthat6ja pontosan akkor 1,
ha az (i + n)-edik vektoré zérus. Az egyenletrendszer els6 egyenletébdl ezek utdn az is
vilagosan latszik, hogy az RH feladatnak pontosan akkor megoldéasa egy I indexhalmaz,
ha a hozzarendelt LDE problémapéldanynak megoldédsa az a vektor, amelyet I karak-
terisztikus vektordnak, illetve annak komplemensének egymds utan ftizésével kapunk.
Tehat az RH<LDE Karp-redukciénk helyes, igy az LDE probléma az RH-hoz hasonléan
NP-nehéz. ]

A megoldasok felsoroldsa exponencialis tairkomplexitasa feladat, mert csupan a mi-
nimalis tart6ji megolddsok szdma is exponencidlisan nagy lehet az egyenletrendszer
méretéhez képest [20]. Tekintsiink példdul egy homogén egyenletet, melynek egyetlen
minimalis (és egyben minimélis tart6ji) megolddsa az (x1, x2,...,xn) = (1,...,1) vek-
tor. Az egyenletben minden v; megkett6zésével egy tovdbbra is n egyenletb6l 4116, de mar
2n véltozos egyenletrendszert kapunk, melynek 2™ minimdlis tart6ji megoldadsa van. A
konstrukciét szemlélteti a 3.1. dbra. Ezen egy olyan Petri-hdl6 lathat6, melynek 2n szdmu
helye, n atmenete és 4n éle van, mig minimalis tartéja P-invaridnsainak szama 2™.

A diofantoszi egyenletekkel foglalkoz6 irodalom a linedris egyenletrendszerekkel csu-
pan a magasabbfoku egyenletek megolddsdnak segédeszkozként foglakozik, az Osszes
nemnegativ megoldés elbéllitdsanak hatékony moédszereirl azonban a nagyobb Ossze-
foglalé mtivekben [27,34] sem olvashatunk. Val6jaban a megoldhat6sag kérdése (illetve a
megoldasok algebrai jellemzése) is igen nehéz [18]. A Maple matematikai programcsomag

sem tartalmaz olyan fiiggvényt, amivel a megoldasok el6allithatok. A Mathematica lega-
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3.1. dbra. Exponencialis szdma minimalis tart6ja P-invaridnssal rendelkez6 Petri-halo

jabb (5-0s) verzidja mdr igen, azonban ez sem elég hatékony nagy egyenletrendszerek
kezeléséhez. (A Mathematica ltal alkalmazott algoritmusrél 1asd a 3.1.1. szakaszt.)

Homogén egyenletrendszerek esetén ha van megoldas, akkor végtelen sok van. Ilyen-
kor a megoldésok felsoroldsanak igénye értelmetlen, de bizonyos alkalmazésok esetén
hasznos lehet az 6sszes megoldés felsoroldsa egy bizonyos méretkorlétig. Ilyen korlatozé
feltétel reakcidkinetikai feladatok megolddsanal is adédhat, példaul ha egy brutté reakcié
végtelen sok felbontdsa koziil csak korlatos szamu 1épésbdl allokat kerestink. Maskor a
megoldasok egy ,érdekes” részhalmazat keressiik; szokdsosan a < reldciéra nézve mi-
nimalis, vagy a minimadlis tart6ji megoldasok halmazat. A minimaélis megolddsoknak
kémiai jelentést is tulajdonithatunk: ezek a kort (azaz zéré ereddjii 1épéssorozatot) nem
tartalmazo felbontasok.

A kovetkez6 segédtételek [7,20,24] mutatjdk, hogy a feladatunk igy is értelmes, va-
lamint hogy az emlitett ,bazisok” valéban véges médon reprezentéljdk az 6sszes megol-
dast.

3.2.lemma Ha a (3.1) egyenletrendszer homogén, azaz b = 0, akkor a megolddsaira teljesiilnek
az aldbbiak.
1. A minimdlis megolddsok szdma véges.
2. A megolddsok szdma akkor és csak akkor véges, ha minden megoldds minimdlis.
3. Minden megoldds elodll minimdlis megolddsok nemnegativ egyiitthatds linedris kombindci-
jakeént, specidlisan nemnegativ egész, illetve konvex kombindcidként is.
4. Minden minimdlis megoldds (és igy minden megoldds) el6dll minimdlis tartéjii megolddsok

nemnegativ egyiitthatés linedris kombindcidjaként.

Erdemes megjegyezni, hogy az elsé két 4llitds inhomogén egyenletrendszerekre is
teljesiil, tehat 4ltaldban is értelmes feladat a megoldédsok helyett csupan a minimalis meg-
oldédsokat keresntink.
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3.1. A homogén egyenlet megoldasa

Ebben az alfejezetben az invariansok meghatarozdsakor megoldand6 homogén egyenlet-
rendszereket megoldé algoritmusok olvashatdk, formalisan tehdt a megoldandé egyen-
let:

n
D ovi =0, (3.2)
i=1

amelynek most csak a nullvektortél kiilonboz6 megoldasait keressiik. A nullvektort nem
tekintjiik semmilyen Petri-hal6é T- vagy P-invaridnsdnak, ezenkiviil a minimélis, illetve
minimalis tart6ji megolddsok értelmezése is igy teljes.

Els6ként a szakirodalomban leggyakrabban hivatkozott Contejean—-Devie-algoritmust
és egy kiegészitését mutatom be, amely (3.2) minimalis megoldasait adja meg. Ezutdn a
minimalis tart6ja megolddsokat el6allité Martinez-Silva-algoritmus ismertetése kovetke-
zik, amely az invaridnsok kiszamitdsdnak masik gyakran alkalmazott médszere. Mind-
két algoritmus adaptalhaté inhomogén egyenletrendszerekre is. Végiil egy sajét algorit-
must mutatok be, amely minden hosszkorldtos megolddst megad, és médositds nélkiil
alkalmazhat6 inhomogén egyenletrendszerek esetén is. (Inhomogén egyenletrendszerek
esetén még hosszkorldtra sincs sziikség, ha véges sok megoldas van.)

A minimadlis megolddsok méretének becslésével kapcsolatos eredményeket a 3.2. al-

fejezet foglalja 0ssze, az inhomogén egyenletekkel pedig a 3.3. alfejezet foglalkozik.

3.1.1. Contejean és Devie algoritmusa

Ebben a szakaszban Contejean és Devie algoritmusét [6] és annak egy édltalam javasolt
javitasat [21] mutatom be. Ez az algoritmus, amely a homogén egyenletrendszer mini-
malis megolddsait sorolja fel, az irodalomban a linedris diofantoszi egyenletrendszerek
nemnegativ egészek feletti megoldasanak legtobbet idézett algoritmusa. Ezen alapul a
Mathematica 5.0 verzidjanak megoldodrutinja is [35], de az implementaci6 részletei nem
nyilvanosak.

Ahogy az inhomogén egyenletrendszer megoldésait el64llité naiv algoritmus (lasd
a 3.3.1. szakaszban) felfoghat6 tigy, mint a keresési tér mélységi bejardsa, a Contejean—
Devie-algoritmus a szélességi keresés (breadth-first search, BFS) 6tletes médositasanak te-
kinthetd, amely nem csak gyorsabb és tarhatékonyabb, mint az eredeti BFS eljaras, hanem
garantaltan be is fejez6dik. A homogén egyenletrendszer megoldésait el6allité BFS eljaras
alapvéltozata a 3.1. algoritmus.

Az eljaras miikodési elve, hogy az origébdl kiindulva egyesével noveljiik az éppen

vizsgalt vektor koordinatdit. Ha megoldast kaptunk, akkor azt megjegyezziik, és a meg-
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3.1. algoritmus: A (3.2) egyenlet megoldésa szélességi kereséssel

Bemenet: vi,v),..., v

Kimenet: A (3.2) egyenletet kielégit6 (o1, «2, ..., an) vektorok.
1A—{0"Y,M«0;
2 A—{a+e®|acA 1<k<n} // BFS lépés
3 M« MU{a € A | a megoldésa (3.2)-nek}; // 1j megoldasok
1 A—A\{a|ImeM:m< a}; // rossz agak levagéasa
5 Ha A = (), megallunk, a megolddshalmaz M. Kiilénben ugorjunk a 2. 1épésre.

oldasvektorbdl nem lépiink tovabb. Hasonléan levagjuk a keresési fa minden olyan 4gét,
amely egy mér megtalalt megoldasndl komponensenként nagyobb vagy egyenl vekto-
rok felé vezet, igy garantdltan csak minimalis megolddsokat kapunk. Az eljards az M
halmazban gyfijti a minimalis megolddsokat, az A halmazban a keresési fa még megvizs-
géalando pontjai talalhatok.

Kénnyen meggondolhat6, hogy az eljards minden minimadlis megoldast megtalal, de
nem biztos, hogy véges sok lépésben befejez6dik. Ennek orvosldsara a [6] publikacidban
javasolt médositas a kovetkezé: a 2. 1épésben az a vektort csak akkor noveljiik e¥-val, ha
a ()L, ajvi, vi) skaldrszorzat negativ; szemléletesen: az eljaras mindig ugy 1ép tovébb,
hogy a megoldasvektor-jeldltet a megoldand6 (3.2) egyenlet bal oldaldba helyettesitve
kaphato linedris kombindacié a vektor k-adik komponensének novelésével ,az origo ira-

nydban” véltozzon. Tehat a Contejean-Devie-algoritmus 2. 1épése a kdvetkezd:

3.2. algoritmus: A Contejean—Devie-algoritmus

1 Azonos a 3.1. algoritmussal, kivéve annak 2. 1épését, amely most:
2 Ac{at+e™laecA 1 <k<n (31, avi, vi) <0 // 4j BFS lépés

Konnyen belathatd, hogy az eljarés igy is teljes, a [6] cikk {6 eredménye, hogy igy mér
véges sok lépésben be is fejez6dik, tehat az algoritmus valéban helyes és teljes is.

Az algoritmus tovabbi elényos tulajdonsdga, hogy rendkiviil tdrhatékonyan is imp-
lementalhat6 annak ellenére, hogy nem mélységi, hanem szélességi keresésen alapul: az
A halmaz, melyben a részeredményeket gyfijtjiik, egy n mélységii veremként is megva-
16sithatd, azaz hatékony implementécié esetén n-nél tobb részeredmény taroldsira nincs
sziikség.

Ha a minimaélis megoldadsok hosszara fels6 korldtunk is van, az A halmazba nem kell
ennél hosszabb vektorokat tenniink. (Emlékeztet6iil, a vektorok hosszén a dolgozatban
a komponensek abszolut értékeinek dsszegét értjiik, nem az euklideszi normajat.) On-
all6 eredményem, hogy az eljards ebben az esetben tovabb javithat6, hogy még jobban

csokkenjen a sziikséges 1épések szama.
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3.3. tétel A (3.2) egyenlet legfeljebb m hossziisdgui minimdlis megolddsait a Contejean—Devie-
algoritmus kovetkez0 modositdsdval is megkapjuk: a 2. lépésben csak azokat az a € A vektorokat
noveljiik e ¥-val, amelyekre m > |||, és

- | 2 awvil|?
1 Givi
<g aivi, vk> < 1_ H(lH] < 0. (33)

BIZONYITAS A moédositott algoritmus végessége a keresett megolddsokra vonatkozé mé-
retkorlatb6l azonnal kovetkezik, csak a teljességet kell igazolnunk, azaz azt, hogy to-
vabbra is megkapunk minden minimélis megoldast, amelynek hossza legfeljebb m.

Legyen a* = (aj, a3,...,a},) minimdlis megoldas, a < a*, és legyen af = a; + 1y
(i=1,...,,n). Ekkor

0= aivil?
i

I Z al"le + Z‘rl\’le + 2 Z aivi, ZT1V1
= 2| Z ail|? + 2( Z apvi, Zrlv1

Az utols6 egyenléség annak kovetkezménye, hogy a* megoldds, azaz ) ;(aj+ 7i)vi =0.

A kapott egyenletet atrendezve:
— > awi|® = Z avi, Zr ;)
i
_ Z . Z aivi, ¥3)
> er mlin Z aivi, Vi)
j i

= (m—|lally) min <Z aivi, Vi)
1
Az egyenl6tlenség mindkét oldalat a pozitiv (m—||al|;) szammal osztva kapjuk, hogy
a jobb oldalon &ll6 minimumot adé k indexhez tartozé () ; aivi, vi) kifejezés kielégiti a
(3.3) egyenl6tlenséget. fgy az algoritmus a javasolt 2. lépéssel is tovébb tud 1épni min-
den a € A vektorbdl minden a* > a-t teljesité a* minimadlis megoldés irdnyaba, tehat

megtaldl minden minimalis megoldast. [

Az el6bbi tétel m — oo hatareseteként az idézett [6]-beli feltétel adédik (a bizonyitdsunk
tehat az eredeti Contejean—Devie-algoritmus helyességére is j6 bizonyitds), a 1épésszdm
anndl jobban csokken az eredeti algoritmus 1épésszamahoz képest, minél kisebb az m
korlat. Sajnos a Contejean—Devie-algoritmus helyességének bizonyitasdbol (sem az ere-

detib&l, sem a fentib6l) semmilyen korlat nem addédik annak lépésszdmadra. Ilyen korla-
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tokat mads, algebrai megfontolasokkal kaphatunk — néhdny eredményt a 3.2. alfejezetben
mutatunk be —, illetve maga az alkalmazds is adhat. Mind informatikai, mind pedig re-
akciokinetikai vizsgdlédasokndl hasznalhat6 ez a megfigyelés, az informatikai modellek
ugyanis gyakran igen kicsi invaridnsokkal birnak, és kémiai reakciok felbontdsa soran is
elényben részesithetjiik a kevesebb 1épésbol allo, egyszertibb felbontasokat.

3.1.2. Martinez és Silva algoritmusa

Az invaridnsok meghatdrozédsara az egyik legegyszer(ibb megoldds egy 1982-ben J. Mar-
tinez és M. Silva 4ltal publikélt algoritmus [20], amely a minimélis tartéja megolda-
sok el6allitdsara szolgdl. Az algoritmus alapvéltozata — a Contejean—-Devie-algoritmussal
szemben — val6jaban szdmos nemkivant invaridnst is el64llit (nem csupan nem minimalis
tartéjliakat, hanem akdr a < részbenrendezésre sem minimadlisakat is), csupan azt garan-

talja, hogy minden minimadlis tart6jii megoldds szerepel az eldéllitott invaridnsok kozott.

Az algoritmus pszeudokddja a 3.3. algoritmus.

3.3. algoritmus: A Martinez-Silva-algoritmus

Bemenet: A Petri-hdlo W € Z™ ™ szomszédossagi matrixa
Kimenet: A Petri-hal6 P-invaridnsaib6l (mint sorvektorokbol) all6 P matrix

Jel6lés: A mindenkori M matrix sorainak szdma s, k-adik sora my.

1M« WI,];

2 fori=1tomdo

3 forji=1tos—1do

4 fork=j+1tosdo

5 Ha m; és my i-edik komponense kiilonb6z6 elgjeli (és nem nulla),
L akkor adjuk M-hez a Kombinal (i, mj, my) vektort.

6 Toroljiitk M mindazon sorét, amelynek i-edik eleme nem zérus.

A

Legyen P az M maétrix elsé m oszlopanak torlésével kapott matrix.

Az algoritmus egy segédfiiggvényt haszndl. A Kombinal(i, v, w) fliggvény akkor van
értelmezve, ha viw; < 0, és értéke ilyenkor az az altaldban egyértelmiien meghatarozott
MV 42w (A, A2 € QT) egészekbdl &ll6 vektor, melynek i-edik komponense nulla, és
amelynek komponensei relativ primek. Ezt a vektort agy allithatjuk el6, hogy a wiv + viw
vektort —ha az nem a nullvektor — elosztjuk a komponensei legnagyobb kozos osztdjaval.
Ha wiv +viw = 0, akkor ez az elébbi definicié pontatlan, helyette Kombindl(i, v, w) := 0.

Az algoritmus gondolatmenete a szemléletesebb Petri-hdlés megfogalmazdsban az,
hogy sorra vessziik a hal6 dtmeneteit, és minden dtmenetre meghatdrozzuk a bemend és
kimend helyekbdl allé helyparok jelolésének minden olyan nemnegativ egész egyiittha-

tos linedris kombindacidjat, amelyet a kérdéses dtmenet nem véltoztat meg. Egy atmenet
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s 7

sorra vétele utan (azaz a kés6bbi atmenetek vizsgalata sordn) az 6sszekombinalt helyekre
mar mint ,,0sszevont” helyekre tekintiink, amelyeken ezutan 4llandénak tekintett (a méar
sorra vett atmenetek tiizelése sordn nem valtozo) szamu token van, az eredeti bemend és
kimen6 helyeket pedig toroljiik. Az eljaras végén csak 0sszevont helyek maradnak. Az
ezeket alkoté eredeti Petri-hal6 helyek indexei az invariansok tartéhalmazai. Ez alapjan
az algoritmus helyessége — amin most tehat csak annyit értiink, hogy a felsorolt megol-
désok kozott minden minimalis tart6ji megoldds szerepel — teljes indukciéval megmu-
tathato.

Az algoritmus ismertetett valtozatanak végén a minimadlis tartéju megoldasokat ki
kell valogatnunk az osszes kapott megoldas koziil. Ez algoritmikus szempontb6l sem-
milyen nehézséggel nem jar, azonban az algoritmus id6- és tarigényét csokkentendd ér-
demes a nem kivant megoldasokat mar futds kozben kisz{irni. Jelolje a (3.2) egyenlet
métrixdnak (azaz a W matrixnak) i-edik sorat wi. Egyszertien igazolhat6 a kovetkez6
allitas [7,20]:

3.4. tétel Az egyenlet eqy{j1,j2,...,Jq) tartéhalmazii megolddsa akkor és csak akkor minimdlis
tartéjii, ha

rank (wj, wj, --- wj, ) =q—1.

Mivel az algoritmus sordn az 0sszevont helyhalmazok folyamatosan béviilnek, a nem
minimalis tart6ja invaridnsok menet kozbeni torlése nem véltoztat az algoritmus teljes-
ségén. Igy a fenti tételt beépithetjiik az eljarasba tigy, hogy ha egy allapotosszevonas utdn
egy invarianst kaptunk (az M matrixban egy csupa nulla sor keletkezett), akkor az el6bbi
rangfeltétellel ellendrizziik annak minimalitdsat. Ez a megoldés a gyakorlatban sokszor
nem hatékony, mert a rangfeltétel ellenérzése lasst. Ilyenkor a sziikséges és elégséges
feltétel gyengitésével gyorsithatunk. A 3.4. tételben szereplé métrix rangjat a nemnulla
sorainak szamaval becstilhetjiik feliilrél, ezzel egy sziikséges feltételt kapunk a megoldas
minimalitdsdra, melynek segitségével mar a kiils6 for-ciklus futdsa kozben kisziirhetd
a nem kivant megolddsok egy része. Természetesen ez utdn az egyszer(isités utan is-
mételten Ossze kell hasonlitanunk a megoldasokat, hogy torolhessiik a nem minimalis
tartéjaakat.

A Martinez-Silva-algoritmus komoly hétranya, hogy altaldban sziikségteleniil nagy
tarigényti. Szemben a rendkiviil tdrhatékonyan implementédlhaté Contejean—-Devie-algo-
ritmussal, amely — megfelel implementaci6 esetén — a minimalis megoldasok megjegy-
zéséhez sziikséges taron kiviil csak linedris méretii tarat haszndl, a Martinez-Silva-algo-
ritmus futdsa sordn a megoldasokhoz nem vezetd részeredmények mérete (az M matrix

sorainak szdma) exponencidlisan nagyra néhet.
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3.1.3. LP-alapt leszamlalas

Contejean és Devie algoritmusa — csaktgy, mint az inhomogén egyenletrendszerre al-
kalmazhat6 egyszer(i rekurziv algoritmus (3.3.1. szakasz) — a keresési tér fabejardsan
alapul, melyekben az | hosszt megolddsok egy keresési fa 1-edik szintjén taldlhatdk, és
ezek mindegyikéhez csak akkor jutunk el, ha a fa als6 (1 — 1) szintjének nagy részét
mar bejartuk. Minden ilyen jellegli megolddsi mddszer eleve kudarcra van itélve, ha
a fa eldgazasi tényezje — azaz a vektorok szdma — nagyon nagy. Ilyen esetekben, ha
a héalé nem elég ritka ahhoz, hogy a Martinez-Silva-algoritmust haszndljuk, egy olyan
algoritmust kell taldlnunk, amely nem grafbejarason alapul.

A problémaéra altalam javasolt algoritmus ezért egy egészértékii programozasi [32]
és rokon feladatokndl gyakran alkalmazott tleten, az egészértékii feladat valds (illetve
raciondlis) relaxdcidjan alapul. Az alapelv — legyen sz6 akar homogén, akdr inhomogén
egyenletrél — a kovetkezd: meghatarozzuk a (3.1) egyenletrendszer raciondlis szdmok
folotti altalanos megoldasat, mint egy partikuldris megoldds és a megfelel6 homogén
egyenletrendszer &ltaldnos megolddsdnak Osszegét, majd a kapott altaldnos megoldds-
vektor minden komponensére felirjuk a nemnegativitasi feltételt. Az igy kapott egyen-
16tlenségrendszer megoldasai koziil kivalasztjuk azokat, amelyekre a megoldasvektor
komponensei egészek.

A megoldas pontosabb leirdsdhoz, illetve a helyesség bizonyitasdhoz sziikség lesz az

alabbi, egyszertien igazolhat6 allitasra.

3.5.lemma A (3.2) eqyenlet megolddsainak létezik olyan {b1, by, ... by} bdzisa, amelyre a vek-
torokbdl képzett (b by --- by) mdtrixnak van egy k x k méretil, a fodtlojdban pozitiv egész

elemeket tartalmazo diagondlis részmdtrixa.

B1ZONYITAS Feltéve, hogy mar meghataroztunk egy raciondlis vektorokbdél all6 bazist, a
bazisvektorokbdl (mint sorvektorokbol) all6 métrixot Gauss-elimindlva kaphatunk dia-
gonalis matrixot. Ez az elemek racionalitdsan nem véltoztat, csupa nulla sor pedig nem
keletkezik, hiszen a matrix teljes rangt. (A bazisvektorok fiiggetlenek.) Ha az elimindci6
utan a féatloban negativ elemek is taldlhatdk, agy a megfelel§ sorvektorokat —1-gyel
szorozzuk. Végiil a raciondlis bazisb6l megkaphat6 az egész vektorokbdl all6 bazis, ha

szorzunk a nevezok legkisebb kozos tobbszordsével. [

Az allitas szemléletesebben gy is fogalmazhatd, hogy a homogén egyenletrendszer
megoldasainak létezik olyan {b1, by, ..., by} egész vektorokbol all6 bazisa, amelyre telje-
siil, hogy minden bi-nek van egy pozitiv egész komponense tigy, hogy ekdzben az 6sszes
tobbi bazisvektor ugyanezen indexti komponense nulla.

Ha az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldédsa p = (p1,p2, ..., p) T, (pi € Q),

akkor az inhomogén egyenlet megolddsanak altalanos alakja a 3.5. lemmadban definialt
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bazisvektorok segitségével igy irhato:
v=p+bixi+--+bixx (xi€R).

Meg kell keresniink azokat az x = (x1,X2, ..., xx) vektorokat, amelyekre v minden kom-
ponense nemnegativ egész. Ehhez haszndlhatjuk a b;-kre vonatkozo el6bbi feltételiinket.
Ha ugyanis b;, € Z™" jeloli a b; vektornak az el6bbi megjegyzésben emlitett pozitiv egész
komponensét (ez a vektor l-edik komponense), akkor a v vektor l-edik komponense
P+ by x; egész, tehat x; sziikségképpen egy b%l (t—p1), (t € Z) alakban irhat6 racionalis
szdm. Ezek utdn ha taldlunk als6 és fels6 korlatot x komponenseire, akkor az Osszes
(immaéron véges sok) esetet megvizsgilva a hatarok kozott megkereshetjiikk az 0sszes
megoldast. (Ez azt is mutatja, hogy a partikuldris megoldas keresésekor érdemes lehet a
raciondlis megolddas helyett egész megoldast keresniink. Ez a feladat inhomogén egyenlet
esetén lényegesen szamitdsigényesebb, de csak egyszer kell lefuttatnunk, a nagy szdmu
linearis programozasi feladat megoldésa el6tt, homogén egyenletek esetén pedig sem-
milyen nehézséget nem jelent. Ezért cserébe a leszdmldlandé6 x; raciondlis egyiitthatok

szama csOkken.)

A hatarokat linearis programozéssal kereshetjilk meg. A v > 0 egyenl6tlenségrend-
szer, mint korlatozo feltételek mellett keressiik az egyes xi-k minimumait és maximumait.
(Ez 2k szdmd linedris programozasi feladat.) A legegyszer(ibb (de éltaldban korantsem a
leghatékonyabb) megoldés, ha ezen hatdrok kozott végigszaladunk minden lehetséges
(x1,...,xx) kombinécién, ellenérizve, hogy csakugyan minden kombinacié nemnegativ
egészekbdl all6 v vektort ad-e. Ez azonban nagyon iddigényes lehet, ha a linearis progra-

mozassal kapott keresési tér (azaz a leszamldland6 vektorok szdma) nagy.

Egy masik lehet6ség, hogy kezdetben csupan az egyik — példdul az x; — véltozéra
szamitjuk ki a korldtokat, majd x; minden szdba jov6 értékére kiilon-kiilon meghatéroz-
zuk az xp-re adhat6 als6 és fels¢ korlatokat és igy tovabb. E médszer elénye, hogy igy
csak olyan szam n-eseket kapunk, amelyeket a megoldds éltalanos alakjaba helyettesitve
nemnegativ megolddsokat kapunk. Mivel pedig a hatarok kozott csak a megfeleld alaka
raciondlis szamokat vizsgaljuk meg, az igy kapott megolddsok garantéltan egészek is —
végs6 soron tehat nincs sziikség semmiféle ellenérzésre, csupén a tartomdnybeli szdm
n-esek visszahelyettesitésére, és a megoldadsok felsoroldsara. Latszélag nagy tobbletkolt-
séget jelenthet, hogy az el6bbinél lényegesen tobb linedris programot kell megoldanunk
—valdjdban ez a véltozat gyakran nagysdgrendekkel gyorsabbnak bizonyul, ami azzal
magyarazhato, hogy a viszonylag gyors linearis programozasi rutin minden meghivasa-
val exponencidlisan sok rossz (negativ szdmokat eredményez8) megoldésjelltet metsz-

hetiink le a keresési térbdl.
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A leszamlélast még hatékonyabban implementalhatjuk Land és Doig médszerét al-
kalmazva [16, 3.6. alfejezet]. E mddszer lényege, hogy ha x1, ..., xi_1 rogzitett, és az x;1-re
adhat6 als6 és felsd korlatot mint x; fliggvényét tekintjiik, akkor e két fiiggvény olyan
linedris szakaszokbdl all, melyek meredeksége legfeljebb egyszer vélt elGjelet. Tovabba,
ha x; (barmilyen iranyt) valtoztatadsaval xi; megengedett értékeinek halmaza iiressé
valik, akkor az is marad, ha x;-t tovdbb véltoztatjuk ugyanabban az irdnyban.

Fontos megemliteni, hogy az algoritmus mindharom lényeges része, a partikuldris
megoldds megkeresése, a homogén egyenlet 4ltalanos megoldédsa és a linedris progra-
mozasi feladatok megoldédsa egyarant tartalmaz numerikus buktatékat. Az algoritmust
Mathematicdban implementéltam, ennek felhasznalt rutinjai mind futtathatok egész ti-
pust szdmokkal, amivel kicsivel lassabb, de mindig pontos (egész, illetve raciondlis ti-
pust) eredményeket ad6 eljarasokat kapunk. Ugyanakkor az eljardsok dupla pontossagu
val6s szamokként megadott egészekkel nehezebb feladatok esetén numerikus hibak mi-
att hibas megoldédsokat adtak. A hibakeresés sordn gy tapasztaltam, hogy ezek a hibak
jellemz&en a linedris programok megoldasa sordn keletkeztek.

Eddig nem foglalkoztunk azzal, mit tegytink akkor, ha valamelyik x; valtozéra nem
kapunk fels6 korlatot. (Als6t nyilvdnvaléan kapunk, ez az el6bb felhasznalt lemmé&bdl
azonnal kovetkezik.) Ez akkor kovetkezik be, ha az egyenlet (raciondlis) megolddsanak
valamelyik komponense tetszlegesen nagy lehet. Meggondolhat6, hogy ilyenkor a meg-
felel6 komponens az egészek halmazén is tetsz6legesen nagy lehet. Ez a probléma tehat
csak akkor léphet fel, ha végtelen sok megoldas van, melyek felsoroldsa amugy is re-
ménytelen. Ilyenkor a Contejean—-Devie-algoritmushoz hasonléan kereshetnénk a mini-
malis megolddsokat, erre ez az algoritmus azonban kozvetleniil nem hasznalhat6, hiszen
kozvetleniil nem ellenérizhets, hogy a megolddsok minimalisak-e. (Az egyes xi-k nove-
lésével a v megoldasvektor kiilonb6zé komponensei nShetnek és csokkenhetnek is.) Azt
azonban ezzel a mddszerrel is megtehetjiik, hogy felsoroljuk az sszes (nem feltétleniil
minimélis) megolddst egy bizonyos korlatig: a megoldasokra adhat6é hosszkorlat csupan
egy tovdbbi linedris egyenlStlenséget jelent a megoldandé linedris programokban. Ha
becsiilni tudjuk a minimalis megolddsok maximalis méretét, akkor egy ilyen becslésbol
szarmazo6 korlatig felsorolva a megoldasokat, azok kozott minden minimaélis megoldas

szerepel. Ebb&l a megoldéslistdb6l a minimalisok kivdlogatdsa mdr trivialis feladat.

3.2. Felst becslések a minimadlis megolddsok méretére

Domenjoud [7] cikkében olyan algoritmust javasolt a minimalis megolddsok kiszamita-
sdra, amely fels6 korlatot is ad azok méretére. Az algoritmus része az egyenletrendszer
matrixdnak minden 1 x r-es minordnak kiszdmitdsa (ahol r a métrix rangja), ami hatalmas

szamitasi munka nagy egyenletrendszerek esetén; ilyenkor ez az algoritmus a megolda-
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sok szamatol és méretétol fiiggetleniil alkalmazhatatlan. Késébb tovabbi, linearis algebrai

modszereken alapul6 korlatok sziilettek a minimdlis megolddsok méretére.

Pottier [24] cikke a legteljesebb Osszefoglaldsa az eddig ismert becsléseknek, amelyek
Domenjoud algoritmusébdl, illetve egyéb (a megoldasok meghatdrozasat nem eredmé-
nyezd) linedris algebrai megfontolasokkal kaphatok. Az eredményeket a kovetkez6 tétel
foglalja ossze [7,24].

3.6. tétel Legyen a (3.2) eqyenletrendszer mdtrixa A, ennek oszlopait jelolje vy, ..., vn, és legyen
T = rank A. Legyen tovdbbd D az a legnagyobb szdm, amely elGdll A egyik r-edrendil minormit-
rixa determindnsdnak abszoliit értékeként; hasonléan a D'. szdm az ( 1;\']) mdtrix (v + 1)-edrendfi
minorai determindnsdnak abszoliit értékei koziil a legnagyobb. Ekkor az egyenletrendszer minden

m minimdlis megolddsdra fenndllnak az aldbbi egyenlGtlenségek:

mily < (1 +max|fvill1)", (3.4)
[ml; < (n—7)D}, (3.5)
Mo < (M=) <”;AH> (3.6)
mlle < (n—7)Dy. (3.7)

A (3.7) becslés élesebb (3.6)-nal (valdjdban (3.6) becslés a (3.7) egyenl6tlenség kozvet-
len kovetkezménye), de el6bbi inkdbb csak elvi jelentségti, mert a (3.5) és (3.7) egyen-
16tlenségek jobb oldaldn all6 kifejezések nem szdmithatok ki hatékonyan, igy nagyobb
egyenletrendszerek esetén csak az els6 és a harmadik becslés hasznalhat6. Lathat6an
mindegyik becslés exponencidlis, de (3.7) — legalabbis bizonyos matrixosztdlyokon — éles,
és (3.5) valamint (3.6) ennél gyakran nem sokkal rosszabb, tehdt e becslések dltalaban
lényegesen nem javithatok. Ezért az alkalmazasok adta korldtok gyakran lényegesen

kisebbek, mint a 3.6. tételben szerepld elvi korlatok.

Példa Tekintsiik a 3.2. 4brdn lathaté Petri-hdlot. Lathatéan egyetlen minimalis, illetve
minimalis tart6ju P-invariansa van, ezaz i = (1,2,... , 21T vektor. A Petri-hélé szom-

szédossdgi métrixa azn x (n — 1)-es

-2 0 0
1 =2
W=1o0 1 0
: -2
0 0 1
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métrix, igy a Wix = 0 egyenlet egyetlen minimélis megoldésa i. A 3.6. tételben most
r=rank W =n —1és D, = 2™ = ||i||, tehdt a (3.7) egyenl&tlenség éles.

p1 t1 P2 to th1 Pn
2 2
Q [ VR [ . | ()
! "/ [

3.2. dbra. Petri-hal6, amelyre a (3.7) becslés éles

3.3. Inhomogén egyenletek megoldasa

Ebben az alfejezetben visszatériink az eredeti, (3.1) inhomogén egyenletrendszer megol-
dasdhoz. Az els6 szakasz egy olyan rekurziv algoritmust ismertet, amely csak specialis
inhomogén egyenletek esetén alkalmazhatd, azonban rendkiviil egyszerti és magéatol ér-
tet6dd, rdadasul egyes feladatok esetén igen hatékony is. Ezutan megvizsgaljuk, a homo-
gén egyenletrendszerek esetén alkalmazott médszerek miként haszndlhaték inhomogén

egyenletrendszerek megolddsara.

3.3.1. Naiv, rekurziv megoldas

Ha a (3.1) egyenletben szerepl6 vektorok egydimenzidsak, akkor a klasszikus szdmparti-
ciondldsi feladathoz jutunk [1]. Ennek sordn egy pozitiv egészt kell el6allitanunk pozitiv
egészek Osszegeként az Osszes lehetséges modon, a sorrendre val6 tekintet nélkiil. Ez
tehat a (3.1) probléma azon specidlis esete, amelyben b = n egy pozitiv egész (az egydi-
menziés vektort a megfelelt skaldrral azonositva) a v; vektorok pedig az 1,2,...,n sza-
mok. Ez a speciélis eset egy rendkiviil egyszer(i rekurziv algoritmussal megoldhat6: az n
szam particitit tgy keressiik, mint az olyan partici6kat, amelyekben a legnagyobb szdm
legfeljebb n; az igy 4talakitott kétparaméteres feladatot pedig rekurzivan oldjuk meg. Az
n szdm m-nél nem nagyobb szamokbdl 4ll6 particiéit tgy allitjuk els, hogy megkeressiik
n minden olyan particiéjat, amelyben a legnagyobb szdm legfeljebb (m — 1), tovdbba
(n — m) minden particiéjat, amelyben a legnagyobb szdm legfeljebb m. (Utébbiakhoz
hozzavessziik m-et, az el6bbiekhez nem.) A rekurzi6 lezarasa trividlis, amikor barmelyik
paraméter értéke 1-re, vagy az ald csokken. Ezt az otletet altalanosithatjuk vektorokra,
amivel egy — nem minden esetben alkalmazhat6! — algoritmust kapunk. Ennek program-
véazlata a 3.4. algoritmus.

Az algoritmus minden particiondlé vektort kétfelé dgazik aszerint, hogy az éppen

sorra vett particiondlé vektort még egyszer felhasznaljuk-e a megoldasban. (Ez teljesen
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3.4. algoritmus: Az inhomogén (3.1) egyenlet rekurziv megoldédsa

Bemenet: A (vq,V;,...,vy) particiondld vektorok és a b felbontand6 vektor
Kimenet: A (3.1) egyenletet kielégit6 (o1, x2, .. ., an) vektorok, vagy hibatizenet
El6feltétel: Folytathatd ((vy,va,...,vn), b)

1 if n = 0 then

2 if b = 0 then
L Egy megoldas van: egy nulla hossztsagu egytitthatodlista.

4 else
5 L Nincs megoldas.

6 else

7 Particiondljuk b — vi-eta (vy,...,vy) vektorokkal, a megoldasok (ha vannak)
els6 komponensét noveljiik eggyel // Rekurziv hivas

8 Particiondljuk b-ta (vy,...,vy) vektorokkal, a megolddsok elé (ha vannak)
ftizztink egy 0 komponenst. // Rekurziv hivés

9 A két rekurziv hivas eredményének unidja a megoldés.

analog az egészek particiondldsara adott algoritmus miikodésével.) Hogy az eljaras biz-
tosan véget érjen, minden vektorrél meg kell tudnunk allapitani, hogy hdnyszor hasznal-
hatjuk még a felbontds soran, ellenkez6 esetben valamelyik particiondl6 vektornal az elja-
rés végtelen ciklusba keriil.! A sziikséges ellen6rzést az algoritmus elején, a Folytathatd
figgvény meghivasaval végezziik. A Folytathatd((vy,va2,...,vn), b) fliggvény értéke
igaz, ha vi-nek van olyan pozitiv (negativ) komponense, amelyre b megfelel6 (azonos)
index{i komponense szintén pozitiv (negativ) és legalabb akkora abszolat érték{i, mint v4
megfelel6 komponense, tovdbbd ha v;, ..., v, ugyanezen komponensei mind nemnega-
tivak (nempozitivak). Ez az elsd pillantdsra koriilményes és nehezen teljesithetd feltétel
csupdn annak biztositdsdra szolgal, hogy a v vektor egyiitthatéja korldtos maradjon, és
az algoritmus ne keriilhessen végtelen ciklusba azért, mert az els6 rekurziv hivas végtelen
sokszor hivodik meg.

Ha a v vektornak nincs olyan komponense, amelyik alapjan biztosra vehetd, hogy
a vektort véges sokszor hasznaljuk fel b particiondldsdban, akkor az algoritmusnak hi-
batizenettel le kell 4llnia. Ennek a mdédositdsnak az az dra, hogy az algoritmus nem
hasznalhaté minden esetben, igy példaul akkor sem, ha minden 1 < i < d-hez (d a kom-
ponensek szdma) létezik olyan particional6 vektor, amelynek i-edik komponense negativ,
és egy masik, amelynek ugyanezen komponense pozitiv. Ez bizonyos alkalmazasoknél
nem okoz gondot (ilyen példdul az adott anyagfajtak kozott végbemend elemi reakciok

eldéllitdsanak feladata), de altalaban stlyos megszoritast jelent.

! Az egészek particiondldsanal ilyen probléma természetesen nem 1ép fel, a gondot a vektorokban
megengedett kiilonb6z6 elGjelti komponensek okozzak.
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Vegyiik észre, hogy problémads particiondl6 vektorok esetében olykor pusztan a vekto-
rok permutéldsaval elérhetjiik, hogy az eljards véges 1épésben véget érjen. Legyen példédul
n=4d=2v; = (1,00T,v; = (—1,1)T. Ebben a sorrendben semmilyen b vektor esetén
nem tudjuk kozvetleniil alkalmazni az algoritmust, mig a vektorokat megcserélve min-
den jobb oldal esetén megkapjuk az dsszes megoldast. A végesség sziikséges és elégséges
feltétele, hogy a vektorok a kovetkezd definici6 szerinti ,megfelel6” sorrendben élljanak.

A {v{}l; sorozatot nevezziik j6lrendezetinek?, ha minden vektornak van legalabb
egy pozitiv (vagy negativ) komponense, és ha az utdna kovetkezd vektorok megfeleld
(azonos indexti) komponensei mind nemnegativak (ill. nempozitivak). Az egyes vekto-
rok jolrendezettségét biztosit6 komponenseit nevezziik a vektorok jé6 komponenseinek.
A {vi}1*; vektorok jélrendezésén a sorozat egy olyan permutéciojat értjiik, amellyel a so-

rozat jolrendezetté tehetd. A kdvetkez segédtétel a kulcsa egy jolrendezd algoritmusnak.

3.7.lemma
1. Ha minden k-ra a sorozat tagjainak k-adik komponensei kozott pozitiv és negativ is taldl-

haté, vagy ha a sorozat valamelyik tagja nullvektor, akkor a sorozat nem jélrendezheto.

2. Legyen k egy olyan index, amire minden vektor k-adik komponense nemnegativ (ill. nem-
pozitiv.) A sorozat akkor és csak akkor jélrendezhetd, ha elhagyva mindazokat a vektorokat,
amelyek k-adik komponense nem nulla, eqy jélrendezhetd sorozatot kapunk. (Az elem nélkiili

sorozatot jolrendezettnek tekintjiik.)

BIZONYITAS
1. Az els6 helyre keriil¢ vektornak, illetve a nullvektornak semmilyen permutécié

esetén nincs j6 komponense.

2. Az ,akkor” irdny bizonyit4sa: ha a redukalt sorozat jolrendezhet6, rendezziik azt,
majd tegyiik vissza az elhagyott vektorokat a sorozat elejére. Ez az eredeti sorozat
egy jolrendezése, mert az el nem hagyott vektorok rendezésének jésdgan nem val-
toztatnak az eléjiik tett vektorok, az elhagyott (majd visszatett) vektoroknak pedig
van j6 komponensiik — az a nemnulla komponens, amelyik alapjan kivalasztottuk
Oket. A masik iranyu igazoldshoz indirekten tegyiik fel, hogy az eredeti sorozat
jolrendezhets, mig a redukalt sorozat nem. Ez azt jelenti, hogy van olyan vektor,
aminek egy j6 komponense megsz{inik jénak lenni azaltal, hogy mds vektorokat

torliink a sorozatbdl. Ez nyilvanvaléan lehetetlen. ]

A segédtételbdl egy polinomidejii jolrendezé algoritmus bontakozik ki: ha a vekto-

raink nem jolrendezettek, ellendrizziik, hogy teljesiil-e az el¢ébbi lemma els6 pontjanak

2 Ugyan a jolrendezett halmaz fogalma a matematikdban madr foglalt, ebben a szovegkornyezetben —
vektorok hagyomdnyos értelemben vett sorrendezésérdl 1évén sz6 — a néviitkdzés remélhetéleg nem okoz
zavart.
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feltétele, s ha nem, akkor a masodik pont alapjan prébaljuk rekurzivan j6élrendezni a
sorozat elemeit.

A naiv algoritmus a vektorok jolrendezésével kiegészitve is csak akkor lehet m{iko-
d6képes, ha a megoldasok szama véges (olyankor sem mindig), a minimaélis megoldasok

elallitasdra nem alkalmazhato.

3.3.2. Visszavezetés homogén egyenletre

Az el6z6 alfejezetben a homogén egyenlet megolddsara ismertetett modszerek (esetleg
kisebb médositdssal) alkalmazhatok inhomogén egyenletek esetén is.

A Contejean—Devie-algoritmus (3.1.1. szakasz) esetén a v; vektorokhoz hozzavessziik
a jobb oldal ellentettjét, azaz legyen v,;1 := —b, majd az algoritmust gy alkalmazzuk,
hogy az elsd (inicializal6) 1épésben a kiindulasi vektor a nullvektor helyett legyen az

(n+ 1) dimenzi6s (0, ...,0,1) vektor, majd folytassuk az algoritmust a megadott mo-

don, de a vektorok utolgc’) komponensét soha nem novelve. Végiil az M halmaz minden
elemének utolsé komponensét hagyjuk el.

A Martinez-Silva-algoritmus (3.1.2. szakasz) esetében is hasonldan jarhatunk el. Mi-
vel itt az egyenletrendszer matrixdnak transzponaltjdval szdmolunk, az egyenletrendszer
jobb oldalan all6 vektor ellentettjét a matrix transzponéltjanak sorvektoraihoz vehetjiik
hozza. Ezuttal is tigyelniink kell arra, hogy az Gj vektor 1 egyiitthatéval szerepeljen a
megoldadsokban. Ismét felhaszndljuk, hogy az algoritmus futdsa sordn az 0sszevont al-
lapotok folyamatosan béviilnek: amint egy ilyen allapotban az Gj vektornak megfelel
hely egynél nagyobb egyiitthatéval szerepel, azt elhagyhatjuk, igy egyetlen megoldas
sem vész el.

Az LP-alapti leszamlélas (3.1.3. szakasz) esetében semmilyen médositdsra nincs sziik-
ség, az algoritmus inhomogén egyenletekre is alkalmazhat6. Ha az inhomogén egyenlet
megoldasainak szdma véges — amit onnan tudhatunk, hogy a megoldés altaldnos alak-
jaban szerepld paraméterekre linedris programozassal kapunk felsé korlatot — akkor a

3.2. alfejezetben megismert korlatok alkalmazdsa sem sziikséges.

3.4. Az algoritmusok dsszehasonlitasa

Ebben az alfejezetben még egyszer roviden dsszefoglaljuk és sszehasonlitjuk az eddi-
giekben bemutatott megoldé algoritmusok f6bb jellemzéit, kifejezetten elvi megfonto-
lasokkal; alkalmazasi példdkat és szamitasi eredményeket a 3.7. alfejezet és a 6. fejezet

ismertet.
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A megoldhaté feladatok

o2

Az algoritmusok kozott a legszembetlinbb kiilonbség az, és ez minden tovabbi Ossze-
hasonlitasra ranyomja bélyegét, hogy kiilonb6z6 feladatok megoldasara hasznalhatok.
A legéltalanosabban Contejean és Devie, illetve Martinez és Silva algoritmusai hasznal-
hatok, ezek tetszbleges egyenlet 6sszes minimalis, illetve minimalis tartéja megoldasat
eléallitjak. (Mindkét esetben azzal a kiegészitéssel, amit a 3.3.2. alfejezetben lattunk.) A
Martinez-Silva-algoritmus hasznalatat a kémiai feladatokban alapvetSen megneheziti,
hogy a minimdlis tart6ji megolddsoknal kémiailag jobban értelmezheté minimalis fel-
bontasokat nehezen kaphatjuk meg a segitségével, a minimalis tart6ji megolddsok gene-
rator tulajdonsdgat kimond¢ 3.2. lemma inhomogén egyenletekre nem alkalmazhat6. Az
elemi reakcidk el6allitasdndl is csak az teljestil, hogy minden megoldds minimalis, ezek
azonban nem sziikségképpen minimalis tartéjaak.

Az LP-alapt leszdmlélds minden megoldast megad, ha véges sok van, azonban nem
hasznalhato, ha végtelen sok megoldas van — nem médosithat6 példaul tgy, hogy csak a
minimadlis megolddsokat adja meg. Ha fels6 korldtunk van a keresett megoldasok hosz-
szdra, akkor ez az algoritmus is hasznalhat6. A kémiai reakcidk felbontasdnak feladatandl
ez a kiilonbség nem nagyon jelent6s. Az elemi reakcidlépések eldallitasakor megoldando
egyenletrendszereknek véges sok megoldédsa van, ilyenkor az algoritmus kozvetleniil
hasznalhat6. A felbontasok eldéllitdsanal pedig a minimaélis felbontasok helyett korlatos
szdmu 1épésbdl 4ll6 felbontdsokat kereshetiink a segitségével (melyek koziil azutdn a
minimaélisokat is konnyfiszerrel kivalogathatjuk).

A naiv, rekurziv algoritmus a vektorok jolrendezésével kiegészitve is csak specidlis
inhomogén egyenletrendszerek esetén alkalmazhaté; néha akkor sem hasznalhat6, ha a
megoldadsok szdma véges. Specidlisan, a felbontdsok el6allitasdra ez az algoritmus szinte
soha nem alkalmazhat6, az elemi reakcidlépések meghatarozdsdra azonban mindig.

Invaridnskeresésre (informatikai rendszerek modellezésekor) hasznédlva az algorit-
musokat csak homogén egyenletek megoldasa a feladatunk. Ezért ilyenkor az LP-alapa
leszdmlalas csak hosszkorlatos invaridnsok keresésére alkalmazhatd. Specidlis esetként a
< részbenrendezésre nézve minimadlis invaridnsok méretére a 3.6. tételben adott korlatok
alkalmazhatok (3.2. alfejezet).

Hatékonysag

Korédbban igazoltuk, hogy a (3.1) egyenlet megoldhatésdgénak eldontése NP-nehéz, a
megoldasok felsoroldsa pedig — mar a megolddsok nagy szdma miatt is — exponenciélis
tarkomplexitasu feladat, igy a bonyolultsdgelméletben hagyomdanyos értelemben haté-
kony — polinomidejii — algoritmus a megolddsra nem varhat6. Meghatarozott feladat-

osztdlyokra azonban a gyakorlatban gyorsan m{ikodo algoritmusokat kereshettink.
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A Contejean—Devie-algoritmus ismertetésénél emlitettiik, hogy rendkiviil tarhatéko-
nyan is implementélhat6 (eltekintve persze a memoridban tarolt megoldasok tarigényé-
t6l), azonban a futasi ideje exponencidlisan nd a megoldasok nagysdganak novekedté-
vel. Erre az algoritmusra tehdt altaldban csak addig szdmithatunk, amig a megoldandé
egyenletrendszer megoldasai kozott kis mérettiek is vannak. Kiilondsen nagy méretii
feladatok esetén sziikséges lehet, hogy a megolddsokat futds kozben hattértarra mentsiik,
hogy ne foglaljdk le az 0sszes memoriat. Ez a Contejean—Devie-algoritmus esetén nem
kivitelezhet®, hiszen a részmegolddsokat 1épésenként dsszevetjiik a megtaldlt megolda-
sokkal.

Martinez és Silva algoritmusa esetén nem ismert tarhatékony implementacid, a meg-
olddsokon kiviil taroland6 részeredmények maximaélis mérete mind a megoldadsok sza-
manak, mind a probléma méretének exponencidlis fliggvénye. Jellemz&en csak ritka Pet-
ri-hdlok invaridnsainak keresésére hasznalhato.

A naiv algoritmus varhatéan mindaddig gyors, amig a keresés sordn viszonylag ke-
vésszer dgazik el a futdsa, azaz folytatédik két rekurziv hivéssal. Kiilondsen jellemz6 ez
az olyan feladatokra, amelyeknél a felbontandé vektor nem sokkal nagyobb a particio-
nalo vektoroknal. Ellenkez6 esetben azonban nagyon nagy valaszidére szamithatunk az
alkalmazdsakor.

Az LP-alapt leszamlalas hatékonysdga elére nehezen megjosolhat6. A keresési fazis
el6tti szakasz — az altalanos megoldas meghatarozasa — igen gyors. Ugyanakkor a nagy
szdmu linedris program megoldasdnak sziikségessége elsd latasra elrettentének tlinik.
Nem vilagos, hogy a kiilonb6z6 véltozatok koziil a bemenet ismeretében hogyan vé-

lasszuk ki a legmegfelel6bbet.

3.5. Gyorsitas el6feldolgozassal

A megoldésok eldéllitasa dltalaban rendkiviil szdmitdsigényes feladat az egyenlethez
legjobban illeszked6 algoritmussal is, ezért érdemes olyan kiegészit6 eljardsokat keresni,
amelyekkel a megoldand¢ egyenlet egyszer{ibbé alakithato.

3.5.1. Minden megoldasban szerepld vektorok keresése

Mind kémiai, mind informatikai alkalmazdsbodl szarmazé Petri-hdlokban gyakoriak az
olyan helyek/atmenetek, amelyek minden invaridnsban szerepelnek. Ez adja az otle-
tet, hogy altaldban is keressiink a (3.1) egyenlet v; vektorai kozott olyanokat, amelyek
minden megoldasban szerepelnek. Ezek a vektorok (a minimaélis «; egyiitthatéjukkal

sulyozva) kivonhatok az egyenlet mindkét oldaldbdl, amivel a megoldandé egyenlet-
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rendszer megoldasainak mérete csokkenthet — kiilondsen kedvezve ezzel a naiv és a
Contejean—Devie-algoritmusnak. Ilyen vektorokat linedris programozdssal kereshettink.
A vy (k = 1,2,...,n) vektor vizsgalatdhoz a kovetkezd relaxdlt (o; € R) lineédris

programot kell megoldani:

min oy Z avi=Db, Vi: o4 >0 (3.8)

1

A kapott minimum értéke (illetve annak fels6 egészrésze is) alsé becslés a vizsgalt vektor
a; egyiitthatéjara minden megolddsban. Mivel csupdn véltozénként egyetlen linedris

programot kell megoldani, az eljarads az egyenlet megoldasdhoz képest igen gyors.

3.5.2. A megolddsokban nem szerepl6 vektorok keresése

Az el6z6 szakaszban alkalmazott 6tlet agy is felhasznédlhato, hogy a (3.8) linearis pro-
gramban minimalizédlds helyett maximalizdlunk. Ha oy maximuma létezik, és kisebb
egynél, akkor a vy vektor egyiitthatéja minden megoldasban nulla. Mdr ez az egyszerti
meggondolds is hasznédlhat6 az egyenletrendszer méretének csokkentésére, de ennél ha-
tékonyabb és szellemesebb az eredetileg a [15] cikkbdl szdrmazo, illetve dltalam kiegészi-
tett [21] algoritmus, amely mintegy , mellékesen” meghatdrozza a megolddsokban min-

dig zérus egyiitthatéval szerepl6 vektorokat is. Ennek leirdsa a 3.6. alfejezetben olvashat6.

3.5.3. Indexezés

Ha a Petri-halo egy rogzitett kezdeti jeloléssel adott, akkor csak a kezdeti jel6lésbdl tiizel-
het6 invaridnsokat keressiik, azaz olyan invariansokat, amelyekhez létezik olyan tiizelési
sorozat, amelyben minden dtmenet annyiszor szerepel, amekkora a hozza tartozé kom-
ponens értéke az invaridnsban, és amely sorozatban minden dtmenet minden tiizelése
el6tt engedélyezve van.

Ez diszkrét allapottér esetén egy exponencialis bonyolultsagt keresési feladat, ezért
a keresés soran hasznosak az un. részleges dontési technikak, azaz gyorsan ellendriz-
hetd sziikséges feltételek keresése és ellendrzése. Folytonos allapotter(i és idejii Petri-
halés modellekben (4.1. alfejezet) egyszer(ibb a helyzet: megadhaté egy olyan linedris
lépésszamu algoritmus, amely a megolddsrél eldonti, hogy adott kezdeti jelolés esetén
realizalhat6 megoldas-e, s6t, a jelolés t = 0 kozeli viselkedését is jellemzi. Ez az algo-
ritmus a Volpert-indexezés [33], amellyel részletesen a 4.1.1. szakasz foglalkozik. Ezt az
eljarast, illetve egy egyszertibb valtozatat tobbszor tjra felfedezték (koztiik e dolgozat
szerzGje is [21]), egyszer(isitett valtozatat — amely diszkrét dllapottérre is adaptalhat6 —
mutatja be pl. [13].
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Diszkrét allapottér esetén Volpert indexezési technikaja kozvetleniil nem alkalmaz-
hatd, azonban — mar egy egyszerfisitett véltozata is — sziikséges (de nem elégséges) felté-
telt ad a megoldasok tiizelhet6ségére. Az eljaras lényege, hogy nem vizsgéljuk a tokenek
pontos szdmét az egyes helyeken, csupan azt figyeljiik, hogy keriilhet-e a helyekre token.
Ha keriilhet, feltételezziik, hogy a tovabbiakban mindig meg is talalhato rajta a sziikséges
szamu token. Kezdetben tehat a pozitiv tokenszamu helyek vannak jelolve, majd a Petri-
halot az engedélyezett dtmeneteken keresztiil ,eldrasztjuk”: ha egy jeloletlen dtmenet
minden bemend helye jelolt, akkor az d4tmenetet és minden kimenetét megjeloljiik. Az
eljards végén jeloletlentil maradt dtmenetek és helyek torolheték a Petri-halobdl, hiszen
a jeloletlen dtmenetek semmilyen tiizelési sorozatban nem tiizelhetnek, a jeloletlen he-

lyekre pedig soha nem keriilhet token.

Az indexezés algoritmusdnak eredeti, altaldnos valtozata — programvéazlattal egytitt
— a 4.1.1. szakaszban olvashat6. Az el6bbiek alapjan most gy alkalmazhatjuk ezt az
algoritmust, hogy nem tesziink kiilonbséget a kiilonb6z6 véges indexek kozott, csupdn

azt kell nyilvantartanunk, hogy mely anyagok és reakcidk kapnak véges indexet.

3.6. A megoldasok nem szisztematikus el6allitasa

Ha az 0sszes megoldds, vagy az 0sszes minimalis tart6ja megoldés el6allitdsa — példaul
azok nagy szdma miatt — reménytelen, csak a megolddsok egy részhalmazat allithatjuk
eld. Ilyenkor nem feltétleniil sziikséges a megoldasokat szisztematikusan keresni. Publi-
kacidjukban [15] szerz6i erre a problémaéra egy linearis programozason alapulé megol-

dast javasoltak, ennek (részben [21]-ben kozzétett) kiegészitését ismerteti ez a szakasz.

Az algoritmus lényege, hogy valahdnyszor talalunk egy megoldast, az abban szerepl6
vektorokat , megjeldljiik”, és ezek utan csak olyan megoldasokat keresiink, amelyekben
legaldbb az egyik felhasznalt vektor még nincs jelolve. (Kezdetben egy vektor sincs je-

16lve.) A formaélis programvazlatot a 3.5. algoritmus mutatja.

Egy, a 3. 1épésben keresett megoldédsvektort a kovetkezd linedris programozasi feladat

megolddsaként kaphatunk:

n
min ¢x; Z xivi=b, clx>1, x> 0™, (3.9)

i=1

ahol c € {0, 1}™ az M halmaz karakterisztikus vektoranak komplemense, azaz a c vektor
i-edik komponense 1, ha i ¢ M, és 0 egyébként. A célfiiggvény valasztasdra hamarosan

visszatériink.
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3.5. algoritmus: A (3.1) egyenlet részleges, nem szisztematikus megolddsa

Bemenet: vi,vy,...,v, ésDb
Kimenet: A (3.1) egyenletet kielégit6 (x1, «2, ..., &) vektorok S halmaza.
1 M« // a jeldlt vektorok indexei
2 S0 // a megoldashalmaz
3 Legyenx = (x1,... xn)Ta(3.1) egyenlet raciondlis megoldésa (x; € Q(J{), melyre
{i[xi >0} ¢ M. Ha nincs ilyen megoldas, alljunk meg.
4 M— MU{1]|x; >0} // vektorok megjeldlése
5 S« SU{x} // tj megoldas

6 Ugorjunk a 3. 1épésre.

Az algoritmus véges sok lépésben véget ér, mert minden iterdciéban, amikor nem all
meg, legalabb eggyel ndvekszik az M halmazban taldlhat6 indexek (azaz a megjelolt vek-
torok) szama. Azok a vektorok, amelyek jeloletlenek maradnak, egyetlen megolddsban
sem szerepelhetnek, igy az algoritmus a 3.5.2. szakaszban emlitett médon el6feldolgozasi
lépésként is alkalmazhaté az egyenletrendszer felesleges oszlopvektorainak sz{irésére,
azaz a véltozok szdmanak csokkentésére.

Homogén egyenletek esetén — igy példaul P- és T-invariansok keresésekor — a nem-
negativ raciondlis megoldadst a komponensek nevezdinek legkisebb k6zos tobbszorosé-
vel szorozva nemnegativ egész megoldast kapunk, igy az eljdrds szdmos megoldast is
szolgaltat az akkor (3.2)-be dtmend feladatra. Megolddsonként csupédn egyetlen linearis
programot kell megoldanunk, ami lényegesen hatékonyabb az LP-alapt leszamlalas-
nal, azonban semmit nem mondhatunk arrél, hogy hény és milyen megoldédsokat tala-
lunk meg, illetve melyeket nem. Inhomogén egyenletrendszereknél a megoldas skalaza-
sdval nem az eredeti egyenlet megoldasat kapjuk, kémiai reakciok felbontdsabol szar-
mazo6 egyenletek esetén azonban ezek a megoldasok is kémiailag értelmesek. (A reakci6
tobbszorose ugyanaz a reakcié.) Erdekes médon az algoritmus a mérések soran gyakran
az inhomogén egyenletekre is sok egész megoldast adott.

A 3. 1épésben val6jaban barmilyen célfiiggvényt alkalmazhatunk, amelyre a keresett
minimum létezik; akar egy konstanst is , minimalizdlhatunk” a (3.9) linedris program
célfiiggvényében a ¢! = 0T vélasztassal élve. A feltételeket azonban valtozatlanul kell
hagynunk, hogy biztosan minden megoldas tartalmazzon jeldletlen vektort, ellenkezd
esetben végtelen sokszor visszakaphatnank ugyanazt a megoldast. A (3.9)-béli valasztast
az a heurisztikus érvelés indokolja, hogy ezzel minden 1épésben kevés jeloletlen vektort
hasznélunk fel és jeloliink meg. fgy remélhetjiik, hogy az eljardsunk sok iterdcion keresz-
tul fut, és igy sok megoldast ad. (Természetesen erre semmilyen elvi garancia nincsen.)
Az eljarés eléfeldolgozasi 1épésként torténd felhasznaldasandl ez nem célszerti megoldas,

akkor ugyanis épp ellenkezdleg az a célunk, hogy minél kevesebb iterdciéval jeloljiik meg
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az 0sszes megjelolhet6 vektort. Ilyenkor a célfiiggvény lehet példaul a jelolt vektorok ka-
rakterisztikus vektordnak és x-nek a skalaris szorzata. A minimum erre a célfiiggvényre
is létezik, de természetesen most sincsen elvi garancia arra, hogy ez a ,moh6” stratégia
valéban minimalis szdmu 1épéssel célhoz ér.

Kulonbozd célfiiggvényekkel kiilonboz6é megoldashalmazokat kaphatunk, ami a meg-
olddsokban nem szerepl6 vektorok kivalasztdsa szempontjab6l érdektelen, a megoldasok
gyors, nem szisztematikus keresésekor azonban igy tobb megoldést kaphatunk.

Konnyen meggondolhatd, hogy ha a célfiiggvény az x vektor és egy tisztan pozitiv
vektor skaldris szorzata, akkor minden kapott megoldds minimadlis. Legyen ugyanis x
egy nem minimélis megoldds, amelyhez tehat létezik olyan x* megoldds, amelyre x* < x
teljestil. Akkor azonban ¢l > 0T miatt ¢Tx* < cTx is fennall, tehat abban az iteraciéban,
amikor x-et kaptuk megoldasként, hibdsan oldottuk meg a (3.9) linedris programozasi
feladatot.

E moédszer legf6bb hatranya, hogy nem tehetd szisztematikussa: a kapott megolda-
soknak semmilyen , struktardja” nincsen, ezen kiviil semmilyen garanciank nincs arra,

hogy egy tjabb célfiiggvénnyel Gjabb megolddsokat talalhatunk.

3.7. Alkalmazasi példak

Ebben a szakaszban olyan reakcidkinetikai példdk olvashatok, amelyek vizsgalatdra az
ismertetett modszerek alkalmazhatdk, és amelyekkel igy az algoritmusok 0sszehason-
lithatok. A futasi eredmények az algoritmusok implementacidjat ismertetd fejezet utan,
a 6. fejezetben taldlhatok.

A reakcidkinetikai vizsgdlatok sordn a Petri-hal6s modell a kémiai folyamatban po-
tencidlisan végbemend elemi reakcidkat adja meg (2.1. tdblazat, 10. oldal). Az atmenetek
felelnek meg a reakcidknak, a helyek az anyagfajtaknak. Az alapfeladat a brutté reakcick
felbontdsa, amelynek sordn el6szor is magat a Petri-hdlot kell elgallitanunk, azaz meg kell
hatdroznunk az adott anyagfajtak kozott lehetséges elemi reakciokat.

Ha adva vannak a reakciéban résztvev anyagfajtdk, az atom- és toltésmegmaradas-

nak eleget tev6 elemi reakciok el6éllitdsa inhomogén linearis diofantoszi egyenletrend-

szerek természetes szdmok felett megoldadséara vezethetd vissza.

Permangandt-oxdlsav reakci6 [15]. Ezt a reakci6t tobb mint 100 éve vizsgaljak, a folya-
mat pontos leirdsa azonban mind a mai napig nem ismert. A reakciéban 19 anyagfajta
vehet részt, amelyek 0sszesen négy elemet: mangant, hidrogént, szenet és oxigént tartal-

maznak. A felbontandé reakcioé:

2MnO; + 6H" + 5H,C204 — 2Mn*t + 8H,0 + 10CO; .
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Az anyagok adatai a 3.1. tablazatban lathatok, az utols6 oszlop az anyagok tolté-
sét mutatja. Ahogy az a 2.4. alfejezetben olvashatd, az ¢sszes elemi reakciét megkap-
juk, ha minden anyag vektorat, mindegyik kétszeresét, végiil minden vektorpér dsszegét
az 0sszes lehetséges modon particiondljuk a tobbi segitségével. Ezuttal ez dsszesen 209

egyenletrendszer megoldasat jelenti.
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3.1. tdblazat. A permanganat-oxalsav reakcidban résztvevé anyagok listdja (atommatrix)

Leveg6kémiai folyamatok. Egy, a University of Leeds Uzemanyag és Energia Tanszé-
kén foly6 leveg6kémiai kutatds szamara készitettiik el a 3.2. tdblazatban felsorolt anyagok
kozott végbemend 0sszes olyan elemi reakci listdjat, amelyben szerepel ként tartalmazé

anyag. (Ezek a tablazat also, a vonal alatti részén talalhatdk.)

Most tehat csak az elemi reakcidk egy részét kell eléallitanunk; a feltételekbol 1668,
egyenként 78 illetve 79 valtozos egyenletrendszer irhat6 fel (attdl fiiggden, hogy egy vagy
két anyagfajta van-e a reakci6 bal oldaldn), a megoldashoz itt is az el6bb emlitett algorit-
musokat hasznaltuk. Mivel azonban a megolddsok négyszazezret meghalad6 szama ke-
zelhetetlentiil nagynak bizonyult a tovabbi vizsgal6éddsok szempontjabdl, az 6sszes elemi
reakci6 koziil ki kellett sziirniink azokat, amelyeknek haromnadl tobb terméke van. A

részleteket lasd a 6.1. alfejezetben.
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H, CH,4 C,H, CoHy C,Hy CsHy CsHg C4H,
O, H,O Hy;O, CcO CO, CH,O CH,CO C

H CH CH, CH,(S) CH; GCH CH;  CoHs
CsHp H,CCCH H,CCCCH O OH HO, HCO CH;0
CH,OH HCCO CH,HCO N CN HCN N NH
NO HNO NH, H,NO NCO N;O NO, NyH,
HOCN H,CN NNH NH; N>H; C;N, HNCO NOj

S SH H,S SO SO, SO; HSO, HOSO
HOSO, SN Sy CS COS HSNO HSO HOS

HSOH  H,SO HOSHO HS; HyS, CS, HSOO  H)S04

3.2. tdblazat. A levegtkémiai feladatban szerepl6 anyagok listaja

Az oxalat-perszulfat-eziist oszcillator [5]. Ebben az [5] publikdciébél szarmazo példa-
ban tizenhat anyagfajta taldlhat6, amelyek 6tféle atombol allnak. (Lasd a 3.3. tdblazatot.)
Ugyantgy jarhatunk el, mint az el6z6 példdkban, az elemi reakcidlépések eldallitdsdhoz
felirand6 152 egyenletrendszernek Osszesen 89 megoldasa van. Ez a példa is mutatja,
hogy mar egészen kis méretti feladatok esetén is lényegesen tobb elemi reakci6t éllitha-

tunk elé modszeresen, mint amennyit , kézzel” felirhatnank.

Agt  Ag*t HT SO,

SO;~ $05 G0  Ag(C04)~
OH H,O CO; O,

HO, H,O, OQCOZ_ CcO,

3.3. tablazat. Az oxalat—perszulfat—eziist oszcilldtor anyagfajtai



4. fejezet

Kémiai reakciok determinisztikus és

sztochasztikus modellje

Amint azt a 2.4. alfejezetben emlitettiik, a Petri-halok segitségével dsszetett kémiai reak-
ciok is dbrazolhatok. Az el6zd fejezetben az ehhez a formalizmushoz szorosan kot6d6
invaridnsok alkalmazasét és a megkeresésiikre szolgal6 algoritmusokat mutattuk be. Eb-
ben a fejezetben azt vizsgdljuk, miként lehet a reakcidk idébeli viselkedését leirni. Bemu-
tatok két modellt a kémiai reakcidk (illetve altalaban a Petri-halok) dinamikéjanak leira-
sdra: egy folytonos allapotter(i, determinisztikus, és egy diszkrét 4llapotterti, sztochasz-
tikus modellt. Végiil raimutatok néhany érdekes kapcsolatra a két modell kozott, Kurtz
[17] publikécidja és [3, 3. fejezet] alapjan, helyenként az idézetteknél egyszertibb leve-
zetésekkel. Ez utébbi eredmények eredendSen kifejezetten kémiai reakcidkra vonatkoz-
nak, azonban teljes altaldnossdgban, médositas nélkiil alkalmazhatdk tetsz6leges Petri-
halékkal leirt rendszerekre. Erdekes nyitott kérdés, hogy nem kémiai rendszerek esetén a
folytonos allapotteri modellnek milyen jelentést tulajdonithatunk, azaz példaul hogyan
interpretalhatéak és hasznosithatéak a fejezetben bemutatott eredmények informatikai

modellezésben.

Az elsddleges nehézséget az jelenti, hogy a Petri-halok eredend&en diszkrét idejt,
diszkrét allapotter(i, nemdeterminisztikus automatdk. A kémiai reakcidk ezzel szemben
folytonos idejti folyamatok, az allapottér jellege pedig attél fiigg, hogy a résztvevs anya-
gokra mint (diszkrét darabszami) molekuldk halmazara tekintiink-e, vagy mint val6s
mennyiségti (koncentraciéjii) anyagokra. A reakciok esetében a nemdeterminisztikus mfi-
kodés sem értelmezhetd, csak determinisztikus és sztochasztikus modellekrél beszélhe-
tiink. Ebben a fejezetben a vizsgalt alkalmazasra koncentrédlva a (P, T, w) Petri-hél6 he-
lyett gyakran (M, R, «, 3) formdlis kémiai mechanizmusrdl, vagy masképpen dsszetett

kémiai reakciérol fogunk beszélni, amely lényegében ekvivalens egy jelolés nélkiili Petri-

35
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haléval. A (formaélis) anyagfajtdk m elem{i M, illetve reakcidlépések r elemfi R halmaza
felel meg a helyeknek, illetve az dtmeneteknek, az o € NJ™" matrix tartalmazza a he-
lyekt6l az dtmenetek felé mutat6 élek sdlyat (ez mutatja, mennyi anyag fogy a reakcio-
lépésekben), mig a p € Ng*" matrix az dtmenetektSl a helyek felé mend élek stlyaib6l
all (ez a termel6d6 anyagok mennyisége). Az ezekbdl kaphat6 vy := 3 — & métrix pedig

azonos a kordbbiakban W-vel jelolt szomszédossagi matrixszal.

4.1. A folytonos idejti, folytonos allapotterii, determinisztikus
(CCD) modell

Ebben a modellben az anyagfajtak mennyiségét a koncentraciok (nemnegativ valds) vek-
toraval irjuk le, 1ényegében tehat folytonos jeloléssel dolgozunk. A reakciélépések folya-
matosan, parhuzamosan mennek végbe (a jelolés tehat folytonos id6ben valtozik, a reak-
cidlépések bekdvetkezése pedig determinisztikus), a koncentraciévéltozasok sebessége
a reaktansok koncentracidjanak fiiggvénye. A formaélis kémiai mechanizmus folytonos
idejfi, folytonos allapotterii, determinisztikus (vagy CCD) modelljének a kovetkezd ko-
zonséges, elsérendfi, polinomialis differencidlegyenlet-rendszert, illetve az ahhoz tartozé

kezdetiérték-feladatot nevezziik [3]:

T

Gty =) (k,. (B — o) quo«l,j> (i=1,...,m), (4.1)
1=1

j=1

ahol a k; adott pozitiv valés szdmok a reakcilépések sebességi dllandéi (ezek mutatjak,
milyen gyorsan zajlanak le a reakcidk), a ci(t) szdm pedig az i-edik anyagfajta koncent-
réci6ja a t iddpillanatban. (A jobb oldalon esetenként megjelend 0° tényezdket 1-nek
értelmezziik.)

A fenti (4n. tomeghatdas tipust) modell mogott az az intuitiv gondolat htizédik meg,
hogy egy reakci6lépés sebessége egyenesen ardnyos a résztvev6 anyagok koncentracio-
javal (pontosabban minden résztvev anyag koncentraciéjanak annyiadik hatvanydval,
ahany molekuldja részt veszt a reakci6lépésben), tehat azok szorzatdval is. Az egyes
anyagfajtdk termel6désének sebessége pedig egyenesen ardnyos a reakcidlépések sebes-
ségével. A fenti egyenlet altalanosabban is felirhat6 tigy, hogy a jobb oldal nem a fenti
alakt, de a dolgozatban csak ezt a — legelterjedtebb — modellt vizsgaljuk.

Erdemes megemliteni, hogy a bevezetett modell szdmos olyan tulajdonsaga levezet-
hets, amit minden ,helyes” modelltsl elvarunk. Tehat nem csupan a modell egyszerfi,
intuitiv volta, hanem annak matematikailag bizonyithatéan teljesiil6 tulajdonsagai is in-

dokoljak a hasznalatat. Egy ilyen tulajdonsag példaul, hogy az els6 ortansbél indulé min-
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den megoldas benne marad az els6 ortdnsban — azaz miként a valésdgban, a modellben
sem lehet egy anyagfajta koncentracidja negativ. Még pontosabban az a természetesen
elvarhaté tulajdonsdg is teljesiil, hogy egy ¢(0) pontbdl indulé megoldas nem lép ki
a ponthoz tartoz6 reakciészimplexbdl, azaz a (c(0) + 8(y)) N (R{)™ halmazbol. Ezt az

allitast pontositja egy specidlis esetben a 4.1. tétel (4.1.1. szakasz).

Példa A biolégiai (populdcidédinamikai) modellek vizsgalatakor is gyakran idézett példa
a Lotka—Volterra modell (ragadoz6-zsdkmény vagy él6skodé-gazda modell), amely reak-

cidkinetikai forméban a kovetkez alakban irhaté:
R={X—2X, X+Y—=2, Y—=0}.

A formalis kémiai reakci6 adatai: M = {X, Y}, m = 2, r = 3, (a reakcidlépések halmaza
afenti), « = (}19),6sB = (399). A hdrom reakcidlépés sebességi allandéjat rendre
k1, k2, k3-mal, a két anyagfajta koncentracidjat pedig x-szel és y-nal jel6lve az anyagfajtak

koncentraciojara felirhat6 differencidlegyenlet-rendszer a kovetkezo:

X(t) = kix(t) —kax(t)y(t),
y(t) = kax(t)y(t) —ksy(t).

4.1.1. A modell megoldasainak kvalitativ jellemz6i

A (4.1) differencidlegyenlet szimbolikus megoldasa altaldaban reménytelen — példaul méar
az el6bbi egyszer(i példa esetében sem irhat6 fel a megoldds véges sok elemi mfivelet
segitségével —, és a numerikus megoldés is nehéz. Ezért érdekes kérdés, hogy mit mond-
hatunk a megoldas kvalitativ jellemz&irdl az egyenletrendszer megoldédsa nélkiil.
Els6ként a 3.5.3. szakaszban mér felhaszndalt Volpert-indexezést mutatjuk be részlete-
sen, majd egy, a staciondrius megoldasok létezésére vonatkozo tételt ismertetiink roviden
[3, 2. fejezet] alapjan; az ezekhez tartozé vizsgélatokat a reakcidkinetikai programcso-

magban (5. fejezet) is implementaltam.

Volpert-indexezés

Kezdeti anyagfajtdnak nevezziik az (M, R, «, 3) formalis kémiai mechanizmus anyagfaj-
tdinak azon Mg részhalmazat, melyeknek a kezdeti koncentracidja pozitiv, azaz amelyek
helyei a mechanizmust leir6 Petri-haléban jelolve vannak: Mg :={i € M | ¢i(0) > 0}.
Volpert egy tétele szerint ha az (M, R, «, 3) formélis kémiai mechanizmusban minden
reakci6lépésnek van reaktdnsa (azaz ha az « matrix egyik oszlopa sem nullvektor), ak-

kor egy anyag koncentraciéja mindvégig zérus marad (ci(t) = 0) akkor és csak akkor,
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ha végtelen indexet kap a kovetkezd indexezési eljards soran [33]: a kezdeti anyagok
indexe legyen zérus, tovdbba minden reakcidlépés indexe legyen a reaktdnsai indexének
maximuma, végiil a nem kezdeti anyagok kapjanak eggyel nagyobb indexet, mint az ket
el6allito legkisebb indexti reakcid. (Az tires halmaz minimumat végtelennek definialjuk.)

Az indexeket a 4.1. algoritmussal hatdrozhatjuk meg.

4.1. algoritmus: Volpert-indexezés

Bemenet: (M, R, «, ) formalis kémiai mechanizmus, My C M kezdeti anyagok.
Kimenet: Az indexezett anyagok és reakci6lépések M; és R; halmazai.

Jelolés: Az r reakcidlépés reaktansait és termékeit R(r) és P(r) jeloli

1 Rop + {re R|R(r) C My}

21 1;

3 repeat

4 Mi — U,er, , P(7) \U};g) M;; // anyagfajtdk indexei
5 Ri—{reR|R(r) C U}:o Mj}\U};g) R;; // reakcidk indexei
6 1141

7 until R; = ();
Moo & M\ UIZ) My;
Roo ¢~ R\ UL Ry

o ®

Egy anyagfajta, illetve reakciolépés Volpert-indexe j, ha az eljards végén az M;, illetve
R; halmazba kertil. Szemléletesen egy paros graf csticsait indexezziik, amelynek két pont-
osztilya az anyagfajtdk és a reakcidlépések. Ez a graf — melyet a formadlis kémiai mecha-
nizmus Volpert-grafjdnak neveziink — voltaképpen megegyezik a Petri-hdléval, jel6lés és
sulyfiiggvény nélkiil. Hatékony implementdacio esetén az indexezett graf minden csticsat
egyszer vessziik sorra, és tessziik valamelyik M; vagy R; halmazba, igy az algoritmus

lineéris idejti.

Ez az eljards eredendden a megoldasok kvalitativ jellemzésére szolgdl — az idézett
tételen kiviil a megolddsok t = 0 koriili viselkedését is jellemzi —, emellett azonban a
brutté reakciék felbontasainak vizsgélatara is hasznédlhat6. Ezt el6szor a [15] dolgozatban
mutattdk meg, az ott alkalmazott modszer a 3.7. alfejezetben bemutatott kémiai problé-
mak vizsgalatdndl is el6kertil, ezért a reakcidkinetikai programcsomagban is implemen-
tdltam. Egy egyszerfisitett véltozatat pedig el6feldolgozasi lépésként is haszndalhatjuk,
ezt a véltozatot ismerteti a 3.5.3. szakasz. Az el6bbi formalizmussal az egyszerfisitett
algoritmus agy irhat6 le, hogy nem indexezziik az M; és Rj halmazokat, hanem egy-egy

(Mo és Rp) halmazban gyfijtjiik a véges index{i anyagfajtdk és reakcidk cstcsait.



4.1. A CCD MODELL 39

A Feinberg-Horn-Jackson-graf

Egy masik, 0sszetett kémiai reakcidhoz rendelt graf, melynek tulajdonsagaibol kovetkez-
tethetiink a (4.1) egyenlet megoldésainak tulajdonsagaira a Feinberg-Horn—Jackson-graf.
Mivel ez az el6z6 szakaszban bemutatott Volpert-graffal ellentétben nem kapcsolédik
szorosan mads, e dolgozatban targyalt problémdkhoz, csak egy rovid leirast adunk [3,
2.3.6. szakasz] alapjan, amely azonban mar elégséges ahhoz, hogy az elkészitend reakci-
Okinetikai programcsomagban (5. fejezet) a megfeleld programrészeket elkészithessiik. A
grafhoz kapcsol6do 4.1. tétel érdekes példéja annak, hogy pusztan a reakcidlépések kap-
csolatdnak struktardjabol kombinatorikus modszerekkel kovetkeztethetiink a kinetikai
differencidlegyenletek megoldasainak korantsem nyilvdnvalé kvalitativ tulajdonsagaira
— ebben az esetben arra, hogy bizonyos kombinatorikus feltételek mellett periodikus
megoldasok nem létezhetnek, aszimptotikusan stabilis megolddsoknak azonban létez-
nitik kell.

Az (M, R, «, B) formélis kémiai mechanizmus komplexeinek a reakciélépések két ol-
daldn szereplé anyagkombindcidkat nevezziik, ezek megfeleltetheték az « és 3 matrix
kiilonb6z6 oszlopainak. (Példaul a 4.1. alfejezetben latott Lotka—Volterra-modell kom-
plexei: 0, X, 2X,Y,2Y és X + Y.) A mechanizmus Feinberg-Horn—Jackson-grifja (roviden
FHJ-grafja) az a graf, amelynek csticsai a komplexek (minden komplex csak egyszer sze-
repelhet), és egy (Cy, C2) rendezett par akkor (irdnyitott) éle a grafnak, ha van C; — C;
reakci6lépés a mechanizmusban. Egy mechanizmust gyengén megfordithaténak neve-
ziink, ha minden olyan (Cy, C;) pérra, amelyre az FHJ-grafban 1étezik TC; irdnyitott at,

0
hasonloképpen létezik C,C1 irdnyitott Gt is. Igazolhat6 a kovetkezd tétel.

4.1. tétel (zéro deficiencia-tétel) Jelolje N az (M, R, «, 3) formdlis kémiai mechanizmusban
elofordulé komplexek szdmdt, L az FHJ-grdf er0sen 0sszefiiggd komponenseinek szamit, S pedig
a vy := 3 — o mdtrix rangjdt, és tegyiik fel, hogy a formdlis mechanizmus & == N — L — S

egyenldséggel definidlt deficiencidja zérus. Ekkor

1. A (4.1) kinetikai differencidlegyenletnek akkor és csak akkor létezik pozitiv staciondrius

pontja, ha a mechanizmus gyengén megfordithato.

2. Ha a mechanizmus gyengén megfordithatd, akkor a sebességi dllandok tetszdleges értéke
esetén minden reakciészimplexben létezik pontosan egy staciondrius pont. Minden stacio-
ndrius pont relative, lokdlisan aszimptotikusan stabilis. Nemtrividlis (azaz nem konstans)

periodikus megolddsok nem léteznek.

Példa Tekintsiik az X=Y két reakcidlépésbdl 4116 kémiai mechanizmust. Errem =1 =2,

v=(7"1) azazadeficiencia = N—L—S =2—1—1 = 0, hiszen az FHJ-graf egyetlen
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— kétpontti — er6sen Osszefiiggé komponensbdl éll, és ranky = 1. A mechanizmus gyen-
gén megfordithat, tehdt a reakciélépések sebességétdl fliggetlentil léteznie kell pozitiv

staciondrius pontjdnak is.

Ha az X—Y reakci6 sebességi dllanddja k1 > 0, mig a forditott irdnyté k, > 0, a (4.1)
kinetikai differencidlegyenletek az alabbi alakot oltik:

x(t) = —kix(t)+kay(t),
y(t) = kix(t) —kay(t),
valamilyen ¢y = (x(0),y(0)) = (xo,Uo) nemnegativ kezdeti koncentrdciévektorral. Az

egyenletet megoldva a koncentracié—ido fiiggvények:

1

x(t) = P (Xo(kz T ke Rtklty Ly, ke +k2)t)) )
] - —

y(t) = k] T k2 <X0(k.| _ k]e (k4 +k2)t) +y0(k1 + kze (kq +k2)t)> ]

A megoldasbdl azonnal leolvashat6, hogy a megolddsvektor bennmarad a cp-hoz tartozé
reakciészimplexben, azaz a (co + 8(y))N (Rg)m halmazban, hiszen xg,yo,t > 0éskj, ko >
Omiatt x(t),y(t) > 0, tovdbbd x(t) +y(t) = xo+yo. (Ez utébbi a differencidlegyenletekbdl

is azonnal latszik, hiszen x(t) + y(t) = 0.)

A megoldas hatarértékét véve kapjuk, hogy az (xo,yo) kezdeti értékhez tartoz6é meg-

5 ka2 (xo+yo) kil(xo+yo) P . e i1 x
oldéas a ( Gk g0k, ) staciondrius ponthoz tart, amely ezek szerint létezik és

egyértelmti a kezdeti értékhez tartozo6 reakciészimplexben. A staciondrius pontokbél in-
dul6 konstans megolddsokon kiviil periodikus megoldds tehdt nem létezik. Ha a staci-
ondrius pontbdl tgy mozditjuk ki a megoldast, hogy az a reakciészimplexben marad,
akkor a megoldds visszatér az eredeti staciondrius pontba. Ezzel a 4.1. tétel masodik

pontjanak minden allitasat illusztraltuk a példan.

Az allitdsokat szemlélteti a 4.1. dbra. A pontozott vonalak a (példdnkban egydimen-
zi0s) reakciészimplexek, minden szimplexben pontosan egy staciondrius pont van, ezek
halmazat jelzi a vastag szaggatott vonal. A sziirke pont egy staciondrius pont. A hozza

tartozo reakciészimplex pontjaibél inditott megoldasok ehhez a ponthoz tartanak.
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>
X

4.1. dbra. A zér6 deficiencia-tétel szemléltetéséhez

4.2. A folytonos idejtii, diszkrét allapotterti, sztochasztikus (CDS)

modell

Az ebben a szakaszban ismertetett modellben az anyagfajtdk mennyiségét a molekuldk
szamanak (nemnegativ egész) vektordval irjuk le, a reakciok bekdvetkezését pedig szto-
chasztikusnak tekintjiik, azaz hagyomanyos sztochasztikus Petri-hdl6kkal dolgozunk,
melyben egy dtmenet tiizeléséhez — azaz egy reakci6lépés bekovetkezéséhez — rendelt
exponencidlis eloszlast valdszintiségi valtozé paramétere most a reakciolépés sebességé-
nek és a reakcidoban résztvevd anyagok koncentraciéinak fiiggvénye.

Az (M,R, «, 3) Osszetett kémiai reakci6 folytonos idejii, diszkrét allapotterti, szto-
chasztikus (vagy CDS) modelljének azt az X(t) = (X;(t),... X ()T megszamlalhato
allapotterfi, vektorértékii, folytonos paraméterti, homogén sztochasztikus Markov-folya-
matot nevezziik, melynek allapottere N7, infinitezimdlis generatormadtrixa (vagy ratamat-
rixa) az a Q = [qp ] végtelen matrix, melynek &ltalanos eleme (a korabban is hasznalt
jelolésekkel vy := 3 — o; a Y matrix i-edik oszlopvektora v;):

3

q‘p,r = Z ki (pj)(Xj‘i) ha p ?é T, (42a)
Liyi=r—p j=I
dpp = — Z dp,r (4.2b)
TIT#p

ahol (a)y az
(a)o:=1; (ajk:=ala=1)---(a—k+1) (k=>1)
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egyenletekkel definidlt leszall6 faktoridlis hatvany fiiggvény, a ki pozitiv konstansok
pedig a reakci6lépések sebességi egyiitthatoi. Vagyis csak azon éllapotparok kozotti at-
menetekhez tartozoé érték lehet pozitiv, amelyek kiilonbsége az R-beli reakciok valamelyi-
kének hatasaval egyenld; ilyenkor a métrix megfelel eleme az allapotvaltozast el6idézo
reakci6lépések sebességeinek dsszege, az egyes reakciok sebessége pedig a rendelkezésre
all6 anyagok mennyiségétdl fligg — specidlisan, ha p; < «;i, azaz Petri-hal6s sz6hasz-
nélattal élve az i-edik dtmenet nincs engedélyezve, mert a j-edik helyen nincs elegend6
szamu token, akkor a sebesség zérus. Ha a tokenek szdma nagyon nagy (p; > 0), akkor
a leszall6 faktoriélis hatvany kdzonséges hatvanyozassal kozelithets, (4.2a)-ban (pj)«;
i

helyett p;”"" irhato.

4.2.1. Sztochasztikus szimulacio

A sztochasztikus Petri-hdlokkal modellezett rendszerek vizsgélatat praktikus okokbdl a
leggyakrabban szimulacidval végzik: a rendszert a kezd6éllapotabodl sokszor — az alkal-
mazott véletlenszam-generdtor kiilonboz6 kezd6értékei mellett — Gjrainditjadk, majd meg-
hatarozott ideig futni hagyjak. E médszer egyik elénye, hogy a rendszer vizsgélt paramé-
tereit a szimuladcié eredményébdl kiolvasni sokkal egyszertibb, mint a Petri-hdl6hoz tar-
toz6 homogén Markov-lanc — esetleg kivitelezhetetlen — szimbolikus analizisét elvégezni.
Egy masik érv a szimuldcié mellett, hogy az egyszer(i sztochasztikus Petri-hal6knal al-
talanosabb halok estén is lényeges modositas nélkiil alkalmazhaté. Ilyen — els6sorban
az informatikai és a megbizhat6sdgi modellezésben elterjedt — &ltaldnosabb hélétipus
példaul az dltalanositott sztochasztikus Petri-hdlé (GSPN), amely id6zitetlen dtmeneteket
is tartalmaz. (Az iddzitetlen dtmeneteknek azonnal kell tiizelniiik; tobbek kozott logi-
kai feltételek modellezhettk a segitségiikkel.) Egy tovabbi altaldnosabb Petri-halé tipus
a determinisztikus-sztochasztikus Petri-halé (DSPN), amely determinisztikusan id&zi-
tett (az engedélyezettségiik utdn rogzitett At id6vel tiizel6) dtmeneteket is tartalmaz. A
GSPN-ek hibattirs, a DSPN-ek pedig elsésorban valdsidejii rendszerek modellezésében
hasznélatosak [2]. Ugyancsak lényegében modositas nélkiil alkalmazhaték a szimulécios
modszerek félmarkov-folyamatokkal leirhaté modellek esetén. E szakaszban a sztochasz-
tikus szimuldcié médszereit ismertetem.

A szimulaci6 egy lehetséges megval6sitdsa a 4.2. algoritmus, amely egy megadott
id6épontig szimulalja a Petri-halé m{ikodését. Az algoritmus egy segédfiiggvényt hasznal:
a VSzam(A) fiiggvény egy A paraméter{i exponencidlis eloszlasti véletlen szamot ad vissza.

Az eljaras ugy szemléltethetd, hogy minden dtmenethez egy-egy ,ébreszt6orat” ren-
deliink, amelyet (exponencidlis eloszldst) véletlen id6pontra allitunk be. Az az d&tmenet
tiizel, amelyiknek az 6rdja a leghamarabb jér le; ilyenkor az eloszlasok paramétereit a
megvaltozott jelolésnek megfelelen Gjraszdmoljuk (4.2a) szerint, és az 6rakat ez alapjan
Gjra bedllitjuk. Minthogy az dtmenetek tiizelése — azaz a reakciok bekovetkezése — egy-
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4.2, algoritmus: Sztochasztikus szimuléci6 I.
Bemenet: (M, R, «, B) Petri-hdl6, M kezdeti jelolés, T id6pont.
Kimenet: A Petri-hdlo6 4ltal generdlt sztochasztikus folyamat egy realiz4cidja; a
folyamat dllapota az [X, Xi+1) id6intervallumban y;.

t« 0; p « My; lépés « 0;
whilet < T do
Xigpgs ¢t
Yigpes < P
fori=1tordo

L Ai — V5zam(1/dp,piy;)
i « arg minj Aj;

8 t—t+A4A;

9 | PEPEYIS
10 |épés « lépés + 1

N Ul R WN -

11 X|épés —T ;
12 return (X, y)

mastol teljesen fliggetlen, ez a szimuldcids stratégia igen szemléletes. Létezik azonban
hatékonyabb stratégia is, jobb megvalésitas a 4.3. algoritmus.

4.3. algoritmus: Sztochasztikus szimulaci6 II.
Bemenet: (M, R, &, 3) Petri-hdlo, M kezdeti jelolés, T id6pont.
Kimenet: A Petri-hal6 altal generalt sztochasztikus folyamat egy realizacidja; a
folyamat dllapota az [Xi, Xi+1) id6intervallumban y;.

1t 0;p«— My;lépés « 0;
2 whilet < T do

3 Xgpes 1

4 Yiepes < P/

5 t «— t4 VSzam(} qpqr) ;
6 p « VAllapot (o, 3,P) ;
7 |épés « lépés +1;

8 Xigpes < T ;

o

return (X, y)

Ez az algoritmus egy tovabbi segédfiiggvényt hasznal. A VAllapot(«, B, p) fliggvény
egy p-t6l kiillonbozo véletlen r dllapotot sorsol ki az egy 1épésben pozitiv valdszintiséggel
elérhet6 dllapotok, azaz a p + vy, (i =1, ..., 1) dllapotok koziil tgy, hogy a p + v; dllapot

dp,p+vi
2iGpptvi
Az algoritmus mi{ikddése gy szemléltethetd, hogy elébb kisorsoljuk, mikor tiizel va-

valoszintisége (4.2a) jeldléseivel

lamelyik &tmenet, majd azt, hogy melyik &tmenet tlizel. Megmutathatd, hogy ha a masodik
megvalodsitdsban a véletlen szdmokat és allapotokat a megadott szarmaztatott paraméte-
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rekkel sorsoljuk, akkor a két modell ekvivalens. (Sajnos tobb nagy lélegzeti, 6sszefoglalé
munka is, mint péld4ul a [2,3] kdnyvek is vagy csak az els6, szemléletes, vagy csak a ma-
sodik, hatékony stratégiat emliti meg.) Részletes bizonyitas helyett csak annyit jegyziink
meg, hogy az 4llitds a kovetkez6 észrevételek segitségével igazolhato:

4.2.lemma Legyenek X1,... X, rendre Ay, ..., A, paraméterii exponencidlis eloszldsii, teljesen
fiiggetlen valdsziniiségi viltozdk. Ekkor

1. Az A := min; Xy valdsziniiségi vdltozé egqy Y ; Ny paraméterii exponencidlis eloszldsii
valdsziniiségi vdltozo,

2. A B := arg min, X; valdsziniiségi vdltozé egy P(B =k) = Z)\lk}\l (k=1,...,7) eloszldsii
valdszintiségi vdltozo, tovdbbd

3. A és B fiiggetlenek.

A masodik, kevésbé intuitiv szimulécios stratégia mellett az sz6l, hogy egy szimula-
ci6s 1épéshez az atmenetek (reakciok) szamatol fiiggetleniil csupdn két véletlen szdmot
kell sorsolnunk, mig az els6 megvaldsitdsban v szdmu dtmenet (reakcid) esetén v fiig-
getlen véletlen szdmra van sziikségiink 1épésenként, mig az egyéb szamitasi koltségek
lényegében azonosak.

Az el6bbiek alapjan a masodik stratégia latszélagos aszimmetridja is egyszerfien ma-
gyardzhat6: a tiizel6 dtmenetet és a tiizelési idSpontot kijelold valdszintiségi valtozok
a 4.2. lemma éllitasa szerint fliggetlenek, igy a sorsolasuk sorrendje felcserélhets.

4.3. A CCD és CDS modellek kapcsolata

Ebben a szakaszban a két bemutatott modell viszonyaval kapcsolatos néhdany eredményt
mutatok be Kurtz [17] publikdcidja és a [3, 3. fejezet] konyvfejezet alapjan, egyszerfisi-
tett levezetésekkel. A leglényegesebb idézett eredmény szemléletesen tigy fogalmazhato,
hogy a sztochasztikus modell realizacidjanak varhato értéke ,majdnem kielégiti” a deter-
minisztikus modell differencidlegyenletét.

Mint a folytonos idejti Markov-ldncok vizsgalatdndl dltaldban, a CDS modellii folya-
mat miikodését a (4.2) egyenletekkel ekvivalens médon a kovetkez8képpen is leirhatjuk.
A rendszer allapotanak megvaltozdsa egy rovid id6intervallumban (t > 0 tetszOleges,
s > 0 kicsi) a (4.2) egyenletben bevezetett jelolésekkel:

P(X(t+s) =71[X(t) =p) = dprs + €(s)s, (4.3)

ahol limg_,pe(s) = 0.
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frjuk fel a teljes valészinfiség tételét X megvéltozdsara egy rovid intervallumon (4.3)

felhasznalasaval:

P(X(t+s)—X(t)=d) = ) (P(X(t+s)=p+d|X(t) =p))P(X(t) = p)
P

= Z (dpptas +e(s)s) P(X(t) = p).
P

Eszerint a megvaltozds varhato értéke:
E(X(t+s)—X(t) = Z P(X(t+s)—X(t)=d)d

- ZdZ (appras + ls)s) PX(1) = ).
d p

Osszuk mindkét oldalt s-sel, helyettesitsiik be (4.2)-t, végiil vegyiik mindkét oldal hatar-
értékét s — 0 esetén! (A jobb oldalon a hatdrdtmenet nyilvdnval6an elvégezhetd, tehat a
bal oldal hatarértéke is 1étezik):
. EX(t+s)—-EX(t)
lim =

s—0 S

d
aEX =

) ki [ [(p3)ey PIX(1) = )
P

Lyi=d  j

Z ﬂ/lH p) o, IP(X(t) = p)
p

j=1

2_PX(Y kal‘[

i=1

Il
4

= Ef(X(1),

bevezetve az f2(p) := 3 {_; kivi [ [[2(pj) o ; jelolést. Igy egy differencialegyenletet kap-
tunk a sztochasztikus modell varhat6 értékére. Ha X(t) > 0, akkor a leszall6 faktori-
alis hatvany jol kozelithetd egyszer(i hatvanyozéssal, igy kapjuk a kovetkezs, a CCD-
modellre még jobban emlékeztetd egyenletet:

d

aE X(t) = EF(X(t)), (4.4)

ahol f(p) := 3 I_; kivi [[1% p; . Anyagfajtinként felirva:

m

d ” o .
thXi(t)E(;kj(ﬁi‘joqj)ﬂ(xl(t)) ) i=1,...,m). (4.5)



46 4. FEJEZET. KEMIAI REAKCIOK CCD ES CDS MODELLJE

A (4.5) egyenlet mar majdnem anal6ég a CCD modell (4.1) egyenletével Az f fiiggvény
azonban altaldban nem linearis — pontosabban csak tn. elsérendii, azaz egyetlen reaktanst

reakciok esetén az!

—, ezért dltalaban nem cserélhetd fel a varhatéérték-képzés operdtora-
val. A (4.1) egyenlet legpontosabb analogonja a %E X(t) = f(EX(t)) egyenlet volna (,,a
sztochasztikus modell varhatoérték-ido fiiggvénye kielégiti a determinisztikus modellre
vonatkoz6 differencidlegyenletet”), ez azonban altaldban nem teljestil, csupan a hasonlé,
kozelits (4.4)—(4.5) alakban.

Ugyancsak az f illetve f; fliggvénnyel irhat6 fel a feltételes virhato sebességre vonatkozo
egyenlet. Irjuk fel az X megvéltozasanak feltételes varhat6 értékét egy kis intervallumon

(a feltétel a pillanatnyi dllapot):

E(X(t+s) =Xt [X(t)=p) = > dP(X(t+s)—X(t)=d|X(t) =p)
d
= Y dP(X(t+s)=p+d|X(t)=p)
d

= Z d (dppras +e(s)s).

d

Ismét s-sel osztva, behelyettesitve (4.2)-t, és véve mindkét oldal (1étez6) s — 0 hatarérté-
két, rovid szamolassal a

d
dt
egyenléség adodik. (Vagy S E(X(t)|X(t) = p) ~ f(p), a kordbbi f,(p) ~ f(p) kozelitést
alkalmazva.) Ezzel a (4.1) kinetikai differencidlegyenlet jobb oldalan talalhat6 fliggvény-

E(X(t)[X(t) = p) = f2(p) (4.6)

nek a sztochasztikus modellben is szemléletes jelentést tulajdonithatunk.

! Ugyanez a Petri-h4lék nyelvén megfogalmazva: minden dtmenetnek egyetlen bemend helye van, és
minden olyan él stilya egy, amely helyt6l dtmenet felé mutat.



5. fejezet

A reakcidkinetikai programcsomag

Ebben a fejezetben bemutatom a kordbbiakban ismertetett eredmények felhasznéldsaval
altalam készitett, dltaldnos céla reakcidkinetikai programcsomagot. El6szor roviden is-
mertetek néhdny korabbi, reakcidkinetikai problémadk, illetve Petri-halé alapt modellezés
szamitogépi tamogatasara késziilt programot, azok leglényegesebb elényeire és hianyos-
sdgaira koncentrdlva. Az ezekbdl nyert tapasztalatok nagy mértékben meghataroztak
az altalam elkészitendd programmal szemben tdmasztott kovetelményeket is. Ezutan

attérek az implementdci6 részleteire, valamint a program bemutatasara.

5.1. A program el6zményei

Petri-hdlék analizise és szimulaciéja. Petri-hal6 analizdl6 programbdl szamtalan ké-
sziilt médr, csak néhdny a legelterjedtebb, PC-s platformokon futd, ingyenes szoftverek
koziil, amelyek képesek egyszer{ibb analizis feladatokat megoldani, példdul T- és P-inva-
ridnsokat keresni [37]: Integrated Net Analyzer (INA), Platform Independent Petri Net
Editor (PIPE), Programming Environment based on Petri Nets (PEP), Petri Net Kernel,
Analisador de Redes de Petri (ARP), Predator. E programok tobbsége azonban megle-
het6sen régi kelet(i, és a nyilt forrdskéduiak is rosszul vannak dokumentalva; termékta-
mogatds nélkiili fejlesztésiik, hibajavitasuk rendkiviil nehéz feladat, ugyanakkor szamos
programhiba neheziti a hasznalatukat.

Sztochasztikus szimuldcidra késziilt ingyenes, elterjedt szoftverek példdul a Petri-
Sim, a PNTalk vagy a mar emlitett PIPE. A Petri-halé szimuldtorok kémiai mechaniz-
musok szimuldcidjdra is alkalmazhatok. A legegyszertibb ingyenes termékek is megfelel-
nek a célnak, hiszen csak egyszerti sztochasztikus Petri-hdlokat (SPN) kell szimuldlnunk
a 4.2.1. szakaszban ismertetett médon. (A legtobb szoftver SPN-t, illetve a 4.2.1. sza-
kaszban roviden szintén megemlitett altaldnositott sztochasztikus Petri-halét, GSPN-t,

is szimuldl.) E programok hasznalatdnak egyetlen hatranya, hogy semmilyen feliiletet

47
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nem adnak a reakciokinetikai alkalmazashoz. (A programokhoz nem kapcsolhat6 pél-
daul olyan plug-in, amellyel a reakcidkinetika és a Petri-hdlok nyelve kozotti forditas
elvégezhetd.) Ha mégis ezeket vélasztjuk, a legtobb, amit megtehetiink, hogy olyan pro-
gramot keresiink, amelynek kvazi-szabvanyos, vagy legaldbbis nyilt Petri-hal6 forma-
tuma van, majd a reakcidkinetikai célti program kimenetét ugyanilyen formatumra hoz-
zuk. Ilyen, a kozelmultban egyre elterjedtebbé valo, de még napjainkban is fejlesztés alatt
all6! formatum a PNML (Petri Net Markup Language), amelyet egyre tobb eszkoz tdmogat,
példdul a mér emlitett PIPE és a PEP is. E nyelv elénye, hogy XML-alapt, igy irasa-
hoz, olvasasdhoz és mas XML formatumokra konvertaldsdhoz (mint amilyen a biokémiai
reakci6hdlozatok lefrdsara alkalmas, szintén fejlesztés alatt all6 Systems Biology Markup
Language [38]) szinte minden korszer(i programozasi nyelven talalunk kész fiiggvény-
(vagy objektum-) konyvtdrat.

Elemi reakcidk elddllitdsa. A brutté reakcidk felbontasaval foglalkozé szerzék rend-
szerint feltételezik, hogy az elemi reakcidlépések listdja konnyen meghatdrozhato, és igy
a brutt6 reakcidval egyiitt adva van. Ennek gyakran az az eredménye, hogy a folyamat
modellje a valdsdgosndl sokkal egyszertibb, a figyelembe vett elemi 1épések szama gyak-
ran nem, vagy alig nagyobb a reakcidban résztvev anyagok szamanal [5,28]. Kifejezetten
erre a célra készitett programok hijan a linedris diofantoszi egyenletrendszerek megolda-
sdra képes matematikai programcsomagok hasznalhatok. (Példaul a Contejean—Devie-
algoritmusra épité Mathematica 5.)

Felbontasok el6allitisa. A felbontdsok eldéllitdsdra szolgdl6 altalanos céla program
mindeddig nem késziilt. A reakcidk felbontasdval kapcsolatos vizsgalatok sordn termé-
szetesen kordbban is alkalmaztak szamitégépes modszereket, azonban a meglévé ered-
mények tobbnyire ad hoc megoldédsokra épiilnek, és felhasznalnak —jellemz&en csak szer-
ves reakciok esetén — rendelkezésre 4116 termodinamikai adatokat. Jol ismerik példdul a
szénhidrogének égési folyamatait [30], a szervetlen reakcidk felbontdsarél azonban sok-
kal kevesebbet tudni. A cél ezért olyan program készitése volt, amely altaldnos céld, azaz
kiegészité kémiai adatok nélkiil is hasznalhat6, ugyanakkor lehet6séget ad a felhaszna-
l6nak kiegészitd feltételek (vagy akér teljes algoritmusok) beépitésére is a felbontdsok

meghatarozasa soran.

! Bér e formatum mar nem mondhaté gyerekcipSben jarénak, a szabvanyositdsa koriili problémak
megoldasa napjainkban is olyan 6néll6 konferencidk témédja, mint példdul az e dolgozat elkésziiltének
hénapjaban esedékes Second Workshop on the Petri Net Markup Language 2005 (PNML 05) - “Towards an
ISO/IEC Standard Transfer Syntax for Petri Nets”. Az érdekl6d6 olvasé/ fejleszt6 az ehhez hasonlé workshopok
konferenciakiadvanyaib6l b6ségesen merithet informaciot.
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Kinetikai differencidlegyenletek megoldasa. Erre a feladatra sokféle program késziilt
korédbban, de ezek is jobbdra specidlis egyenletek megoldadsaval foglalkoznak. Vélhet6en
a legelsd ilyen, kereskedelmi forgalomba hozott program a John Chesick altal 1979-ben
FORTRAN nyelven irt megoldéprogram [4]. Az egyébként szdmtalan (fizet6s) mérnoki
és tudomdanyos programcsomaggal kiegészitett matematikai szoftverekhez (Mathematica,
Maple, Matlab) nem kaphat6 altaldnos célu reakcidkinetikai csomag, a Mathematica fej-
leszt6inek javaslata, hogy irjuk fel az egyenleteket kézzel, majd oldassuk meg a beépitett
DSolve vagy NDSolve differencidlegyenlet-megoldéval [36]. Hasonlé megoldds minden
mas matematikai szoftverrel is adhato, az ilyen szoftverek alkalmazédsanak elénye, hogy
magunk készithetiink hozzajuk kiegészité csomagokat; végiil én is egy ilyen implemen-
tacié mellett dontdttem. Az 5.1. tdblazat néhany komolyabb, napjainkban is hozzéaférhetd,
karbantartott, ingyenes (illetve demo valtozatban elérhet6 fizet6s) program jellemzoit

mutatja be.

5.2. Formai kovetelmények, dltalanos megfontolasok

Az el6z6 alfejezetben leirt tapasztalatok alapjan az elkészitend6 programmal szemben
tdmasztott legfontosabb kdvetelmények az aldbbiak voltak:

e a program legyen &ltaldnos céld, ne specidlis részteriiletre koncentraljon,

e a felhaszndlénak haszndlhasson kémiai (nem matrixos) formalizmust is,

¢ a felhaszndlonak alkalmazhasson kiegészitd feltételeket, esetleg sajat algoritmuso-
kat is,

e a program legyen platformfiiggetlen,

o legyen jol dokumentalt, (mdsok &ltal is) tovabbfejleszthetd.
A programcsomag tervezett funkciéi négy f6 modulra oszthatok:

o brutté reakciok felbontasa elemi reakcidlépésekre,

o reakcidk sztochasztikus szimulacidja,

e a kinetikai differencidlegyenletek felirdsa és megoldasa,

e a kinetikai differencidlegyenletek megoldédsainak kvalitativ jellemzésének tdmoga-
tasa.

5.3. Implementacidés kérdések

Az el6z6 alfejezetben ismertetett kovetelményeket és az implementaland6 algoritmusok

matematikai részleteit szdmba véve egy Mathematica csomag (add-on package) készitése
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a program neve platform nyelv altaldnos céli  kémiai feliilet megjelenités specidlis ar
funkciok
BioKMod [26] platform- Mathematica nem nincs a futtatokor- — ingyenes
fiiggetlen nyezetben
ChemSimul [14] Windows, FORTRAN nem van van — 1000 USD
egyes Unixok
CRNT [9] DOS N/A igen igen van kvalitativ ingyenes
vizsgélat
KinAl [31] DOS FORTRAN igen van nincs érzékenységi ingyenes
analizis

5.1. tdblazat. Reakcidkinetikai programcsomagok
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mellett dontdttem. Ennek a megvalésitasnak szamos elénye koziil is kiemelenddek az
alabbiak:

e jol olvashat6, tomor, konnyen attekinthetd kod,
e rugalmas adatszerkezetek,
e matematikai szemléletméd, hatékony funkciondlis programozasi elemek,

¢ nagyteljesitmény(i beépitett nagyszam-aritmetika, pontos egész és raciondlis arit-
metika,

¢ nagyteljesitményi beépitett szimbolikus és numerikus fliggvények,
e integrélt linedris programozasi rutin,
o kivalo grafikai képességek, két- és haromdimenzids dbrak készitésében egyarant,

o platformfiiggetlenség.

A pontos egész és raciondlis aritmetika azért is kiemelendd, mert nagy méret{i egyen-
letek esetén a numerikus hibak (igaz, nagyon ritkdn) hibds végeredményre vezettek. A

valasztott kornyezet f6bb hatranyai:

o koltséges (bar kutatdintézetekben és akadémiai kornyezetben igen elterjedt),
e nem nyilt forrask6d, néha koriilményes a terméktdmogatas,

o az elkészitett programok nem fordithatok, csak interpretdltan futtathatok.

5.3.1. Adatstruktarak, adattipusok

A vélasztott kornyezet nem tdmogatja a magas szintti objektum-orientalt programozast,
erre — sem a feladat jellegét, sem pedig a megcélzott felhasznél6i réteget figyelembe véve
—nincs is sziikség. A Mathematica funkciondlis programozasi feliilete ezzel szemben meg-
lehet&sen kényelmes lehet mindazok szdmaéra, akik a csomag mogott 4116 matematikai és
kémiai formalizmusban jartasabbak, mint a , konvencionalis” programozasban. Ennek
megfelel6en specidlis adatstruktarakat sem alkalmaztam, a Mathematica bels6 adatabra-
zolasdhoz illeszkedve listat, illetve listdk listdjat haszndltam vektorok illetve matrixok
megaddasara (matrixok esetén sorfolytonosan). A formélis kémiai reakciok adatait («x, 3
és Y matrixok, résztvevd anyagok stb.) is egy listaban fogjuk 6ssze, errél b6vebben lasd a
listat el6allit6 ToStoichiometry fliggvény leirdsat az 5.4.4. szakaszban.

Az anyagneveket karakterlancok formajdban adjuk meg, a kémiai reakcidkban sze-

repl6 egyiitthatok szimbolikus egészek.
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5.4. A megvalésitott fiiggvények

Az elkésziilt fliggvények interfészét az egyszertiség kedvéért az alkalmazott Mathematica
kornyezet formalizmuséval adtam meg; a meglehet6sen beszédes, bar elsére talan szo-
katlan jeloléseket a programcsomag nyelvét nem ismerd olvasé is megértheti.? Ezenkiviil
pontosan definidltam az egyes fiiggvények szemantikdjat is. A Mathematica konvenci6-
inak megfelel6en minden fliggvény ,beszédes nevet” kapott, és minden fiiggvényhez
elkészitettem a hasznalatat segitd leirdsat (usage messages). Ezért, illetve terjedelmi korla-
tok miatt ebben a fejezetben csak az elkészitett fliggvények felsoroldsa és nagyon tomor
leirasa olvashat6. A megvaldsitds részletezése helyett tobbnyire a 3. és a 4. fejezet megfe-
lel6 pontjaira hivatkozom, az ott ismertetett algoritmusok és programvazlatok alapjan a
Mathematica kod a legtobb esetben nagyobb nehézség nélkiil elkészithetd.

5.4.1. Segédfiiggvények

A konnyebb kezelhet6ség, illetve a programok robosztusabba tétele érdekében (a fligg-
vények bemend paramétereinek ellen6rzéséhez), szdmos segédfiiggvényt definidltam. A
Q (question) végti fliiggvények a Mathematica konvencidinak megfelel6en a bemend para-
méter (minden esetben egy lista) valamely tulajdonségat (,,tipusat”, halmazba tartozdsat)

ellen6rzik, logikai igaz /hamis értéket adva vissza.

a fliggvény neve az ellen6rzott tulajdonsag
DecompositionQ az inputlista egy felbontést jelol (nemnegativ

egész vektor)
GeneralizedDecompositionQ az inputvektor egy pozitiv egész szdmszorosa

felbontas (nemnegativ raciondlis vektor)

ElementaryReactionQ az inputlista egy elemi reakci6 vektorat jeloli
ReactionQ az inputlista egy reakci6 vektoréat jeloli
WeaklyReversibleQ az inputlista egy gyengén megfordithaté dssze-

tett reakci6 adatainak listdja (lasd az 5.4.4. sza-
kaszban a ToStoichiometry fliggvény leirdsat)

A reakciokat jelol6 vektorok egész szamokbol allé vektorok, az elemi reakciok vekto-
raiban a negativ komponensek 0sszege —1 vagy —2 lehet csak.

A WeaklyReversibleQ fiiggvény a kémiai mechanizmus gyenge megfordithatésagat
ugy ellendrzi, hogy meghatarozza a Feinberg—Horn-Jackson-graf (39. oldal) er6sen 6ssze-

figgd komponenseit, majd ellenérzi, hogy nincs-e a grafnak olyan éle, amelynek vég-

2 Rendkiviil kompakt (nagyrészt jelenleg is aktualis) bevezetd a szoftver hasznélatdba a [19] cikk, b&vebb
ismertetést tartalmaz a [29] konyv. A program hivatalos (a vildghalén is elérhet6) dokumentacidja [35]
minden részletre kiterjed, a jelolésekkel ismerkedé olvasénak ennek 2. fejezetével érdemes kezdenie.
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pontjai kiilonb6z6 komponensekben vannak. A graf éllistas dbrdzolasa esetén ez az algo-
ritmus linedris futdsideji, ha az er6sen 0sszefligg komponenseket mélységi bejardsokkal
hatdrozzuk meg [25, 6.4.3. szakasz].

5.4.2. Ki- és beviteli fiiggvények

Tovébbi segédfiiggvények segitik a felhasznalot az adatok bevitelében és az eredmények
formazott kivitelében. A felhasznalé szdmdra természetesebb, ezért konnyebben vissza-
olvashat6 és ellendrizhet6 az adatbevitel, ha a reakcilépéseket a felhaszndlé a hagyo-
ményos kémiai jeloléseket hasznalva adhatja meg, és nem kell a dolgozatban hasznélt
vektoros/matrixos matematikai formalizmust alkalmaznia. Hasonléképpen, a métrixos
formaban kapott eredményt is érdemes djra olvashat6 formdaba ontentink. Ennek meg-

konnyitésére szolgalnak az alabbi fiiggvények:

a fliggvény neve a fliggvény feladata

FromStep kémiai jelolésekkel adott reakcié vektorrd alakitdsa
ToStep vektor kémiai jelolésekkel adott reakciova alakitasa
PrintDecompositions brutté reakcié felbontdsdnak szép megjelenitése,

lasd az 5.4.3. szakaszban
ToStoichiometry a formalis kémiai mechanizmus legfontosabb
jellemzd&inek el6allitasa, 1asd az 5.4.4. szakaszban
ReactionRatesNotebook a sebességi allandok bevitelének tdmogatasa, rész-

letesen 14sd alabb

A felhaszndlo teljes szabadsdgot élvez egy kémiai mechanizmus reakciéinak megada-
sakor, a csomag értelmezi a jobbra, balra és oda-vissza mutat6 nyilakbdl felépitett reak-
cidlancok list4jat is, egy mechanizmus megadhat6 példaul igy: {A=B—C, A+C—B«D}.
Az igy olvashatébba tett adatok bevitelét segitend6 a csomag betdltésekor egy paletta
nyilik meg a formazashoz és adatbevitelhez legsziikségesebb gombokkal (nyilak, alsé-
fels6 indexek stb.); ez az 5.1. dbra képerny6képén is lathato.

Amikor a mechanizmushoz tartozé6 (4.1) differencidlegyenlet vagy a (4.2) egyenle-
tekkel definialt infinitezimalis generétor felirdsdhoz sziikséges sebességi dllandokat kell
megadnunk — példaul a kinetikai egyenletek megoldédsara szolgal6 fliggvény (5.4.5. sza-
kasz) vagy a szimulacids fliggvény (5.4.6. szakasz) alkalmazasakor —, csak egy kozon-
séges szdm- vagy szimbolumlistdt adhatunk meg, amely a sebességi egyiitthatokat a
reakcidlépések sorrendjében kell, hogy tartalmazza. A helyes sorrendet a vizsgalt ké-
miai mechanizmus f&bb jellemzinek adatait el6allité ToStoichiometry fliggvény szabja
meg (ennek részletes leirdsat lasd az 5.4.4. szakaszban): az ennek kimenetében szerepld

sorrend (reactionSteps paraméter) a megfelels. Sok reakci6lépés esetén a felhaszndalod
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5.1. abra. ReactionRatesNotebook példa

szdmadra igen koriilményes lehet kozvetlentil ezt a reakcidlistat bongészve megadni az
egyiitthatokat, ez konnyen hibdhoz is vezethet. A sebességi egyiitthatok kényelmesebb
megaddasdhoz ezért a csomag egy kiilon feliiletet is ad: a ToStoichiometry fliggvény
kimenetét a ReactionRatesNotebook fiiggvénynek atadva egy Gj Mathematica notebook
nyilik meg, amely tdbldzatosan tartalmazza a reakcidkat. A felhasznalénak csak a re-
akciok mellé kell irnia a sebességi allandokat, és a sebességi allanddkat megfelel6 sor-
rendben tartalmazo listat kap eredményiil. Ez els6sorban nagy méret(i — tobb tiz, széz
vagy akar ezer reakci6bdl dll6 — mechanizmus esetén jelent konnyebbséget. A fiiggvény
hasznélata kozben mentett képerny6képet mutat az 5.1. dbra.

5.4.3. Felbontasok eloallitisa

Amint azt a 2.4. szakaszban lattuk, egy megadott brutté reakcié felbontdsainak el6alli-
tasdhoz elébb az elemi reakcidkat kell meghataroznunk, majd a kapott elemi reakcidk

7 2

(vagy egy résziik) segitségével kell el6allitanunk a felbontasokat.
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7 2

Az elemi reakciok eldéllitdsanak feladatat egyetlen fliggvénnyel (ElementaryReac-
tions) megvalésithatjuk, ennek els§ argumentuma az atommatrix (amelynek a sorai fe-
lelnek meg az anyagfajtdknak, ahogyan azt példaul a 3.1. tdblazatban lathatjuk). Maso-
dik, opciondlis argumentuma a reakciék termékeinek maximalis szdma (alapértelmezés

szerint végtelen).

ElementaryReactions[atommatrix_?MatrixQ,

maxlen : (_Integer7Positive | Infinity) : Infinity,

opts___70ptionQ]

A fliggvény miikodését a kovetkezd tablazatban dsszefoglalt opcidkkal befolyasolhatjuk:

opcio6 neve opci6 hatédsa lehetséges értékek alapértelmezés
Method a megoldédsokat el6al- ContejeanDevie, ContejeanDevie
lit6 algoritmus kiva- LPBased,
lasztdsa MartinezSilva
Verbose engedélyezi, ill. tiltja a True, False True

futés kozbeni részered-

mények kijelzését

A termékek szamadra vonatkozo6 korldt (maxlen argumentum) mindharom algoritmus
esetén figyelembe vehetd tigy, hogy a felbontand6 vektort egy 1j, maxlen értékii kompo-
nenssel, a particiondlé vektorokat pedig egy 1 érték{i komponenssel bévitjiik, végiil egy
tovabbi, szintén egy 1 értéki komponenssel kiegészitett nullvektort vesziink a particio-
néalé vektorokhoz. (Utébbi ahhoz kell, hogy ne csak a pontosan maxlen termékii reakci-
6kat kapjuk meg.) Az igy kapott feladatot megoldva az utolsé particionalé vektorhoz
tartozo egyiitthatékat eldobjuk, igy kapjuk az eredeti feladat hosszkorldtos megolda-
sait. Ez a megoldds a fabejardson alapul6 algoritmusok (a naiv rekurziv algoritmus és
a Contejean—Devie-algoritmus) esetén ekvivalens azzal, hogy a keresési tér bejarasakor
nem lépiink a keresési fa maxlen-nél mélyebb szintjeire. A Contejean-Devie-algoritmus
esetén a 3.3. tétel alkalmazasaval tovabbi javuldst érhetiink el, ezt a megoldast is beépi-
tettem a fliggvénybe.

A felbontasokat el64llit6 fliggvény paraméterei rendre: a brutté reakcié vektora, az
elemi reakciok vektorainak listdja, valamint (opciondlisan) a felbontdsok maximalis mé-
rete. A fliggvény miikodését befolyasol6 opcidk megegyeznek az ElementaryReactions
figgvény opcidival, ezeken kiviil egy tovdbbi, alapértelmezés szerint True értékii Pre-
process opciéval valaszthatunk, hogy alkalmazzuk-e a 3.5. alfejezetben ismertetett els-

feldolgozasi algoritmusokat.
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Decompositions[overall_7ReactionQ,
steps : __7Reaction(,
maxlen : (_Integer?Positive | Infinity) : Infinity,
opts___70ptionQ]

7z

Az eldfeldolgozasi lépéseket kiilon, a felbontdsok el6allitdsa nélkiil is elvégezhet-
jik. Az Obligatory fliggvény a minden felbontdsban szerepld reakcidlépéseket, mig az
Omittable fliggvény az egyetlen felbontdsban sem szerepl6 reakciélépéseket adja vissza.
Az Obligatory fliggvény egy pdrokbol all6 listaval tér vissza, a kivalasztott 1épésekkel
egytitt azok minimalis egytitthatéjat is megadja. Mindkét fiiggvénynek két argumentuma

van: az elemi lépések listdja (vektoros formdban) és a brutt6 reakci6 vektora.

A felbontdsok nem szisztematikus el8allitasa

A felbontdsok 3.6. szakaszban ismertetett nem szisztematikus el6éllitasat (3.5. algorit-
mus) a CoveringDecompositionSet fliggvénnyel végezhetjiik, ennek hasznélata mege-
gyezik a Decompositions fliggvényével, kivéve hogy annak opciti koziil értelemszertien
csak a Verbose hasznélhat6, egy tovabbi opciéval (ObjectiveFunction) pedig a (3.9) line-
aris programozasi feladat célfiiggvényét médosithatjuk harom el6re beéllitott ¢ vektorral.

Az opcié lehetséges értékei és hatdsuk a kovetkez tablazatban olvashato:

az opcio értéke cl értéke (3.9)-ban

OriginalSelection az M halmaz karakterisztikus vektoranak komplemense
GreedySelection az M halmaz karakterisztikus vektora

FastSelection nullvektor

Az els6 varidci6 a 3.5. algoritmus eredeti valtozata. A célfiiggvény ilyen megvalasz-
tdsat az motivélja, hogy moh6 médon a lehet6 legkevesebb jeloletlen — vagyis a lehetd
legtobb jelolt — vektort igyeksziink kivalasztani minden iterdciéban, ezzel az iteracidk
szdma — és igy az el6allitott felbontasok szdma is — megné. Ha az algoritmust minél tobb
felbontds gyors generdldsdra kivanjuk haszndlni, ez a valasztas lehet a legcélszertibb. A
masodik valtozatot az el6z6 érveléshez hasonlé gondolatmenet alapjan akkor célszerti
valasztani, ha az algoritmust el6feldolgozasi 1épésként alkalmazzuk. (Természetesen az
elébbiek csak heurisztikus éllitdsok és érvelések, nem tételek és bizonyitdsok.) A har-
madik valasztast a gyorsasdga indokolja. Ilyenkor nem optimalizédlunk, csupan a lineéris
program egy megengedett megoldédsat kell megtalalnunk. Ha a lehetd legtobb felbontésra

van sziikségiink, a legbiztosabb mindharom célfiiggvénnyel lefuttatni az algoritmust.
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Indexezés

A 4.1.1. szakaszban ismertett Volpert-indexezést a VolpertIndexing fliggvény végzi. E
fliggvény paraméterezése egyrészt attol fiigg, hogy felbontast indexeziink-e (utélagos
indexezés), vagy pedig reakcidlistat (el6feldolgozasi 1épésként, ahogyan azt a 3.5.3. sza-
kaszban tettiik), masrészt pedig attol, hogy milyen formaban kivanjuk megkapni az ered-
ményt. A kovetkezd négy lehetdségiink van:

VolpertIndexing[decomp_7DecompositionQ, atomm_7MatrixQ, initial_List]

VolpertIndexing[decomp_7DecompositionQ, atomm_?MatrixQ, initial_List,
species_List, reactionsigns_List]

VolpertIndexing[reactions : __7Reaction(, initial_List]

VolpertIndexing[reactions : __7Reaction@], initial_List,

species_List, reactionsigns_List]

Az elsd két valtozatot, amint azt az argumentumok tipusai is jelzik, felbontdsok inde-
xezésére hasznédlhatjuk. Meg kell adnunk a felbontast, az atommatrixot (ugyantgy, mint
a felbontdsokat el64llit6 fiiggvények esetében), valamint a kezdeti anyagok sorszamainak
listjat. (A sorrendet az atommatrix sorai adjdk meg.) Az els6 esetben a kimenet a reak-
cidk és az anyagfajtak Volpert-indexeibdl all6 listapar. A méasodik véltozatban megadjuk
az anyagfajtak neveit, valamint a reakcidk neveit. Ilyenkor a fliggvény jobban olvashato,
tdblazatos formdban jeleniti meg az eredményt.

Ugyanez a kiilonbség a harmadik és negyedik valtozat kozott, ezeket azonban el6-
feldolgozasi 1épésként hasznalhatjuk. Atommadtrixra nincs sziikség, csupdn a reakcidk
vektorait, valamint a kezdeti anyagfajtak list4jat kell megadnunk.

Ha csupan arra vagyunk kivancsiak, hogy indexezhet6-e a felbontés, illetve a reak-
cidlista, az Indexable fliggvényt hasznalhatjuk. Ertelemszertien tigy paraméterezziik,
mint az elébbi fliggvényt az elsd, illetve a harmadik esetben. A visszatérési érték egy
igaz/hamis logikai érték.

Két tovabbi, a felbontasok el6allitdsdval kapcsolatos fliggvény a SelectMinimalDe-
compositions, amely a megtalalt felbontasok listdjabdl (ez a bemend paraméter) kivalo-
gatja a minimadlisakat, valamint a mar emlitett PrintDecomposition, amelyet kétfélekép-

pen paraméterezhetiink:

PrintDecomposition[decomp_?DecompositionQ, reactions_List]

PrintDecomposition[decomp_7DecompositionQ, reactionlist_7?MatrixQ, species_List]

Az els6 esetben a felbontds mellett a reakciok megnevezését (a megjelenitendé ka-
rakterlancot) kell megadnunk, a masodik esetben pedig a reakciék vektorainak listajat,
valamint az anyagfajtdk neveit. Ekkor a reakcidkat jelol¢ karakterldncokat a fliggvény
Osszeallitja az anyagfajtak neveibdl és a reakciok vektoraibdl, az 5.4.2. szakaszban mér

latott ToStep fliggvény segitségével.
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5.4.4. Kvalitativ vizsgdalatok

A kvalitativ vizsgalathoz els6dlegesen sziikséges fliggvény a ToStoichiometry fliggvény,
ez a reakciok listdjabol dllitja el a kémiai mechanizmus mindazon jellemz6 paramétereit
(Mathematica helyettesitési szabdlyok formdjdban, pl. species — {H;,0,}), amelyek a
reakcidlépésekbdl kozvetleniil — komolyabb szdmitasok nélkiil — leolvashatok. Ezeket

a kovetkez6 tdblazat foglalja Ossze, a fliggvény bemend paramétereit pedig az aldbbi
fuggvénydefinici6 mutatja.

ToStoichiometry[reactionlist_List, externalspecies_List : {}]

paraméter neve jelentése

species az anyagfajtak listaja
complexes a komplexek listdja
M a résztvevd anyagok szdma

reactionSteps a reakcidlépések listdja

R a reakciolépések szama

o4 a kémiai mechanizmus « matrixa

B a kémiai mechanizmus $ matrixa

8% a kémiai mechanizmus y métrixa
variables az anyagok koncentréci¢jat jelols valtozok

A ToStoichiometry fliggvény els6 bemend paramétere a reakciok listdja, ennek meg-
adasakor a felhaszndl6é a kémiai kornyezetben szokasos jeloléseket hasznalhatja, azaz
balra és jobbra mutat6, valamint kett6s nyilak kombindciéjaval tetszdleges lancokat is
képezhet. A kimend listdban mar kanonikus alakban olvashatok a reakcidk, azaz minden
reakci6é C1 — C; alakd; lancok, forditott irdnyt reakcidk vagy oda-vissza nyillal abrazolt
lépésparok nincsenek. Anyagnévként tetszéleges Mathematica karakterlanc elfogadhato,
az X anyag koncentracidjdnak jelzésére a fliggvény egy cx alaku véltozot vesz fel, ezek
a véltozok kertilnek a variables listdba. A mésodik, opciondlis paraméterben a kiilsd,
alland6 koncentracidjunak tekintett anyagokat sorolhatjuk fel. Ezek nem keriilnek az
anyagok listdjaba (igy az «, 3 és y mdtrixokba sem). A "0"-val jelolt iires komplex auto-
matikusan allandé koncentrdciéjinak tekintett anyagfajta.

A ToStoichiometry fliggvény kimeneteként kapott lista szolgdl a kémiai mechaniz-
musok kvalitativ és kvantitativ tulajdonsagait vizsgalé minden tovéabbi fliggvény be-
mend paraméteréiil. Ebben a szakaszban csak a dolgozat 4.1.1. szakaszaban ismertetett
kvalitativ tulajdonsagokkal foglalkozunk, a kvantitativ vizsgalatokhoz sziikséges fligg-
vényeket a kovetkez6 szakasz mutatja be.
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A felbontasok indexezésére szolgdlo fiiggvényeket az el6z6 szakaszban mar bemutat-
tuk. A Feinberg-Horn—Jackson-grafhoz kapcsol6dé fiiggvényeket is implementaltam. A
mechanizmus deficiencidjat a Deficiency fliggvény adja meg, a Feinberg-Horn-Jackson-
gréafot pedig az FHJ fiiggvény allitja el6. Ez utébbi kimenete a Mathematica Combinatorica
csomagjdban haszndlt Graph adatstruktaraval abrazolt gréfot ad vissza. Az ersen dssze-
fliggd komponenseket (az egy komponensben taldlhaté komplexek neveinek listdit tar-
talmaz¢ listdban) az FHIComponents fliggvénnyel kaphatjuk meg. A Feinberg-Horn-Jack-
son-grafot dbrazolhatjuk is a ShowFHJ fliggvény segitségével.

5.4.5. A Kkinetikai egyenletek megoldasa
A (4.1) kinetikai egyenletek megoldaséra a Concentrations fliggvény szolgdl:

Concentrations[tst_List, reactionrates_7?Vector(Q], initialvalues_7?VectorQ,
opts___70ptionQ]

Concentrations[tst_List, reactionrates_?Vector(], initialvalues_?Vector(Q,

endtime_?7NumericQ, opts___70ptionQ]

Az els6 paraméter ezuttal is a ToStoichiometry fliggvénnyel kapott paraméterlista, a
masodik a sebességi egyiitthatdk listdja (abban a sorrendben, ahogyan a reakciélépések a
ToStoichiometry kimenetében dllnak, ldsd a ReactionRatesNotebook fliggvény leirasat).
Ha az endtime paramétert nem adjuk meg (els6 sor), akkor a fiiggvény szimbolikusan
kisérli meg megoldani a kinetikai differencidlegyenleteket. Ez dltaldban reménytelen, az
eljaras sikere a Mathematica DSolve fliggvényébe beépitett differencidlegyenlet-megoldé
rutinoktdl fiigg. Ha megadjuk az endtime paramétert (masodik sor), akkor numerikus
megoldést kapunk a [0, endtime] intervallumban, a Mathematica NDSolve fliggvényének

felhasznélasaval.

Mindkét esetben a Mathematica megfelel6 fliggvényének sajat opci6it hasznalva ira-
nyithatjuk a megoldast, ezeket itt nem ismertetjiik, részletes leirds olvashat6 a szoftver
dokumentécidjaban [35]. A szimbolikus megoldést valasztva a reakci6lépések sebességi
allandoit és a kezdeti koncentraciokat is megadhatjuk szimbolikusan, a numerikus meg-

oldést véalasztva azonban nem.

A csomag nem tartalmaz a megolddsokat vizualizal6 fiiggvényt, valoéban altalanosan
hasznélhaté megjelenit készitése szinte reménytelen feladat. A koncentracidk a vizsgalt
intervallum egyes szakaszain tobb nagysagrenddel eltérhetnek, és nem is lehet mindig
sziikség az 0sszes anyagfajta koncentraciéo—ido fliggvényének egyidejli megjelenitésére.
A telhasznél6 azonban a Mathematica beépitett fliggvényrajzol6 utasitdsaival (Plot stb.)
természetesen felrajzolhatja a kapott megoldasokat.



60 5. FEJEZET. A REAKCIOKINETIKAI PROGRAMCSOMAG

A kinetikai differencidlegyenlet jobb oldalat az egyenlet megoldédsa nélkiil is felirhat-
juk, erre a RightHandSide fliggvény szolgdl. Ennek csak a Concentrations fliggvény els6é
két argumentumat kell dtadnunk, szimbolikus paramétereket is elfogad.

A megoldésok staciondrius pontjainak halmazéat a StationaryPoints fliggvénnyel
hatdrozhatjuk meg, szimbolikusan vagy numerikusan, ennek paraméterezése megegye-

zik a RightHandSide fliggvényével.

RightHandSide[tst_List, reactionrates_7VectorQ]

StationaryPoints[tst_List, reactionrates_7VectorQ]

A fuggvény a (4.1) differencidlegyenlet-rendszer jobb oldaldnak zérushelyeit haté-
rozza meg szimbolikusan (ha minden paraméter szimbolikus egész, raciondlis szdm vagy
valtozo) vagy pedig numerikusan (ha lebeg&pontos szam is szerepel a paraméterek ko-
z0tt).

5.4.6. Sztochasztikus szimuldcié

A szimulaci6t a 4.2.1. szakaszban ismertetett 4.3. algoritmussal valésitottam meg. A cso-
magban implementalt fliggvény bemend paramétereit az alabbi fiiggvénydefinicié mu-
tatja.

StochasticSimulation[tst_List, rrates_List, initialstate_List, endtime_7?NumericQ]

Az els6 paraméter a formalis kémiai mechanizmus adatait tartalmazo6, a ToStoichio-
metry fliggvény altal eléallitott lista. Kimenetként a 4.3. algoritmus programvazlatanal
lathaté modon egy id6pont- és egy allapotlistat ad vissza. Mivel a szimulacié eredmé-
nye az is lehet, hogy a rendszer ,felrobban”, azaz egy anyag mennyisége végtelenhez
tart, amikor is a reakcidlépések egyre gyorsul6 iitemben kovetik egymadst, a szimulacio
konnyebb nyomonkdovethetdsége érdekében a szimuldcié rendszeresen kiirja a szimula-
ci6s id6t és az aktudlis dllapotot.

A szimulacié eredményének megjelenitésére a csomag nem tartalmaz beépitett fiigg-
vényt, mivel — a kinetikai egyenletek megoldasainak megjelenitéséhez hasonléan — a szi-
muléciés eredmények robosztus és praktikus vizualizdcidja is rendkiviil nehéz. A felhasz-
ndl6 azonban a Mathematica beépitett rajzol6 utasitdsaival (ListPlot, MultipleListPlot

stb.) természetesen felrajzolhatja a kapott megoldédsokat.



6. fejezet

Alkalmazasi példak

6.1. Elemi reakciék meghatdrozasa

A 3.7. alfejezetben bemutatott harom reakcidkinetikai feladatot az elkészitett program-
csomaggal oldottam meg. Els6ként mindharom feladat esetén az elemi reakcidkat ha-
tdroztam meg. Amint lattuk, ehhez az 0sszes lehetséges bal oldalhoz (reaktdnskombi-
nacidhoz) meg kell keresniink az 6sszes lehetséges jobb oldalt (termékkombindaciét); az
el6z0 fejezetben ismertetett programcsomagban erre az ElementaryReactions fiiggvény
szolgal.

A permangandt—oxdlsav reakciéban 19 anyagfajta van, ezért 2- 19 + (]29 ) =209 egyen-
letrendszert kell megoldanunk, amelyek rendre 17, illetve 18 valtozésak attél fiiggen,
hogy a vizsgdlt reakcidnak két vagy csak egy reaktdnsa van-e. A 6.1. tdblazat mutatja,
hogy az ismertetett algoritmusokkal mennyi ideig tart az elemi reakciok el¢allitasa ebben
a feladatban. A Martinez-Silva-algoritmus nem taldlhat6é meg a tdbldzatban. Ennek az az
oka, hogy az csupan a minimalis tart6ja megoldédsokat allitja el6 — ez ebben a feladatban
kevés. A 3.2. lemma — inhomogén egyenletrendszerekrdl 1évén sz6 — nem alkalmazhat6
az Osszes megoldds, vagy az dsszes minimélis megoldds el6allitdsdra. Ezzel szemben az
egyenletek és a megoldasok viszonylag kis mérete miatt — lényegében barmelyik mésik
ismertetett modszer hatékony. Az egy reaktanssal rendelkez6 elemi reakcidlépésekhez
vezetd egyenletek megoldasakor a naiv rekurziv algoritmus bizonyult a leghatékonyabb-
nak, de a legnagyobb megoldasokkal rendelkez6 kétreaktansi lépéseknél mind ezt, mind
pedig a Contejean—Devie-algoritmust ttlszdrnyalja az LP-alapt leszdmlalas. A tablazat-
ban foglalt eredmény ezzel egyiitt is csaloka: a legkisebb egyenletek esetén az LP-alapti
leszdmlalas igen kevéssé hatékony. Minden mddszerrel 6sszesen 1022 megoldést talal-
tam.

A mésodik, levegtkémiai példdban azokat az elemi reakcidkat kerestiik, amelyekben
szerepel ként tartalmaz6 anyag. A 80 anyagfajtabol 24 ilyen, igy 2-24+ (3}) +24-56 = 1668
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egyenletrendszert kell megoldanunk, melyek 78 illetve 79 valtozésak. A futdsidé minden
algoritmussal meghaladta a nyolc 6rat. A részeredmények ismeretében is vildgossa vélt,
hogy a hatalmas (négyszazezret meghaladd) szamu megoldas a tovébbi — e dolgozat ke-
retén talmutat6 — vizsgdlddasok sordn kezelhetetlen, ezért egy tovédbbi korlatozoé feltételt
szabtunk a megoldasokra: csak azokat a megoldadsokat kerestiik, amelyeknek maximum
harom terméke van.

Ez a médositas egyértelmtien a fabejaré algoritmusoknak kedvez, nem meglepd, hogy
az LP-alapt leszdmlalas alulmarad a tobbi algoritmussal szemben. A 6.1. tdbldzatban
foglalt eredmények! ugyanakkor azt is mutatjak, hogy a Contejean-Devie-algoritmus
a 3.3. tételben javasolt médositassal sokkal hatékonyabb, mint anélkiil.

A harmadik példaban (oxalat—perszulfat—eziist oszcillator) 2- 16+ (]26) = 152 egyenlet-
rendszert kell megoldanunk. Meglehet&sen kis méreti feladatrél 1évén sz6 minden algo-
ritmussal gyorsan célhoz ériink, a naiv rekurziv algoritmus is kimondottan jol szerepel.
Az eredmények a 6.1. tdbldzatban olvashatok.

Mindhérom példa jol mutatja, hogy a Contejean—Devie médszer lényegesen kevésbé
hatékony moédja az elemi reakciok meghatdrozdsanak, mint a két masik ismertetett elja-
rds. Az egyszerti rekurziv eljaras a legjobb, amig a felbontand¢ vektor és a megoldasok
szdma kicsiny, ekkor azonban még minden eljards elég gyors. A nagyobb jobboldala
és sok megoldassal rendelkez6 egyenletek esetén az LP-alapt leszdmlalas alkalmazésa

latszik a legcélravezetSbbnek.

Probléma Feladatok szdma Egyenletek/ Algoritmus CPU id6 (s)
valtozok
naiv BFS 163.04
Permangandt- 209 5/17 Contejean—Devie 1589.48
oxalsav

LP-alapt leszamlalas 51.66

naiv BFS > 8 6ra

modositott C-D 13429.5
Leveg6kémia 1668 5/78 :

eredeti C-D > 8 Ora

LP-alapt leszdmlalas > 8 Ora

naiv BFS 3.10
Oxaldt- . .. 152 6/ 14 Contejean-Devie 116.67
perszulfat—eziist

LP-alapt leszdmlalas 2.00

6.1. tablazat. Elemi reakcidk eléallitdsdnak feladatdn végzett mérési eredmények

! Az id6méréseket egy AMD Athlon XP 1.6 GHz CPU, 768 MB RAM asztali PC-n végeztem, Windows
XP alatt futé Mathematica 5-tel.
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6.2. Brutto reakcidk felbontasa

A brutté reakciok felbontasainak megkeresésére szolgdlé médszereket a permanganat—
oxdlsav reakci6 példédjan végzett méréseken keresztiil mutatjuk be. Az el6z6 alfejezetben
el6dllt az az 1022 elemi reakcid, amely esetleg végbemehet a brutté reakcié soran. Ezek
egy része kémiailag értelmetlen. Megfelel6 adatok hijan termodinamikai szempontok
alapjan nem tudunk szamitogép segitségével sztirni, ehelyett egy vegyész kolléga kozre-
miikddésével htuztunk ki a reakcidk koziil 349-et. A fennmarad¢é 673 termodinamikailag

lehetséges reakcié mar a dolgozatban ismertetett modszerekkel vizsgalhato tovabb.

Els6ként a 3.5.1. szakaszban bemutatott médszerrel megallapitottam, hogy két reak-
ci6lépés minden felbontds sordn végbemegy. A HyCoO4 + MnO; —  [MnO,, HyCO4]
reakci6lépés legaldbb négyszer, a 2CO, — C,03 reakcidlépés pedig legalabb egyszer
végrehajtodik. Ezzel a megoldasok mérete ottel csokkenthetd, ami elsésorban a Conte-
jean—Devie-algoritmussal, illetve a naiv rekurziv algoritmussal végzett keresés esetén
jelent6s elény. A minden felbontdsban szerepl6 reakcidlépések megkeresése alig 2 percet
vett igénybe.

Mindkét, a 3.5. alfejezetben ismertetett médszerrel kerestem nem végbemend reakci-
6kat és el6 nem éallithat6é anyagokat. Az elsd, linedris programozason alapul6 algoritmus
(3.5.2. szakasz) tovabbi kémiai feltételek nélkiil 314 1épést talalt, amelyek semmiképpen
nem mehetnek végbe. Megvizsgaltam azt is, milyen hatdsa van annak, ha a (3.9) lineéris
programban megvéltoztatjuk a célfiiggvényt. A varakozdsoknak megfeleléen kevesebb
iteraciora volt sziikség, amikor a c'x kifejezés helyett az (1 — cT)x kifejezést minimalizal-
tuk minden 1épésben. (313 helyett 280 linedris programozasi feladatot kell megoldanunk.)
Végiil 359 reakci6é marad. Az eljarasok futdsideje 5-8 perc volt.

A megmaradt reakcidkat Volpert algoritmusaval (3.5.3., illetve 4.1.1. szakasz) inde-
xeztem, kiilonb6z6 kezdetianyag-kombinacidk mellett. A [15] publikdciéban szerepld 6t
kezdeti anyag feltételezése esetén pontosan ugyanaz a 297 reakcidlépés (és csak 16 anyag-
fajta) indexezhetd, mintha az 6sszes nem komplex anyagot a kezdeti anyagok kozé va-
lasztjuk. S6t, pontosan ugyanezeket a reakcidkat kapjuk akkor is, ha a legels, kémiai ala-
pon torténd sz{irés utdn megmaradt reakciolépéseket indexezziik. Az indexezés minden

esetben a masodperc tort része alatt végbement.

Az eléfeldolgozasi 1épések utan megmaradt 297 reakciéval megkezdhet6 a brutté re-
akci6 Osszes felbontdsdnak meghatarozasa. A legrovidebb lépéssorozatok meghataroza-
sdhoz el8szor linedris programozdssal becstiltem a megoldasok méretét. (Erre szigortan
véve semmi sziikség, de az eredmény gyorsan hozzavetdleges képet ad a megoldasok
bonyolultsdgarol.) Az egyes reakcidlépések egyiitthatoit jelentd valtozok osszegének mi-
nimumara (a (3.1) egyenlet, mint kényszerfeltétel mellett) 15 adoédott, a talalt optimum

rdaddsul minden véltozéhoz egész értéket rendelt, igy azonnal egy minimaélis felbontast
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4 x HyCrO4 + MnO, — [MnO,, HyCyOy4]

2x HpCy04 + [MnO,, H,Co0O4] — 2CO;5 + 2H,0 4+ MnC,04
1x Ht+ HC204_ — HyCyO4

1x GO} +H* — HG,O,

2x  MnCyO4 +MnO, — CO, + COz + 2MnO;
1x 2CO, — G031~

2x HT+ MnO,, HyC,O4] — [HJr, MnO,, 1—12(2204]7L

2x HT+[H", MnO,;, H,C,04]" — 2CO, + 2H,O + Mn?+

6.2. tdblazat. A permanganét-oxalsav reakci6 egy felbontdsa

is megkaptam (6.2. tdblazat). Vegyiik észre, hogy a felbontas valéban tartalmazza a két
emlitett reakci6lépést, a megfelel egyiitthatokkal. A tabldzat formatumat imitalja a cso-
mag PrintDecomposition fliggvénye.

Erdemes megjegyezniink, hogy az LP-alapt leszdmlélds algoritmusdnak azon kiegé-
szitése, amellyel a legfeljebb maxlen lépéses megoldasokat megkereshetjiik, fél masod-
perc alatt felismeri, hogy nincsen legfeljebb 14 1épéses megoldds. A Contejean—Devie-
algoritmus tarhatékony implementéci¢janak ehhez 25 percre volt sziiksége (a ciklus tobb-
szazezerszeri lefutdsaval) még azutan is, hogy a biztosan végbemen6 6t 1épést kivontam
az egyenletbdl.

A t6bbi minimdlis felbontést is megkaphatjuk, ha a Contejean-Devie-algoritmus ki-
egészitett valtozatat hasznaljuk a legfeljebb 15 lépéses megoldédsok el6allitdsara, vagy
ha a masik két modszer valamelyikének médositott valtozatat alkalmazzuk a pontosan
15 1épéses megoldasok megkeresésére. A biztosan végbemend 6t 1épést itt is kivonhatjuk
az egyenletbdl, ekkor természetesen 10 lépéses megoldasokat keresiink. 11 kiilonb6z6
15 1épéses megoldds van, ezek természetesen mind minimalisak. El6allitasuk az LP-alapt
leszamlélassal (ami ilyen méret(i feladatoknal mar lényegesen gyorsabb a masik két elja-
rasnal) masfél percig tart. Tovabbi felbontdsokat allithatunk els, ha egyesével novelve a
lépésszamot eldallitjuk a tobblépéses megoldadsokat. Itt mar elérjiik az LP-alapt leszam-
lalas korlatait is — a 18 1épéses felbontdsok eldallitdsdra nem volt elég nyolc 6ra sem.

A megoldas utols6 1épéseként a megtalalt felbontdsok koziil Volpert algoritmusaval
ki kell valasztanunk az indexezhet6eket. A 6.3. tdblazatban lathat6 az osszes id6ered-
mény. A harmadik oszlopban az egyes feladatok sordn megoldott linearis programozasi

feladatok szdma olvashaté.
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Feladat CPUid6 (s) LP-k szama Eredmények
Minden felbontdsban sze- 124.80 673 2 reakcidlépés
repl6 reakcidlépések

Nem szisztematikus keresés 329.19 313 185 felbontés
cTx célfiiggvénnyel

Nem szisztematikus keresés 443.11 280 230 felbontés
(1—c)x célfiiggvénnyel

Nem szisztematikus keresés 330.00 313 189 felbontés

0 célfiiggvénnyel

Nem szisztematikus keresés  1102.30 906 420 felbontéas
0sszesen

Az el6z6 420 felbontés 0.5 — 110 indexezhetd
Volpert-indexezése felbontéds

A < 14 1épésbol 4llo fel- 0.40 1 0 felbontas
bontéasok el6allitasa

A < 15 1épésbol 4llo fel- 656.56 648 11 felbontas
bontdsok el6allitasa

A < 16 1épésbol &llo fel-  1096.44 8160 235 felbontés
bontdsok el6allitasa

A < 17 1épésbél 4llo fel- 13619.50 186515 3170 felbontéas
bontdsok el6allitasa

Az el6z6 3170 felbontés 8.28 — 1918 indexezhet6
Volpert-indexezése felbontés

6.3. tdblazat. A permanganat-oxalsav reakci6 felbontdsan végzett mérési eredmények
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7. fejezet

Osszefoglalas

Diplomatervem elsédleges célja egy olyan programcsomag készitése volt, amely tdmo-
gatja a reakcidkinetikai modellek, illetve az ehhez kapcsol6d6 matematikai feladatok sza-
mitégépes megoldédsat. A dolgozat kiindul6pontja az volt, hogy a reakcidkinetikai vizsga-
latok targyat képz6 kémiai mechanizmusok j6l leirhaték az informatikai modellezésben
elterjedt Petri-halok segitségével, igy a Petri-hdlés modellek analizisére szolgdlé modsze-
rek adaptéldsa a reakcidkinetika teriiletén is sikerrel kecsegtet. (A két tudomanyteriilet
,forditott irdnya” Osszekapcsoldsa — példdul P-grafok alkalmazasa az informatikdban —

szintén aktiv kutatasi tertilet.)

Eredmények

A diplomaterv az irodalomkutatason és a programfejlesztés eredményén kiviil 6nall6
algoritmikus eredményeket is tartalmaz. Ezek: a linedris diofantoszi egyenletrendsze-
rek megoldésdra szolgal6é Contejean—Devie-algoritmus kiegészitése; a csak specidlis ese-
tekben alkalmazhat6 egyszer(i rekurziv algoritmus alkalmazhatésagénak vizsgélata és
kiterjesztése a vektorok atrendezésével; valamint egy linedris programozason alapul6
algoritmus leirdsa, amely a fabejarason alapul6 algoritmusokkal ellentétben egyes nagy
méreti megoldasokkal rendelkez egyenletek esetén is alkalmazhaté. Tovabbi, kisebb
6nall6 eredményeket tartalmaznak az indexezésrél és a megoldasok nem szisztematikus
keresésérdl szolo fejezetek is.

Az elkésziilt programcsomag tdmogatja a brutt6 reakcidk felbontasat — ilyen altaldanos
célt, azaz nem csak specialis reakci6csaladokra koncentrdlé program mindeddig nem
késziilt. Az adott anyagfajtak kozott végbemend elemi reakciélépések automatikus el6al-
litdsara is most késziilt el6szor program. A tovébbi szamitégépesithets reakcidkinetikai
vizsgélatok koziil a csomag tdimogatja a kémiai mechanizmusok szimulécidjat, a kinetikai

differencidlegyenletek megoldésat és a megoldasok kvalitativ jellemzését is.
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Tapasztalatok, tovabbfejlesztési lehet6ségek

A programcsomag jol hasznédlhaté eszkoznek bizonyult az elemi reakciélépések el6alli-
tasara, a brutt6 reakciok felbontasanak kiegészitése az elemi lépések szamitogépi eldalli-
tdsaval hasznos és megval6sithat6 otletnek bizonyult. Az irodalomban vizsgélt reakciok
esetében a felbontasok keresésekor figyelembe vett reakciélépések szama legalabb egy
nagysagrenddel kisebb volt, mint ahdny reakci6lépést az elkésziilt programmal el6allit-
hatunk.

A programcsomag nem tartalmaz grafikus megjelenitéssel kapcsolatos fiiggvénye-
ket, a felhasznal6é a Mathematica kdrnyezet rajzold utasitdsaival azonban megjelenitheti a
numerikus szdmitasi és szimulaciés eredményeket. Erdekes, 4m nehéz feladat a szimula-
ci6 eredményeinek, illetve a kinetikai differencidlegyenlet megolddsanak a sokatmondo,
szemléletes vizualizacidja.

A kinetikai egyenletek megoldédsainak kvalitativ jellemzése is b&vithetd tovéabbi jel-
lemzok tesztelésével. Ilyenek példaul a konzervativitas ellendrzése, illetve tovabbi, a pe-
riodikus vagy stabilis megolddsok létezését vagy nem létezését garantalo feltételek tesz-
telése.

Ehhez kapcsolodo érdekes elvi kérdés az informatikai és a reakcidkinetikai fogalom-
rendszer kozotti pArhuzamok mélyebb felderitése. A dolgozatban mindvégig azonos mo-
don kezelt T- és P-invaridnsok dualitdsdnak reakcidkinetikai értelmezése egyéltalan nem
kézenfekvd. Az absztraktabb Petri-halés, illetve matematikai megfogalmazasban a he-
lyek és dtmenetek halmaza (azaz a pdros graf két pontosztdlya) teljesen szimmetrikus,
a reakcidkinetikdban nem. Nem vildgos tovdbbd az sem, hogy a T-invariansok a kine-
tikai differencidlegyenlet megolddsainak milyen tulajdonsagat fejezik ki. A két tertilet
kozott a masik irdnyban is kereshetiink szorosabb kapcsolatot: a reakciék CCD és CDS
modelljének ,, majdnem-ekvivalencidjara” vonatkozo tétel fiiggetlen a kémiai interpreta-
ciotdl, am az informatikai alkalmazasokban csak a sztochasztikus Petri-halok elterjedtek,
a folytonos jelolésnek nincsen szemléletes, kombinatorikai jelentése. Minden bizonnyal

tanulsagos volna a 4. fejezet eredményeinek informatikai interpretaciéjat megadni.
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