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Kivonat

Az aldbbiakban ismertebb és kevésbé ismert eljarasokat mutatunk be a felrob-
banas jelenségének vizsgalatara a polinomialis, illetve kvazipolinomiélis ko-
zonséges differencidlegyenletekben. A bevezetd illusztralod példa és a probléma
megfogalmazéasa utan 6tféle megkozelitésben targyaljuk a probléma megol-
dasi lehetGségeit. A linearis rendszerekkel kezdve mondunk ki egy alapvetd
tételt, majd ezt kvadratikus, illetve azzal kozelithet6 rendszerekkel folytat-
juk és végiil az altalanos polinomialis, illetve kvazipolinomialis egyenleteket
targyaljuk, illetve néha olyan &llitasok is megfogalmazodnak, melyek az al-
talanosabb autoném egyenletekre is igazak. A dolgozatban megprobéalunk a
reakcidkinetika szempontjabol fontosabb 1j kovetkeztetéseket levonni a rész-
letesen ismertetett, kevésbé elterjedt modszerekbdl; az els§ integralon és a
Ljapunov-fiiggvényen alapulé modszerek altalanosabb vizsgalataval ugyanis
mar sokan foglalkoztak.
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1. Bevezetés

A dolgozat célja olyan ismert és kevésbé ismert modszereket bemutatni, me-
lyek alkalmasak arra, hogy a kozonséges differencidlegyenletek egy nagy cso-
portjan, — ahol a jobb oldalon az ismeretlen fiiggvények polinom, illetve kva-
zipolinomalaku kifejezése all — az idébeli szingularitasokat detektalni és lo-
kalizalni azok helyét. Az alkalmazésokban igen fontos szerepe lehet, hiszen
egyes esetekben fizikai jelentést is hordoz, illetve ha ez fizikailag értelmetlen,
lehetetlen, akkor a valoségos fizikai rendszerre felallitott modell Gjragondola-
séra 0sztonozhet minket.

A linearis rendszerekrsl tudunk elmondani a legtébbet altalanossagban,
ez mar egy régen és igen jol kidolgozott elmélet. A joval altalanosabb nem-
linearis egyenletrél pedig sokkal kevesebbet tudunk mondani. A probléma
kezelhetGségét illetGen valahol a ketté kozott helyezkednek el a polinomié-
lis egyenletek. Mi az utobbi egyenlettipussal fogunk foglalkozni, illetve ezen
beliil is egy gyakorlati problémakorrel, mégpedig az ilyen egyenletekben valo
felrobbanés jelenségével. Természetesen mivel tovabbra is kozonséges diffe-
rencidlegyenletekrdl, vagyis korrekt kittizési feladatrol van szo, ezért a meg-
oldéasokra fennéll az

U egzisztencia,
U unicités,
O és a kezdeti értékektdl (és a paraméterektsl) valo folytonos fiigges.

Tudjuk, hogy a linearis rendszerek megoldasainak értelmezési tartoméanya
maximalis (egy kés6bbi fejezetben ezzel részletesebben foglalkozunk). Az
alabbiakban viszont latni fogjuk, hogy ez nem minden esetben van igy nem-
linearis jobb oldal esetén.

1.1. Bevezet6 példa

Az egyik, lehets legegyszertibb példan keresztiil fogjuk bemutatni, hogy a
dolgozatban targyalt egyenlettipusok megoldasdnak hogyan is alakulhat az
értelmezési tartoménya, amibdél fontos gyakorlati kdvetkeztetést fogunk le-
vonni. Legyen a differencidlegyenlet, illetve kezdetiérték-probléma az

#(t) = =2%(t) 2(0) =z € R,



ekkor a jobb oldal egy alkalmas értelmezési tartomanya € :=R xR*. A fenti
kezdeti érték esetén a teljes megoldas a

2

1
(_OO, —2) St a(t) = 4| —2
X

fiiggvény, aminek az értelmezési tartomanya nem egyezik meg az egész R
intervallummal, hanem felilrél korlatos, mégpedig:

1
.
Ty

t,:=supD, =

A fenti eredményt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a megoldasnak (valos)
szingularitdsa van véges pontban, ami fligg a kezdeti feltételtél. Az ilyenfajta
szingularitas az angol szakirodalomban movable singularity néven ismert,
— ami igen beszédes kifejezés, hiszen valoban mozgathatd olyan értelemben,
hogy a kezdeti érték valtozasaval egylitt a szingularitas helye is valtozik.

Gyakorlatibb megfogalmazasban azt is mondhatjuk, hogy a megoldés fel-
robban — a jelenség neve az angol szakirodalomban blow up. A felrobbanas
is teljesen jogos kifejezés, hiszen gondoljunk bele, hogy mi torténik akkor, ha
ez a megoldas példaul egy kémiai reakcioban résztvevs anyag koncentraciojat
irja le. Konkrétan a fenti példaban t, idépontban kivetkezik be a felrobbanas,
barmilyen xy € RT kezdeti értékre.

Az el6z6 példdban konnyd dolgunk volt, hiszen egyszertien meg tudtuk
hatarozni az analitikus megoldéast, igy ebbdl rogton latszott is, hogy milyen
feltételek mellett, és pontosan mikor kovetkezik be a felrobbanas. Viszont, ha
altalanositani szeretnénk a probléméat, — nem meglep6 médon — nehézségek-
be iitkoziink. Raadasul ezzel a témaval kapcsolatban a meghatarozo cikkek
szédma is igen csekély.

A kérdések, melyeknek megvélaszolasara a dolgozat tovabbi részében pro-
balkozunk a kévetkezok:

0 Milyen feltételek mellett kdvetkezik be felrobbanas?
[0 Ha bekovetkezik, akkor milyen idépontban?

Ahhoz, hogy a kérdéseket, akar csak részben megvalaszolhassuk elszor is
be kell vezetniink a felrobbanas fogalmét, tovabba a kérdéseinket at kell fo-
galmaznunk a matematika nyelvére. A formaélis reakcidkinetika definicioit,
allitasait és alapvets hivatkozasait illetGen a a [8] kényvre utalunk; azokat
itt nem ismételjiik meg.



1.2. A felrobbanas definicidja

Tekintsiik a kovetkezd els6rendd rendszert:
= fouz,
ahol tehat f: R™ — R" polinom!, vagy lokalis alakban:

#(t) = f(x(t)) (t€D.).

Ennek a rendszernek az altalanos megoldésa, — ami ez esetben mindig létezik
— n szamu allandot tartalmaz, és t+— xz(t, ¢, ca, . . ., ¢,) alaka, ahol ¢; tetsz6-
leges allando. Legyen adott az x(0) = zo kezdeti feltétel, ekkor a megoldas, —
az unicitas kovetkeztében — felirhato ¢ — x(t, zy) alakban.

1. Definicio. A megoldds véges idén belil felrobban (1. dbra), ha létezik
olyan t, € RT és xy € R"™, hogy bdarmely M € R esetén van olyan & > 0,
amelyre:

te—t <e=|z(t;xo)|| > M,

ahol || - || tetszdleges norma.

X(t)

—

—_, o e —— e —

1. 4bra. Felrobbanas szemléltetése.

LA tovabbiakban, ahol van értelme ide, értjiik a kvazipolinomokat is.



A definici6 azt mondja, hogy ha van a kezdeti értékeknek egy olyan halmaza,
melybdl a megoldast az x( kezdeti értékbdl inditva, azok origdtol mért téavol-
saga (tetsz6leges norméban) a felrobbanés ¢, id6pontjahoz (balrdl) kozeledve
hatartalanul nagy lesz, tehat formalisan igy is irhatjuk:

tli:trn_ |z(t, z0)|| = +o0.

A feladat egy konkrét probléma esetében meghatarozni, — a rendszer for-
malis megoldasanak elGéallitasa nélkiil — hogy létezik-e ilyen xq kezdeti felté-
tel, és ha igen, akkor ¢, értéke (kozelitéleg) mennyi. Altalanossagban, pedig
az egyenletek egy népesebb csoportjara szeretnénk valamilyen — sziikséges,
elégséges, illetve sziikséges és elégséges — feltételeket adni.

A feladat megoldésara az alabbiakban 6t lehetséges megkozelitést ismer-
tetiink.

2. Legfeljebb linearisan nové jobboldal

Jol ismert tény, hogy egy legfeljebb linearisan névé jobboldala differencial-
egyenlet teljes megoldasanak ,a lehets legnagyobb” az értelmezési tartoma-
nya.

1. Tétel. Legyen I CR nyilt intervallum, f € C(I xR™ R") és (ty, o) € Dy,
tovabba tegyiik fel, hogy létezik olyan k€C(I,R) fiiggvény, hogy barmely (t,p)€
€ Dy esetén fenn dll, hogy

p' f(t,p) <k@®)|pl, (2.1)

ekkor az ©(t) = f(t,x(t)), x(to) = xo kezdetiérték-probléma megolddsinak ér-
telmezési tartomdnya a teljes I intervallum.

A tétel bizonyitasdnak alapja a Gronwall-féle integralegyenlétlenség: ha

¢
0 < (1) §A+L/<p(s) ds, te]to,to+T],
to

ahol A, L € R, akkor
o(t) < Aekt=to),

Ha a tételben szerepld feltétel helyett csupan az

|f(t.p)| < klpl, (2.2)

egyenlGtlenséget tessziik fel, akkor nem kell kikétni, hogy f folytonos, mert
az ebbdl kovetkezik. A tételben viszont ki kell kétni, mert példaul f(t,p) :=
= sin(sign(p)) nem folytonos, de teljesiti a (2.1) egyenl6tlenséget.
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1. Probléma. Létezik-e olyan nem folytonos f fiigguény, amelyre (2.1) egyen-
ldtlenség teljesiil és a megoldds folrobban, gy értve, hogy az egyenértéki in-
tegrdlegyenletbdl kaphato dltalanositott megoldds.

D MEGJIEGYZES: az els6rendi reakciok altal indukalt kinetikai differenci-
alegyenletek kielégitik a (2.2) feltételt, tehat (2.1)-et is, magasabb rendiiek
pedig egyiket sem, igy az 1. tétel egyszert elégséges feltételt ad a felrobbanés
kizarasara.

Kicsit eléretekintve megallapitjuk, hogy a lineéris rendszer fel nem robba-
nasara, az 5. fejezetben ismertetett modszer is bizonyitast ad. Roviden arrol
van sz0, hogy feltessziik a megoldasrol, hogy a7? alaki, ahol 7 =t —t, tehat

z(t) = Ax(t), AeR™",
ebbdl helyettesitéssel:
par?™t = qATP,

ez az egyenlGség nyilvan csak akkor &ll fenn, ha p = p— 1, marpedig ez el-
lentmondas, tehat nincs ilyen alakti megoldas, amibdl az kovetkezik, hogy a
megoldasnak nincs szingularitdsa sem, vagyis az tetszéleges, véges interval-
lumon korlatos marad.

3. Elemi becslések, linearis algebrai moédszerek

Legyen Ay, Ay, ..., A, €ER"™ ™ és by, by, ..., b, ER" illetve ¢1,ca,...c, ER, és
tekintsiik az

iy =2 Ar b x+e; i=1,....n xz(ty) =2 (3.1)

differencidlegyenletet, illetve kezdetiérték-problémat. Az A; métrixokrol fel-
tehetjiik, hogy szimmetrikusak. Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket :

n n n
A= E w,-A,-, b:= E w,-bi, C .= E W;Ci
i=1 i=1 1=1

ahol w; az w € R"™ vektor i-edik komponense. Az egyenletek linearis kombi-
nacidjabol a
dw'z
dt
egyenletet kapjuk, aminek jobb oldalat felirhatjuk a kévetkezé formaban:

1 1N\ 1
(mx+§(¢z) b) — b A e,

=" Ax+b z+c
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ahol a /A := B métrix olyan, melyre B?> = A. Foglalkozzunk most csak az
el6z6 kifejezés négyzetes tagjaval, és alakitsuk at azt egy kicsit, igy:

[x/Z (x+%A‘1b)} g <x+%A‘1b)TA <x+%A_lb> .

Az atlathatosag végett legyen

1
= —A!
Y <:E+ 5 b) ,

ekkor a kovetkezd becslés tehetd:
A A 2
y Ay >dyly=—"—@'y)(w'w) > —— (w'y)",
wlw wlw
ahol \ az A méatrix legkisebb sajatértéke. Az els becslés a kvadratikus alakra

vonatkozik, a méasodik pedig a Cauchy-Schwartz-egyenlGtlenségbdl adodik.
Végiil visszahelyettesitve a kdvetkezs becslést kapjuk:

T 2
vz, A (w'z)+wT A (w'2) + (%wTA‘lb) ] —%bTA‘lerc,

dt T wlw
amely egyenl6tlenség tulajdonképpen skaléris alaki, vagyis felirhato
U Z k1u2 ‘l‘k’gU‘l‘k’g u(to) = le’o

alakban, ahol

A
fy = ——
1 (,UT(U’
k‘g = k‘leA_lb,

2
k‘g = k‘l (%WTA_lb) — ibTA_lb‘l'C.

Ezt az egyenlGtlenséget mar elemi modszerekkel konnyen lehet vizsgélni, és
ebbdl a vizsgalatbol egy tétel adodik az itt targyalt tipusi egyenletekre, de
a tétel kimondasa el6tt még a rovidség végett vezessiink be egy jelolést:

A
A=—(bTA'b—14c),
5 )
ami egyébként hasonlit a masodfoki egyenletnél definialt diszkriminénshoz,
tehét valamiféle altalanositott diszkriminansnak nevezhetnénk. Valamint meg-
jegyezziik, hogy mivel A; matrixok szimmetrikusak, ezért A valds, tovabba
pozitiv, ha A > 0, azaz pozitiv definit. A [4] cikkben szerepls elsG tétel a

kovetkezket mondja ki:



2. Tétel. Tekintsik a (3.1) egyenlettel adott rendszert. Tegyiik fel, hogy lé-
tezik olyan w € R™, hogy A > 0. Ekkor a (3.1) rendszer megolddsdhoz létezik
t, iddpont, az alabbi feltételek mellett:

1. bdrmilyen xq kezdeti értékre, ha A <0,

I1. olyan xy kezdeti értékre, amely eleget tesz az

1 VAwTw
T T 41
——w AT ———
W' o > 2w b 7

feltételnek, ha A > 0.

Az elsd esetben

p e 2 (71 . 2w (zo+5A7ID) A
*_ﬁ 5 ﬁarc an ujTuj .

A A >0 esetben tovdbbd

1 | w' (z0+1A70) 20+ VAW w
n .
VA w' (:)30 + %A—lb) 20— vVAwTw

Ezen modszer hatranya, — a nyilvanvalo, jobboldal kvadratikus megszoritasan
tal — hogy a felrobbanés bekovetkeztének idépontjara csak fels becslést ad,
ami gyakorlati szempontbol nem annyira j6, mint egy also becslés. Ezen tétel,
illetve modszer egy alkalmazéasat lasd késébb, a 4.2.3 szakaszban.

te <

2. Probléma. Adott A; mdtrizokhoz mikor létezik olyan w vektor, amivel
A=> wA; >0 lesz.

Trividlisan igaz a kovetkezG: ha Vi A; szemidefinit és Ji, hogy A; definit,
akkor létezik olyan w vektor, melyre A pozitiv definit. Ebb6l kideriil példaul,
hogy az & = —x? egyenlet megoldasai x(0) < 0 esetén felrobbannak.

3. Probléma. Amikor egynél tobb megfeleld w vektor létezik, akkor hogyan
érdemes azt megudlasztani ?

4. Probléma. Reakciok dltal indukdlt differencidlegyenleteknél tudjuk, hogy

az
T; = Z agkzjzk +Z ngj + ¢
gk J
alakban felirt eqyenletben
al" >0, (i#] ési#k), b =00+#j), >0



Kérdés, hogy ezeket a feltételeket hogyan lehet kihaszndlni az eldzd probléma
megolddsandl, illetve a 2. tétel alkalmazdsdndl. Eqy specidlis esetben példdaul
ha

ik _ _Ji__ i —

és 31, J, k, hogy a{k>0, akkor a megoldds folrobban. A 4.2.3. fejezet végén lévd
példa azt mutatja, hogy ennek ellenére eldfordul, hogy nem létezik w, amellyel
A pozitiv definit lesz.

4. Differencialegyenletek transzformacioja

Ebben a fejezetben, olyan transzforméciokrol, és azokhoz kapcsolodd prob-
lémakrol lesz szo, melyek nem csak a kovetkezd fejezet jobb megértéséhez
adnak alapot, hanem maguk is igen értékesnek bizonyulhatnak egyes konk-
rét feladat megoldasaban, illetve annak egyszertsitésében.

4.1. Kvazimonomialis transzformacio

Az altalanossag elvesztése nélkiill megtehetjiik, hogy egyenletiinket az

T = @ <)\z’+ZAin"EkBjk) i=1....n (4.1)
j=1 k=1

formaban irjuk fel, ahol A € R™™ és B € R™*" matrixok, illetve A € R"
vektor. Tovabba tegyiik fel, hogy a fenti egyenletben minden moném csak
egyszer szerepel, azaz a B maétrixnak nincs két azonos sora. A dinamikai
rendszerek — f6ként fizikai, kémiai és biologiai — igen nagy osztalya felirhato a
fenti alakban, specidlisan a tomeghatés kinetikaju reackiok indukalt kinetikai
differencialegyenlete is.

Most térjiink vissza a transzforméciora és végezziik el az

n
Cij C;.
Jj=1

helyettesitést, ahol C'€ R"*" invertalhaté matrix. A fenti helyettesités mind-



két oldalanak id6 szerinti derivaltjat véve kapjuk, hogy

T = <011 +C12 2+ +C'1n )ycl'
U Yn

Y2

Ty = <C21—+022—+ _I_C’Qn&) Yy
Yy Y2 Yn

iy = <C LG +Cmy—") y,
U Y2 Yn

illetve tomorebb forméaban:
o~
T, =1 ZC”y_ 1—1,...,71.
- i

Ehhez felhasznalva a (4.1) osszefiiggést, illetve elvégezve a helyettesitést kap-
juk, hogy

Bjk

y© Zcij% =y )\i+ZAij H <H lekl)
= Y j=1 k=1 \I=1

Vezessiik be az u valtozot a kovetkezSképpen:

— ﬁ <f[ kal> o _ ﬁ ﬁ lejkal _ ﬁ ﬁ lejkal _ ﬁ ylzk Bjkckl’

=1

vagyis

Igy végiil a helyettesitésekkel kapjuk, hogy

U1/ v

o yz{yz — A+ Au,

amibdl a végeredmény

J=y®(CT'A+C"Au) .



A fenti egyenletet atirva a (4.1) egyenlethez hasonlé forméara

k=1

J=1

ahol
N = C’_1>\, A = C_IA, B' = BC. (4.3)

Ezzel a transzformacioval az egyenletet a transzformacié el6ttihez hasonlo
alakban irhatjuk fel, &m kozben azt varjuk, hogy valamilyen médon egy-
szertisodik, illetve olyan alakid lesz, ami szamunkra valamilyen szempontbol
elényosebb. A kvazimonomiélis transzformacié az egyenleteket bizonyos felté-
telek mellett, bizonyos értelemben szétcsatolja, hogy ez mit is jelent pontosan,
lassuk!

Tegyiik fel, hogy a B matrix rangja r < n, ekkor nyilvan létezik (n—r)
szamu @y € R™ vektor, amelyre fennall, hogy

Bor=0 k=r+1,...,n,

ezért legyen
[T’ Xr

C:= Ore1 0 Pn ]
O(n—r)xr

ahol I"™ " egy r xr méretli egységmatrix, a O~ ")*" pedig nullmatrix. Az igy
értelmezett C' matrixszal végrehajtott transzformécié utan

B = BC = (Bmxr Omx(n—r)) ’

ami azt jelenti, hogy az egyenletrendszert szétcsatoltuk két részre gy, hogy
az els6 r egyenletben csak az els§ r valtozo szerepel. A megmaradt (n—r)
szamu egyenlet pedig az el6z6ek megoldasaval, és azok behelyettesitésével
egy fiiggvényegyiitthatos linearis egyenletté alakul. Tehat a rendszeriinket
sikeriilt szétcsatolnunk egy r dimenzios nemlineéris, és egy (n—r) dimenzios
linearis rendszerré.

A transzformécié utan az A matrix — a mar fentebb irottak szerint — a

koévetkez6képpen alakul:
A =CA.

Most vizsgaljuk meg, hogy a B matrix egyszertsitéséhez konstrualt C' matrix
invertalhato-e? Irjuk fel most

Jrxr Frx(n—r)
C= <O(n—r)><r G(n—r)x(n—r))
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blokkositott alakban. Ekkor a blokkok méretének valtozatlansédga mellett:

I —-FG
-1 _
oy 1)
Azt kaptuk, hogy a C' matrix akkor és csak akkor invertédlhato, ha a benne
1év6 G blokk invertalhato, vagyis akkor és csak akkor, ha det(G) #0. Osszeg-
zésil irjuk fel, hogyan egyszertisodott, illetve bomlott szét a (4.1) egyenlet

a kvazimonomialis transzformacié végrehajtasaval. Tehat a nemlinearis és a
linearis rész:

=1 k=1
m T B/_

Yi = Yi (Aé""ZA;ijkjk) t=r+1,...,n
=1 k=1

Ennek az eljarasnak a specidlis esete szerepel a [9] 290.-295. oldalan.

5. Probléma. Felmeril a kérdés, hogy ha az eredeti, illetve a transzformdlt
egyenlet jobb oldala teljesiti a Lipschitz-feltételt, akkor a transzformdlt, illetve
az eredeti is teljesiti-e ¢

&5 PELDA: A
M M
Za(m,r)Xm R Zﬂ(m,r)Xm r=1,...,R
m=1 m=1

kémiai reakci6 tomeghatas kinetikaju indukalt kinetikai differencialegyenlete:

R

M
Cm = Z (B(m,r)—a(m,r)) k, Hcg(p,r) m=1,..., M.
p=1

r=1

Végezziink el egy kis atalakitast, hogy a (4.1) alaku egyenlethez jussunk,
tehat :

M
Cm = Cm Z (6(771, T) —a(m, T)) ky H Cg(p7r)_5pm m=1,..., M.
p=1

r=1

Ez az egyenlet (4.1) alakt, ha az ottani paramétereket a kovetkezSképpen
valasztjuk meg. Egyértelmt, hogy n := M, i :==m,

A=Y (B, r)—ali,r)) k,

T

11



minden olyan r esetén, amikor
Oé(p, T) _5pi = 07

viszont azon r esetén, amikor ez nem teljesiil, akkor trividlisan a megfelelé
Aj és By, paraméterek értéke hatarozhaté meg.

D MEGJEGYZES: a kvazimonomialis transzformacioé hasonlo, mint a linearis
rendszereknél alkalmazott szokasos transzforméaciok, amik kiilonféle modon
egyszertsitik az eredetileg felirt egyenletet, illetve olyan alakra hozzék a ben-
ne szereplé paramétereket, amibél fontos gyakorlati kovetkeztetések vonhatok
le (pl. megfigyelhetSség, iranyithatosag). Ahogy a linearis esetben is vannak
a transzforméciora invarians paraméterek, igy a kvazimonomiélis transzfor-
méacional is megfigyelhetiink ilyeneket, mégpedig a (4.3) osszefiiggésbdl a BA,
illetve BA paraméterek ilyenek.

4.2. Lotka—Volterra-féle univerzalis alak

Brenig és Goriely [3] tovabbi vizsgalatot végzett, hogy hogyan célszeri C
alakjat megvalasztani, melynek egy specidlis esetét alabb mi is targyaljuk.
Beklemisheva [1] cikkében \; =0, ami az altalanossag elvesztése nélkiil felte-
hetd (lasd a (4.4) alakot), és B mindig invertalhato.

4.2.1. Transzformacio LV-alakra

Abban a specialis esetben, amikor a polinomiélis jobb oldalra teljesiil, hogy
m =n és B invertalhato, a transzformalt egyenlet kiilonosen egyszertd alakt
(masodfok), s6t speciélis (Lotka-Volterra) alaku lehet. Ehhez a kvazimono-
mialis transzforméaciora legyen C' := B~1, ekkor

N=B\ A=BA B =1,

amibdl az is latszik, hogy ezek a paraméterek mar invariansak egy tovabbi,
barhogyan megvalasztott paraméterezést kvazimonomialis transzforméciora,
vagyis ilyen értelemben ez a legegyszertibb alak, amit igy elérhetiink.

&5 PELDA:
T =21 — x1x§/3xg2 = (1 — x§/3$§2>
Tog=—T9+ x% — 3:52/35552 =25 <—1 + a9 — 3:53/35552)
T3 = 203+ 51175 + 2073 =3 (2+5zia5ey" + 1) .
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Ebbdl konnyen kiolvashato, hogy

B—

_ o O

A=

A transzformacio elvégeztével az egyenletek LV-alakjat kapjuk, ami tehat:

14 4
o= g 2y — 2y — 10
Y1 yl( 3 Y1 3y2 ys)
Yo Y2 (—1—=3y1 +12)
Us = y3(—4—10y; +2y, —5ys).

4.2.2. Alkalmazas: a (4.1) egyenlet Taylor-sor alakii megoldasa

Ha a (4.1) egyenlet megoldasait Taylor-sor alakban akarjuk eléallitani, akkor
a Taylor-sor egyiitthatéinak meghatarozasa igen nehéz és idGigényes lehet,
igy altalaban inkabb a Runga-Kutta modszer az alkalmazott numerikus me-
todus. Viszont a Taylor-sor egy nagy elénye az utobbival szemben, hogy két
paraméteren keresztiil — a 1épéskoz és a ,csonkitas” fokszamanak megvalasz-
tasaval — képesek vagyunk kontrollalni a pontossagot. Amint azt a 2] cikkben
olvashatjuk, egy adott pontossag eléréséhez létezik olyan (h, p) optimélis par,

;;;;;;

sulyt, hanem a megoldés elGallitasara. Tekintsiik tehat a (4.1) egyenletet és
végezziik el az
wi(t) = yi(t)e™

helyettesitést, ekkor

yi (t)e)‘it + >\2yl(t>€)\lt =

Ay (0 ST Ay TT (we(6)eh) ™

j=1 k=1

amibdl:

Yi(t) = ui(?) Z Ajj

J=1

[Tv* et (i=1,....n), (4.4)
k=1

ahol .
k=1
Most vezessiink be egy 1j fliggetlen valtozot:
yn-i-l(t) =

13



Ekkor kénnyt belatni, hogy a (4.4) egyenlet felirhat6 az:

m—+1 n+1

Yi = Vi Z Avij H?/Ejk,
j=1 k=1

formaban, ahol

0 g
A Apxm . B= Biixn 5
0 Ym
0 01 0 0 O
Végezziik el a
n+l
Bij
2 = H Y, !
j=1
helyettesitést, igy a kovetkezd alakra jutunk:
m+1 o
Zi = Z; Z(BA>ZJZ]
j=1

Most normaljuk a t+— z;(t) fliggvényeket a nullaban felvett értékiikkel, vagyis
legyen

i(t) = ) 7 0 Oa
w(t) =25, w0
ekkor
m—+1
ai = U; Z M,-juj,
j=1
ahol

M;; = (BA)i;jz;(0).
Allitsuk el6 az u; fiiggvényt Taylor-sor alakjaban, vagyis
00 tk

w;(t) = Z Hcika
k=0

ahol
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Hatarozzuk most meg a c¢;;, egyiitthatokat. A fentebb elvégzett normalizalas

miatt u;(0) =1 barmely i =1, ..., m+1 esetén. Teljes indukcioval belathato,
hogy:
Cio UZ(O) = 1,
m—+1 m—+1
Ci1 i:(0) = u;(0) > Miju, (0) =Y My,
J1=1 7j1=1
m+1 m+1
Ci2 ii:(0) = 1:(0) Y Mijyuj (0)+us(0) > My, iy, (0) =
Jjo=1 jo=1
m+-1 m+1 m+1 m+1
(Z Miﬁ) (Z Mijz) + My, (Z szj1> =
Jji=1 Jjo=1 Jo=1 j1=1
m+1 m+1 m+1 m+1
DMy, > My, + Y My, > My, =
Jji=1 Jjo=1 Ji=1 jo=1
m—+1m+1
DO My, (Mg, + M, ),
J1 J2
m—+1 m—+1

Cik

o> My, (Mg, + My, ) (Migy + M,y + Myyj,) -
Ji Jk
(Mij, + Mj g, + Mg+ -+ My,

4.2.3. Alkalmazas: LV-alak, mint hidnyos kvadratikus egyenlet

Tegyiik fel, hogy az egyenletiink mar LV-alaki, ekkor igy is irhatjuk:

n
T; =X; E Oéijl'j—l—llﬁ'i/@i Z:]_,...,?’L
j=1

ebbdl kénnyen leolvashatd, hogy a (3.1) egyenletben szereplé paramétere-
ket hogyan kell megvéalasztanunk, hogy alkalmazhassuk az ott bemutatott
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modszert. Tehat:

0 0 --- 0 i1 0 - 0 0
0 0 --- 0 o 0 - 0 0
1 o o0 -- 0 Qi(i—1) 0 e 0 0
Ai= B) Qi1 Qg o QGi-1) 206 Qi) Qa—1) Qan |
0 0 -+ 0 @uy O -+ 0 0
0 0 --- 0 Qin 0 - 0 0

bl :=(0,...,0,6:,0,...,0), ¢ :=0.

)

Most végezziik el az w-val valé beszorzast, ekkor:

1
aij:§(wi+wj)(aij+ozji):(wi+wj)ozij, bT:(wlﬂl, w2/62, Ce ,wnﬂn) y c=0.

Igy mar alkalmazhato a 3. fejezetben targyalt modszer, azzal az egyszertisi-
téssel, hogy a ¢ = 0. Mivel az A matrixra még explicitebb alakot kaptunk,
talan pozitiv definitasa konnyebben vizsgalhato.

&5 PELDA: Az [1] cikkben szerepls 2. példaban a szerzé bemutatja, hogyan
alakit 4t egy arra megfelel§ egyenletet LV-alakra, amit mi mar a kordbbiak-
ban bemutattunk, és igy a kovetkez§ egyenleteket kapja:

£=¢(3+9)
n=n(9+2¢)
(= C(4+E—n+20),

Konstruéljuk meg ehhez az A; métrixokat:
1 0 2

1
A1:2 oy

2 00 0 1 0
000}, A= 200, Ai==-{0 0 -—-11,
00 0 2\o 0 0 2 \u
amibgl

1 2(4)1 2(4)2 W3

A=wi A1 +wAs+wsAg = 5 2wy 0 —ws ],
w3 —Ws3 4(4}3

és mivel a fgatloban &ll egy nulla, ezért A nem pozitiv definit, tehat a 3.
fejezetben kimondott 2. tétel ebben az esetben nem alkalmazhato, pedig a
megoldas nyilvanvaléan felrobban, hiszen az elsé véltozojaban valoban fel-

robban.
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4.3. Poincaré linearizacios elmélete

Legyen f € C'(R") és tekintsiik a kovet-
kez8 nemlineéris autoném KDE-t:

T= fou, (4.5)

és legyen ennek egyensilyi pontja az ori-
g0, vagyis f(0)=0. Mivel f differencial-
hato, ezért (4.5) jobb oldala kozelitéleg

F0)z+0(|l]). (4.6)

Tudjuk, hogy az f/(0) Jacobi-méatrix sa-
jatértékei, pontosabban a sajatértékek
valos része hatérozza meg a (4.5) rend-
szer lokalis stabilitasdt az origd koriil.
Az idevonatkoz6 elméleti eredményeket
roviden attekintjiik egy késébbi fejezet-
ben, most pedig ismerkedjiink meg a re-
zonancia fogalméaval.

HENRI POINCARE

(1854-1912)

2. Definicid. Tegyiik fel, hogy f'(0) sajdtértékei A1, Ao, . . ., Ay. Azt mondjuk,
hogy a sajdatértékek rezondnsak, ha 3m € Nj dgy, hogy |m| =), my > 2,
tovdbba :

(m,\) = ka)\k =X wvalamely se€{l,...,n}
k=1

esetén. Az |m| értéket a rezonancia fokdnak hivjuk.

Célunk, hogy més koordindta-rendszerre attérve egyszertibb — szerencsés eset-
ben teljesen linearis alakra — alakra hozzuk az egyenletet. A rendszert leird
egyenlet jobb oldaldn gytjtsiik 0ssze az azonos foki mondémokat, vagyis irjuk
fel a rendszert a kovetkezs alakban:

yb:)\x+2vrox, (4.7)

r>1

ahol
A=diag(A, A2, .., An),  ve(z) = Z amx™,

M, :={m e Ng||m| =1} és a™:=a{"23* .. 2. Ha a moném foka r, akkor
az. M, halmaznak Cig,(n,r) szamu eleme van, ahol

Crun(n,7) = (n—l—r—l).

n—1
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Példaul, ha n =r =2, akkor M, = {(2,0),(1,1),(0,2)} és
vo(x) = vy, 2) = CLQ()ZL'% + a1 +a02$§.

Most megprobalunk olyan (y :=x+...) identitdshoz kozeli transzformaciot
talalni, amellyel csokkenthetjiik a linearis tag utan all6 monémok szamat,
vagyis amellyel ezt kapjuk:

v=f(0)y+Vigioy+...

Ha ezt sikeriil elérniink, akkor egy kovetkezd transzformacioval az r+1 foku
monoémot is megprobalhatjuk eltiintetni, és igy tovabb, mig végiil, ha ezt min-
den r esetén el tudjuk végezni az = f'(0)y alaka egyenletet kapjuk. Lassuk
sikertil-e ilyen transzformaciot talalnunk. Induljunk ki az alapegyenletbdl:

Lt'i = >\2xz + Z CLmZ’SL’m +Ur+17iOLU+ c. (48)
mEMr

és probaljuk meg a kévetkezd helyettesitést:

Yi =T+ Z biz™, (4.9)
mEMr
amibdl
Ti=Yi— Z bmiy™ +O (Jy[™) - (4.10)
mEMr

A kés6bbiekben sziikségiink lesz a kovetkezs Osszefliggésre:

d m - ik m - m T
i ; x—kmkx = ;mk)\kx +O (|z[*), (4.11)

igy a (4.9) egyenlet mind két oldalat derivalva kapjuk, hogy
Ji=Fit Y bpi(m, Na™ +0(|z["H),
mEMr
ehhez pedig felhasznalva a (4.8) Osszefliggést a kovetkezs adodik:
Ui = N + Z A" + Z bini (m, A)z™ + O (|z|"*) .
meM, meM,
Kovetkezs 1épésként végezziik el a (4.10) helyettesitést, igy

Ui =N\ (yi_ Z bmiym) + Z amiy"™ + Z bmi(m, A)y™ +O (|?J|T+1) )

mEMr mEMr mEMr
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amibdl végiil azt kapjuk, hogy

yi — )\Zyz_l_ Z amiym‘l' Z bmiym ((mv )‘) _)‘l)_l_O (|y|7“+1) :

meM, meM,
Ha
b =~ e M,
m )\Z o (m’ )\) T
akkor

Ui = Ay +0O (|y|r+1) .

Tehat elértiik a célunk, hiszen az r fokii moném eltlint az egyenlet jobb
oldalarol. Természetesen a b,,; egyiitthato értéke r fokd rezonancia esetén
nincs értelmezve. Azokat a mondomokat, amelyekre az f'(0) matrix sajatérté-
kei rezonansak, a Poincaré-transzformécioval nem lehet eltiintetni, igy ezek
1j egyliitthatoi — ha a rezonancia foka r — a transzforméacié utan

cmizammtbmi((m, )\)_)\z) mGMT.
Az
“+00
Ty = N + Z Cmit™,  m e Ny (4.12)

|m|=2

alaki egyenletet normal forméanak hivjuk, ahol

o 0 ha  maA+--+mu\, # N\
e i + 0 (M, A) — ;) egyébként.

3. Definicio (Siegel-feltétel). Azt mondjuk, hogy A= (A1, ..., \,) kielégiti
a Siegel-feltételt, ha van olyan € >0 és v > 0 konstans, hogy

3

[Ai—(m, A)| =

Ldie
3. Tétel (Poincaré linearizacids tétele). Ha a ;€0 (f'(0)) sajatértékek
nem rezondnsak és minden i =1,...,n esetén Re(\;) > 0 vagy Re (\;) <0

vagy a N\; sajatértékek kielégitik a Siegel-feltételt, akkor a (4.12) sor az origo
valamely kornyezetében konvergens.

ro=(g 1)
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ahol £ € N,k > 1 ekkor a rezonanciafeltételt megvalositd egyenlet

kX +0Xg = Ao,

amibdl a rezonancia foka r =k, s igy a rendszer normal forméja:

T = I

To = kxo+ ax’f,

ahol a € R.

D MEGJEGYZES: a kinetikai differencialegyenletek normal forméra valo ala-
kitasat (az egyensulyi pont ismeretének hidnyaban) nem tudjuk altalanos

esetben szimbolikusan elvégezni.

5. Painlevé-analizis

Ebben a fejezetben a felrobbanéas egzisz-
tencidjanak és lokalizédlasanak kérdését
a megoldés idébeli szingularitasanak, il-
letve az eredeti rendszer egy transzfor-
maltja fix pontjainak vizsgalatara vezet-
jiik vissza. Ezért rovid attekintést adunk
a fix pont koriili lokalis analizisrél, mely-
nek analogidjara fogjuk bevezetni az
idébeli szingularitasok analizisét, azaz a
Painlevé-analizist. Az analogia egyszert,
ahogy a megoldasok a fix ponthoz koze-
lednek, ugy lokéalisan kiilonboz&képpen
viselkedhetnek, amit a lokalis analizis se-
gitségével tudunk vizsgalni. Ennek meg-
felel6en a megoldasok az idGbeli szingu-
laritasok kozelében is kiilonbozéképpen
viselkedhetnek, amihez pedig a Painlevé-
analizis ad megfelel§ apparatust.

5.1. Fix pont koriili lokalis analizis

PAUL PAINLEVE
(1863-1933)

Igen régrél és jol ismert, jol kidolgozott elmélet, a kozonséges differencial-
egyenletek elméletében a fix pont koriili lokalis analizis. Errél adunk most
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egy rovid attekintést, részletes targyalasa a [11] konyvben taladlhato. Tekint-
siikk az
t=fox

differencidlegyenletet, ahol f € C'(R™). Az egyenlet fix pontjanak? azokat a
pontokat hivjuk, melyekre x, € R", f(x,) =0 teljesiil. A tovabbiakban elég,
ha az origot tekintjiik fix pontnak, hiszen az y:=x —x, transzformacioval, az
x, fix pont az origoba tolhato el (feltéve persze, hogy x, meghatarozhato),
hiszen

Clyta) =i = for=foly+u.)

Az egyenlet jobb oldalat felbonthatjuk két — egy linearis, és egy nemlinearis
— részre, vagyis

f (@) = fin(@) + fan(z) = f(0)2+0 ([l]*) .

melybdl a linearis részt megtartva, az egyenstlyi pont valamely kornyezeté-
ben j6 kozelitéssel helyettesithetjiik az eredeti egyenletiinket, vagyis az

= f'(0)z

lineéris egyenlet megoldésa az origd valamely kornyezetében jo kozelitéssel
irja le az eredeti egyenlet megoldéasat. Az f/(0) méatrix spektruméat vizsgalva
kovetkeztethetiink az origd stabilitasara, illetve a megoldas viselkedésére az
origbhoz kozeledve.

Egy fontos, specialis eset, amikor hiperbolikus a fix pont, azaz ha a fix
ponthoz tartoz6 barmely sajatérték valos része nem nulla. Ekkor ugyanis
érvényes a stabil sokasagra vonatkozo tétel. Még miel6tt kimondanénk ezt a
tételt, néhany alapvets definiciét fogalmazunk meg.

4. Definicié (Dinamikai rendszer). Dinamikai rendszernek hivjuk azt a
¢: TxR" —R"

folytonos leképezést, ahol T additiv részcsoportja R-nek, amely rendelkezik a
csoporttulajdonsdgokkal :

O ®0,2)=x

O &(t+s,z)=d(t, (x, s)).

2Szokésos elnevezések még az egyenstlyi, kritikus vagy stacionarius pont.
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A tovabbiakban csak folytonos dinamikai rendszerekkel foglalkozunk, ahol
T=R. Az & = foux differencidlegyenlet megoldéoperatorat a tovabbiakban ¢
jeloli, azaz a ¢(t, x) az  €R™ kezdeti értékbdl inditott megoldas ¢ idépontbeli
értéke.

5. Definici6é (Stabilis és instabilis sokasag). Legyen U C R™ valamilyen
kérnyezete az x. € R"™ fiz pontnak, ekkor a (lokdlis) stabilis és instabilis so-
kasdg a kovetkezdképpen definidlhato :

o) = {yev|vz o0, om0 v, tim ol =z |,

Wz, = {y eU ‘Vt <0, ¢(y,t) € U, tli:&n oy, t) =z, } :

6. Definicié (Stabilis, instabilis és centralis altér). Tekintsik az i=Ax
linedris rendszert, ahol AER™ ™. Legyenek A1, Ag, . .., N\, az A mdtriz sajdatér-
tékei, illetve az ezekhez tartozd wy,ws, . .., w, (dltaldnositott) sajdatvektorok,
ahol wj = uj+iv;. Tovdbbd legyen R™ bdzisa

n—=k
B ={uy, U, ..., Up; U1y Ukt 1y -« - Uny U}y T = 5

ekkor a stabilis, az instabilis €s a centrdlis alteret a kovetkezdképpen defini-
aljuk :
E; =Span{u;,v; [Re(N\;) <0,j=1,....,m}
E, =Span{u;j,v;|[Re(N\;) >0,j=1,....,m}
E.=Span{uj,vj|[Re(N\;)=0,j=1,...,m}
tovabbd E, x E, x B, = R".

Ha egy fix pont hiperbolikus, akkor E. = {0}.

4. Tétel (Stabilis sokasag). Tegyiik fel, hogy az © = fox rendszernek hi-
perbolikus fiz pontja az origd, és az & = f'(0)x egyenlet stabilis és instabilis
altere E,, E,, ekkor létezik az eredeti rendszernek lokdlis stabilis és instabilis
sokasdga gy, hogy dim(Ey)=dim(Ws(0)), és dim(E,)=dim(W,(0)), tovdbbd
az origoban a megfeleld sokasdg a megfeleld alteret érinti (2. dbra).

Az &= Ax linearis rendszernél 1étezik olyan x:= Py lineéris (invertalhato)
transzformacio, mellyel az alterek a 2. abran lathaté moédon allnak be:

y=P 'i=P APy,
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W)

Wy(0)

2. abra. Az alterek és sokasagok helyzete.

ahol az 4j transzformalt matrix a lehetd legegyszertibb. A nemlinearis rend-
szereknél, alkalmas normélforma transzforméacioval, — mely a linearis részre
invarians — a koordindtarendszert be lehet &llitani tugy, hogy a sokasagok
is a lehetd legegyszertibb alakot Oltsék (akar hozzé is ,egyenesedhetnek” a
megfelel§ linearis alterekhez). Most nézziik, hogyan irhato fel a megoldas
formalisan egy fix pont megfelel6 kornyezetében. Legyen

U(f/(0)>:{>\1,>\2,...,)\n}, >\1§>\2§§>\n7

ahol a < rendezési relaci6 a komplex szamok korében, azok valds részein
értelmezett szokésos relacid. A megoldas felirhato az origo koriil, lokalisan a
kovetkez6 alakban:

+00 n
2(t) =Y ()M (X)) =D Aij, (5.1)
li|=1 j=1

ahol C = (C},Cy, ..., C,) allandé és ¢;(t) polinom. Irjuk fel az origd koriili
W, (0) instabilis sokasagot, amit ugy kaphatunk meg, hogy az (5.1) sorban
Cy, := 0, minden olyan m esetén, amelyre Re (\,,) <0, m=1,... . k—1<mn,
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ekkor tehéat

g

+ n
zat) = D a) (C) X (i) =37 Ny,
j=k

il

I
—

ahol ieNg_kH, tovabba az indexekben 16v6 u az angol unstable sz6 roviditése,
igy az instabilis sokasaghoz tartoz6 megfelels értékeket jelzi.

5.2. Szingularis hely koriili lokalis analizis

Az el6z6 alfejezetben targyalt lokalis analizis analogiajara bevezetjiik a szin-
gularis hely koriili analizist.

Tekintsiik ismét a kovetkezs differenci-
alegyenletet :

i=for,
ahol feC'(R"). Bontsuk fel a jobb oldalt
f=g+h
részekre ugy, hogy az z(t) := a(t —t,)?
helyettesitéssel, ahol az a(t—t.)P vektor
i-edik komponense «;(t —t.)", teljestil-

jon a g fliggvényre, hogy

t=gox, vagyis par? = glat?),

ahol 7:=t—t, és o, peC", |a| #0, és ter- SZOFIA KOVALEVSZKAJA
mészetesen itt a vektorok kozotti szorzas (1850-1891)
komponensenként értendd. Tovabbé, h legyen olyan, hogy

P
lim h(r?)

7—0 7P~1

= 0.

Vezessiik be a tovabbiakban fontos szerepet jatszd6 Kovalevszkaja-kitevs-
ket [6] meghatérozo matrixot, ami a kdvetkezéképpen definialhato:

K = ¢'(a) —diag(p1, p2, - - -, Pn)-
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5.3. Painlevé-tulajdonsag és -teszt

Egy t. szingularitashoz tartozik egy («, p) par, ekkor lokalisan létezik a meg-
oldast leir6 sor, a kovetkezd formaban

n+1

400
z(t)=7"[ a+ Z ci(log(T)Cr @D | [ (p,i) = Z pits, (5.2)

li|]=1

ahol a p; kitevék a megfelel6 (o, p) parhoz tartozd Kovalevszkaja-kitevsk
(1 =1,...n), kiegészitve a p,.1 := q értékkel, ami a h nem dominéans részre
jellemzé érték, (amit az 5.4. fejezetben értelmeziink). Egy rendszer akkor
rendelkezik a Painlevé-tulajdonsaggal, ha az altalanos megoldésa egyértéki,
azaz a szingularitasai koriil Laurent-sorba fejthetd.

Ha az el6z6 alfejezetben targyalt instabilis sokasdghoz hasonloan az (5.2)
sorban csak a pozitiv valos részi kitevGket vessziik, vagyis minden olyan
C; =0, melyre Re (p;) <0,i=1,...,k—1, akkor a kovetkezst kapjuk:

n+1

w(t) =7 | @t 37 eillog(n) (€)' 7 | (0" i) =D psi, (5:3)

lil=1

ahol i € Ng—’““ és az indexben szerepl§ u szintén azt jelenti, mint ezel&tt.
A Painlevé-teszt olyan eljaras, amely
sziikséges feltételt ad a Painlevé-tulajdonsag
meglétére, ami a tovabbi vizsgalatokban
jelent6s tulajdonsag lesz. Harom lehet-
séges eset all fenn:

O Painlevé-teszt: minden ¢ esetén ¢;
konstans fliggvény, valamint p; € Z
és p; €N, j=kFk,...,n+1, ekkor
az (5.3) sor Laurent-sor.

[0 Gyenge Painlevé-teszt: minden i
esetén ¢; konstans fiiggvény, vala-
mint p;, p; €Q, j=k,...,n+1, ek-
kor az (5.3) sor Puiseux-sor.

VICTOR PUISEUX
(1820-1883)

O Pszi-sor: az (5.3) sor akkor Pszi-
sor, ha a ¢; fiiggvény log(7)-ban
polinom, tovabba p;,p; € C, ek-
kor a rendszer nem rendelkezik
Painlevé-tulajdonsaggal.
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5.4. Transzformalt rendszer

Most bevezetiink egy olyan transzforméciot, amellyel az eredeti egyenletet
1j egyenletté transzformélva, annak fix pontjai lesznek az eredeti egyenlet
szingularis helyei, vagyis ezaltal a transzformacioé altal fogjuk visszavezetni a
szingularis hely koriili vizsgalatot fix pont koriili analizisre. Legyen tehat X
olyan, hogy:

z(t) = 77X (log(7))

T = €°,

ahol s :=log(t—t.) =log(7), ekkor a transzformalt rendszer az

F;'O(Xl,...,Xn+1), z'zl,...,n

X' =FoX .
qXni1, mivel X, 1(s) :=e?%.

X411 bevezetése nem minden esetben sziikséges.

#5 PELDA: Lassunk két egyszert példat, hogyan is mikodik ez a transzfor-

maéaci6. Elgszor tekintsik az

i =2’

egyenletet. Ebben az esetben g(x) :=2?, illetve h:=0, amibél p=—1,a=—1
igy az x(t) := 771 X (log(7)) transzformaciot alkalmazva

#(t) = =1 X (log(7)) + 7> X (log(7)) = 7> X*(log(7)),
amibdl a transzformalt egyenlet:
X'=X(1+X).

Ez annyira egyszeri eset, hogy a vizsgalat szempontjabol folosleges is a
transzformaécio, hiszen tudjuk, hogy

ami valoban igy van, és még a t,-ot is konnyen fel tudjuk explicite {rni:

1
te=1p+ .
" a(to)
Specialisan ha ty =0, és x(0) = o, akkor
1
b = —.
Lo



£5 PELDA: A masodik példa legyen az

Zifl = 1’34—31’1

Zifg = 21’11’2 — T

egyenletrendszer. A jobb oldal két részre bontasaval, igy

x? 3z
g(xy,39) = <2x11x2) ;o h(wy,20) = <9x;) )

Amibél az («, p) parra a

p—1 = 2p

p2—1 = pi+po
pon = of
P22 = 20100

egyenletek frhatoak fel, amibdl az egyik lehetséges megoldés:
Oé:(—l,l), p:(_1>_2)'

Tovabba nézziik meg, hogy a h fliggvényre is teljesiil-e a megfelels feltétel:

b (7P Tp1—1
lim le) = lim = lim (37) =0,
T—0 T 7—0 h(72) r—0 \ 9T
Tp2—1

vagyis a h valoban nem dominéns rész, legalabb is az («, p) par altal megha-
tarozott szingularitas megfelel§ kornyezetében. Most hajtsuk végre az

zi(t) = 7' X1 (log())
zo(t) = 7 *X,(log(1)),

transzformaciot, igy

X, = Xi+X7+3X3X)
X, = 2Xp4+2X1 Xy — X2X)
X, = Xs.
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5.5. Painlevé-teszt és az instabilis sokasag

Most, hogy megkonstrualtuk a transzformélt rendszert, ezen elvégezhetjiik a
lokalis fix pont koriili vizsgalatot. A transzformalt rendszernek legalabb két
(trivialis) fix pontja van, mégpedig Xo=0 és X, = (aq,ag, ..., a,,0). Az elss
fix ponthoz tartozo

a (F/(Xo)) = {—Ph —P2,---5 —DPn, CI}

sajatértékek megadjék a p vektor komponensei ellentettjének és a ¢g-nak az
értékét, amik egyszertien az (o, p) par altal meghatarozott szingularis meg-
oldés kitevdi, illetve a (szingularitas valamely kornyezetében) nem dominéans
tagot jellemz6 ¢q. A mésik, azaz az X, fix ponthoz tartozo

o (F'(X.)={p1,p2, -, pn,q}

sajatértékek, — amik mar sokkal érdekesebbek — megadjak az eredeti egyenlet
Kovalevszkaja-kitevéit, illetve ezt kiegészitve a nem dominans részt jellemzd
q allandot.

Ha a transzformalt rendszer fix pontjaihoz tartozo lokalis instabilis soka-
sagokat vizsgaljuk, akkor a definici6 szerint ez az eredeti rendszer szingulari-
tasa koriili megoldasat adja (a nem dominéns részt elhanyagolva), hiszen

lim X,(s) =X, = lim ||z, ()] = +o0.
§——00 t—tx
Tehat irjuk fel a transzformalt egyenlet X, fix pontjahoz tartozo W,(X,)
instabilis sokasagot

+o0o
Xu()=X.4+ ) _ci(s)e™ D Re(p;)>0,i€{k,....,n+1}.

li|=1

Térjiink at az eredeti valtozokra:

z,(t)=7" | a+ ) ci(log(r)r?" " | . (5.4)

li|=1

Ez a lokalis sora a transzformalt rendszer X, fix pont koriili instabilis sokasé-
ganak, ami az eredeti rendszer («, p) parja altal meghatarozott megoldaséanak
Pszi-sora, ami persze csak akkor adja meg a lokélis formélis megoldast, ha
konvergens. Az (5.4) sor annyi tetszéleges allandot tartalmaz, amennyi pozi-
tiv Kovalevszkaja-kitev$ van az X, fix ponthoz tartozé sajatértékek kozott,
plusz még egyet, ami a t, szingularitas helyének feleltethet6 meg, a kezdeti
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értektdl fiiggden. Ha a rendszernek n—1 pozitiv Kovalevszkaja-kitevGje van,
akkor az (5.4) sor az eredeti egyenlet formaélis, altalanos megoldasat adja,
természetesen csak megfelel§ konvergencia tartomanyon.

A Painlevé-tulajdonsaggal rendelkezé rendszereket integralhatd rendsze-
reknek nevezziik, ami masképpen azt jelenti, hogy a rendszer megoldasanak
id6beli szingularitésai koriil azok Laurent-sorba fejthetGk. A Painlevé-teszt,
mely sziikséges feltételt ad ennek a tulajdonsdgnak a meglétére, az alabbiak-
ban foglalhato Ossze:

1. Allitas. Ha az @ = fox rendszer rendelkezik Painlevé-tulajdonsdggal, ak-
kor ennek a rendszernek az dsszes transzformadltjara teljesil, hogy

O az X, és Xq fix pontokhoz tartozo sajdatértékek egészek,

O az X, ponthoz tartozé Jacobi-mdtriz féligegyszerid®,

O a transzformdlt rendszer formdlisan linearizdlhato az X, fix pont kéril.

Most foglaljuk Ossze, hogy milyen lépéseket is kell elvégezniink egy rend-
szeren, hogy meg tudjuk rendelkezik-e a Painlevé-tulajdonsaggal (szlikséges
feltételek):

I. El6szor is keressiik meg az Osszes lehetséges (o, p) part, majd ellendriz-
ziik, hogy p € Z" teljesiil-e, minden parra.

I1. Végezziik el a transzformaciot.

ITI. Végiil a transzformalt rendszernél ellenérizziik, hogy minden nem nul-
la fix pontja koriil formalisan linearizélhato-e, azaz a lokalis normaél
forméja linearis-e.

5.6. A Pszi-sor konvergenciija

Tehat tekintsik ismét az
t=fox

rendszert, ahol f € C(R"), tegyiik fel, hogy az (c, p) par hiperbolikus vagyis,
az ehhez a parhoz tartozo Kovalevszkaja-kitevskre fennall, hogy Re (p;) # 0,
barmely ¢ =1, ..., n esetén. Tovabba tekintsiik a

“+oo
U(r)=7" [ a+ ) cilog(r))r?"

li|=1

3Feéligegyszerti az a méatrix, melynek a Jordan-alakja diagonalis.
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Pszi-sort. Ha a transzforméalt rendszer instabilis sokasagédnak sorba fejtését
tekintjik, vagyis a

“+oo
s
Xu(s) =X+ E ci(s)elP™ s,
lil=1
Osszefliggést, akkor a Pszi-sor konvergenciajanak kérdését egy exponencialis
hatvanysor konvergencidjara vezettiik vissza, amikor s — —o0.

5. Tétel. Tekintsik az & = fox rendszert, és az ehhez tartozo («,p) hiper-
bolikus pdrt, tovabbd legyen a t. szingularitds korili lokdlis V(t, C") Pszi-sor,
C" tetszdleges dllandokkal. Ekkor létezik € > 0, és a € R gy, hogy 0 < o <
<Re(pi), minden i=k,... ,n+1 esetén, tovabbd 6 >0, hogy |a| <9, |[t—t.| <e
és M e R, hogy

| (t,a)| < M|a|Te.

5.7. A felrobbanas vizsgalata

A dolgozat bevezets szakaszaban maéar ismertettiik a felrobbanas fogalmat,
azonban még egy aprosagot — noha trivialis — nem art megemliteniink. Még-
pedig a felrobbanas bekdvetkezhet el6re tarté idében és hatra-felé halado
id6ben is, bar az utoébbinak nem sok gyakorlati jelentGsége van, ezért a to-
vabbiakban elére halad6 (azaz pozitiv) idében vizsgalodunk, de zaréjelben a
negativ idére vonatkozo allitast is kozoljiik.

A kovetkezd tétel elStti eszmefuttatas nem tul hosszu, és nehéz hiszen
minket altaldban a valds ideji események érdekelnek, igy jo okunk van felté-
telezni, hogy t,. € R szingularitdshoz a € R paraméterek tartoznak, tehat igaz
a kovetkez§

6. Tétel. Tekintsik ismét az © = fox rendszert, és teqyiik fel, hogy a rend-
szerhez tartozik (o, p) par (k—1) pozitiv Kovalevszkaja-kitevével (igy, hogy
a4 P11 = q €rtéket nem vesszik ezek kizé) és legyen = a(—1)P. Ekkor, ha
B ER" (o€ R") létezik a kezdeti értékeknek egy k dimenzids S§ sokasdga,
amely eldre (hdtra) haladd idében felrobbandshoz vezet.

Ha k= n+1, akkor a megoldast formélisan a Pszi-sor elGéllitja, ha az kon-
vergens, aminek a bizonyitasa altalaban a legnehezebb. Ha vannak olyan
Kovalevszkaja-kitevék, melyek valos része nulla, akkor ez azt jelenti, hogy
a transzformalt rendszer fix pontja nem hiperbolikus, tehat a vizsgalathoz
nem elég csupan a linearis analizis. Azonban megvizsgélhato a felrobbanas
bekovetkezése a rendszer egy részén, mégpedig tegyiik fel, hogy van [ nulla és
(k—1) pozitiv valos részi sajatértek, ekkor létezik m > k+1 dimenzioju S§*
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sokasag, melybdl a megoldast inditva, felrobbanas kévetkezik be. S6t a kez-
deti értékeknek azon halmazénak helyét is meg tudjuk hatérozni, amelybél
a megoldast inditva felrobbanas kovetkezik be. A helyét itt ugy értve, hogy
melyik ortans, melyet az alabbiakban O jellel fogunk jel6lni.

7. Tétel. Tekintsiik az i = fox rendszert, és legyen S¥ az a sokasdg, melybdl
inditva a megolddst felrobbands kévetkezik be, tovdbbd legyen Oggn(s) (Osign(a))
az az ortansa a térnek melyet a 5 (o) vektor komponenseinek eldjele hatdroz
meg. Ekkor az az ortdns, ahonnan a megolddst inditva elére (hdtra) halado
iddben felrobbands kévetkezik be az, amelyre Oggn(g) ﬂSg £, illetve Osign(a) N
NSE#0.

6. Els6 integral

Nemnegativ vektorral megadott linearis els6 integralok jol hasznalhatok ki-
netikai differencidlegyenletek felrobbanasanak kizarasahoz.

8. Tétel. Konzervativ reakcio témeghatas kinetikaji indukdlt kinetikai dif-
ferencidlegyenletének megolddsa semmilyen kezdeti érték mellett nem robban

fel.

B1ZONYITAS: A

M M
Za(m,r)Xm% Zﬂ(m,r)Xm r=1,...,R
m=1 m=1

reakcié indukalt kinetikai differencidlegyenlete:

R

M
Cm = Z (6(771, T) —a(m, 7‘)) k, Hcg(pﬂ‘) m=1,..., M.
p=1

r=1

Ennek teljes megoldasai — Volpert tétele szerint — tetsz6leges nemnegativ
c(0) =  kezdeti feltétel mellett az értelmezési tartomany minden pontjaban
nemnegativak. A konzervativitas azt jelenti, hogy létezik p € (R+)M , mellyel
minden r € {1,2,..., R} mellett

Z (ﬁ(m’ T) —a(m, T)) Om =0

r=1

teljestil, tehat



vagyis

M M
m=1 m=1

Fennall tehat, hogy

| M

() <= omen(t) <K

0 m=1
igy a megoldas hatartol-hatérig terjedése miatt az nem robban fel. B
D MEGJEGYZES: Nemkinetikai differencialegyenletre a pozitiv elsé integral
létezése nem zarja ki a felrobbanast, amint azt az
2

Tr==x

j=—a?

differencidlegyenlet példaja mutatja.

Meglepd, hogy a negativ divergencia értelmezését — a térfogatcsckkenést —
tekintve, elsére szokatlannak tiinhet az, hogy tugyis csokkenhet a fazistérfogat
hogy a megoldas kozben felrobban, ahogy azt az alabbi példa is mutatja:

i =z’

= —2%y.

7. Ljapunov-fliggvény

A formalis reakcidkinetika néhany alapvets eredménye tgy is atfogalmazhato,

;;;;;;

Ljapunov-fiiggvényeken alapulnak.

9. Tétel (Zéro deficiencia). Gyengén megfordithats nulla deficiencidgji in-
dukalt kinetikai differencidlegyenlet megolddsai nem robbannak fel.

10. Tétel (Volpert). Aciklikus Volpert-griffal biré indukdlt kinetikai diffe-
rencidlegyenlet megolddsai nem robbannak fel.

8. Alkalmazasok

8.1. Nemlinearis rezgSkor

Tekintsiik a 3. abran lathato kapcsolést, a bejelolt referenciairanyokkal. Az
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f(i(t))

3. abra. Nemlineéris ellenallast tartalmazo rezgd&kor.

aramkorben 1évé kondenzatorrol és tekercsrdl feltehetjiik, hogy C, L € Rt al-
lando értékiek, legalabb is a folyamathoz képest nagyon lassan valtoznak, igy
feltevésiink jogos. A nemlinearis ellenallasrél tudjuk, hogy az dram-fesziiltség
karakterisztikaja a R 3 p — f(p) folytonos fiiggvénnyel adott. Tovabba felté-
telezziik, hogy f(0)=0és R p— pf(p) >0 mivel ha ez nem igy lenne, akkor
— felirva a teljesitményét — lenne, olyan I C R intervallum, hogy

Pt =i()f(i(t) <0, tel,

ami azt jelenti, hogy nem fogyasztoként, hanem energiaforrasként miikddne,
méarpedig az energiamegmaradés torvénye szerint ez nem lehetséges. Tud-
juk, hogy a kondenzator araméara (i.), illetve a tekercs fesziiltségére (uy) a
kovetkezd Osszefiiggések allnak fenn:

du,(t) dip(t)
e’ dt -
A Kirchhoff-térvényekbdl felirhato a kovetkezs két egyenlet:

du(t) 1.
a — o'

di(t) 1 1,
T = ) - 1),

11. Tétel. A fenti egyenlet megolddsa semmilyen kezdeti értékre nem robban

fel.

B1zONYITAS: A bizonyitas alapja egy megfelelGen valasztott, energia tipusi
Ljapunov-fiiggvény. Irjuk fel a kondenzatorban és a tekercsben a t idépontban

lév6 energiat:
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most nézziik meg, hogyan is valtozik ez az energia az id6 fiiggvényében:

d B du(t) . di(t)
&P(t)—C'u(t) = + Li(t) =

d
= w(t)it) —u(t)i(t) —i(t) f(i(t)) = —i(t) f(i(1)) <O,

vagyis az energia minden ¢ € I esetén nem ng, és mivel a kiindulési allapot-
ban csak a kondenzator és a tekercs tartalmazhat energiat, illetve az energia
csak nemnegativ lehet, ezért a megoldasok korlatosak maradnak az egész [
intervallumon. M

8.2. A Volterra—Lotka-reakcid

Tekintsiik a szamos biologiai és kémiai alkalmazéssal rendelkezd [8] Volter-
ra—Lotka-reakciot :

A+ X M oox
X+Y * ooy
y 5, B
Ezt a
y = koxy—ksy (8:2)

differencidlegyenlet-rendszerrel lehet modellezni, ahol ky := ki[A] € Rt és
ko, ks € RT. Ha a 3. fejezetben targyalt modszert alkalmazzuk, amit itt lat-
hatoan alkalmazhatunk kideriil, hogy ebben az esetben épp nem sikeriil a
felrobbanést bizonyitani, mivel az

4= (kz(wf— wy) " (“’20_ wl))

matrix nyilvan nem pozitiv definit. Ebbdl persze még nem kévetkezik, hogy
nem is robban fel, ezért probaljuk elGallitani a formalis megoldast Pszi-sorral.
Osszesen egy olyan felbontast taldltunk, ami a csonkitott rendszer pontos

megoldasat adja:
—koxy kix
— h = , 8.3
g ( kaxy ) < —ksy ) (8:3)

a= (—kiz kiz) p=(—1,-1). (8.4)
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A Kovalevszkaja-kitevsk: p; = —1, po = 1. Mivel létezik n —1 = 1 pozitiv
Kovalevszkaja-kitevd, igy létezik a kezdeti értékeknek olyan nyilt halmaza,
melybdl a megoldast inditva felrobban a megoldas. A sign(3) = (1, —1), ami
azt jelenti, hogy az o €R™, yo€R™ kezdeti értékekre a megoldas felrobban (4.
abra). A fenti egyenlethez tett megszoritasokkal ennek az eredménynek nincs
nagy jelentGsége, hiszen kémiailag értelmes kezdeti értékre nem robban fel
— Osszhangban a korabbi ismeretekkel [8]. A 4. abran bemutatott esetben, a

150+
100+

50+

-50+

-100 ¢

-150 ¢

4. abra. A megoldésok k1 = ks =ks=1, x0=1, yo=—1.
felrobbanés idejére, numerikus szamitéssal t,~0.9656 kozelits értéket kaptuk.

D MEGJIEGYZES: Az 29 € R™, yo € Rt kezdeti értékekre a megoldas negativ
idében szintén felrobban.

8.3. Egy termokinetikai példa [10, Problem 7.3]

Az aladbb targyalt rendszerrdl — amely a hémérséklet valtozasat is figyelembe
vevd reakciokinetikai modell — numerikus eredmények alapjan tudjuk, hogy

folrobban.

Lt‘l = ,ue”’—xl(x%—i—K) (85)
Lt‘g = l’l(iﬁg‘i‘K)—IQ
T3 = 0xy—7yT3,

ahol u,0,v, K € RT. Az els6 egyenletben 1évS exponenciélis tag helyett an-
nak Taylor-polinomjaval szamoltunk. Elmentiink egészen a kilencedik tagig
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és rengeteg megfelelg felbontast talaltunk, viszont a legtobbnél a harom
Kovalevszkaja-kitevébdl csak egy volt pozitiv valos, ezért a felrobbanéast nem
sikeriilt bizonyitani.

Ko6szonetnyilvanitas A dolgozat elkészitéséhez a T047132 szamia OTKA
palyéazat jarult hozza.
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Fuggelék

A dolgozatban el6fordulé szamitési példékat altalaban sajat kezileg irt Mat-

hematica program segitségével dolgoztam ki. Az alabbiakban ezen programok
kodja all.

Kvazimonomialis transzformacid

A program egyszert matrix miiveleteket végez.

<< LinearAlgebra'MatrixManipulation'

o
Il

({2, 2, 0, 23, {1, 3, 1, 2}, {1, 2, 1, 3}};
A= {{1, 2, 5}, ({1, 4, -1}, {0, O, -3}, {2, -1, O}};
A= {1, 2, 1, -1};

{m,n} = Dimensions [B];
r = MatrixRank [B];

If[

MatrixRank [B] == n, Cm = IdentityMatrix[r], Cm = AppendRows [
AppendColumns [
IdentityMatrix [MatrixRank [B]], Table[O, {i, 1, n - r}, {3, 1, r}]
], Transpose [NullSpace [B]]

]

]

At Inverse [Cm] .A;
Bt B.Cm;
At = Inverse[Cm] .A;

Taylor-sor alakti megoldas

Egyelére csak az m = n = 1 esetre sikeriilt megirni a programot, de mivel
ebben az egyszerti esetben is az absztrakciora és altalanositésra torekedtem,
remélhetd, hogy jo alapot nytdjt a tovabbi fejlesztésre.

M =B A;

T = Array[{A + FoldList[Plus, O, Array[M&, #-1]1]/.List->Times} &, r];
Ci = Transpose[Array[x0 T\[[#, 11] xO0"(#B)&, rll;

x[t ] = Prepend[Array[(Ci[[1l, #]1t"#) / #! &, r], x0]/.List->Plus;

Az A=B =1, xyg =1 és r =30 esetre elvégezve a tesztelést, vagyis az
i =22, £(0) = 1 kezdetiérték-probléma megoldasat elgallitva pontosan és
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sorfejtéssel, az eredmény az 5. abran lathato, ahol kékkel a pontos, pirossal
pedig a sorfejtéssel kapott eredmény latszik.

20 ¢
17.5
15+
12.5¢

10 +

0.2 0.4 0.6 0.8 1

5. abra. A teszt egy eredménye.

Felbontasok és az («,p) paraméterek meghatarozasa.

A program kulcsa a mintazat felismerése, ehhez a program eleje a szimbo-
likusan megadott egyenlet jobb oldalat tgy késziti el§, hogy az a mintézat
felismerésének kedvezzen, illetve ezzel egyiitt elGallitja az Osszes lehetséges
felbontast. Majd a program végén, az igy meghatarozott megfelels kitevék-
bél és egylitthatokbol felallitott egyenletek megoldasa a Solve utasitassal
keriil sorra.

DiffEqus = Length[f];

f =f /. Plus -> List

rhs = Flatten[Outer[List, Sequence @@ f], 2];

Decomp = Length[rhs];

ClearAll [x, X, , p, A, P];

X = Array[x# = a# t"p# &, DiffEqus];

A = Array[a# &, DiffEqus]; P = Array([p# &, DiffEqus];
ClearAll[lhs];

Array [ {x# = a# Tt"p#} &, DiffEqus];

lhs = D[X, T];

Modrhs = Replace[rhs, (xx_/; FreeQ[xx, T]) :> 0, {2}]

KitevoRhs = Replace[Modrhs, T"n_ -> n, ({2}]
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SzorzoRhs = Replace[rhs, a t"x -> a, {2}]

KitevoLhs = Replace[lhs, T"n_ -> n, ({1}]

SzorzoLhs = Replace([lhs, a t"x -> a, {1}]

Equationsl = Array|[Thread[KitevoRhs[[#]] == KitevoLhs] &, Decomp]
Equations2 = Array|[Thread[SzorzoRhs[[#]] == SzorzoLhs] &, Decomp]
Balances =

Array[Solve [Flatten[ {Equationsl[[#]], Equations2[[#]]1}],
Flatten[{A, P}]] &, Decomp] // MatrixForm
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Diagram

Az alabbi diagram egy lehetséges algoritmusvazlatot mutat be arra, hogy
milyen 1épéseket érdemes elvégezniink, hogy egy egyenletrdl eldontsiik, hogy
felrobban-e vagy sem.

Felrobban?

2. Tétel

A Painlevé teszt

Konvergens?
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