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1. Bevezetés

A dolgozatban a kozonséges differencidlegyenletek egy osztalydban, a po-
linomidlis differencidlegyenletekében a megoldasok egy gyakorlati szempont-
bél fontos tulajdonsdgat vizsgaljuk: a megoldasok felrobbandsanak 1étezé-
sét és bekovetkeztének id6pontjat. Az ezeket vizsgdlé modszerek és lehet-
séges alkalmazdsaik bemutatdsat ttiztiik ki f6 célul. Ezen feliil szeretnénk
kitekintést adni a jov6re nézve a mar meglévd modszerek tovabbfejleszté-
sére, illetve tovabbi lehetséges modszerekre.

Szamos publikaci6 sziiletett mér a felrobbands témdjaval kapcsolatban,
viszont ezek nagy része nem kozonséges, hanem parcidlis differencidlegy-
enletekre vonatkozik [5, 10]. Kozonséges differencidlegyenletek megoldé-
sainak felrobbandsarol joval kevesebbet tudunk, mint parcialis tarsaikérol.
A felrobbanés tulajdonképpen a megoldas egy véges idén beliili szingu-
laritdsa, aminek mind a létezése mind pedig helye er6sen fligg a kezdeti
feltételektdl. Ez, két — a problémat illusztrdlé — példan, de f6ként az el-
s6n jol fog latszani. Autoném rendszereknél csak ilyen szingularitds for-
dulhat eld, ami agynevezett mozgathaté szingularitds. Tehat, ha egy au-
tondm rendszernek van szingularitdsa, akkor az biztosan fiigg a kezdeti
feltételektdl. Az, hogy az egyenlet megolddsa felrobban-e vagy sem, azt
jelenti, hogy a differencidlegyenletnek létezik-e olyan kezdetiértékhez tar-
toz6 megoldasa, amelyik véges id6n beliil végtelen értéket vesz fel, mds
szoval a teljes megolddas értelmezési tartomdnyanak fels6 hatdra véges.
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Mivel nagyobb — f6ként nemlinedris — rendszerek szimbolikus meg-
oldasa igen nehéz, s6t akar lehetetlen lehet, ezért ezek vizsgalatdndl az
egyenletek megoldasa nélkiil szeretnénk a felrobbands fellépését eldon-
teni, illetve bekovetkeztének idejét megbecsiilni, ami remélhetdleg joval
konnyebb feladat. Goriely és Hyde [7] elméleti eredményeire tdimaszkodva
szamitogépes programot irtunk Mathematicdban, és azt alkalmaztuk kiilon-
féle, kémiai [2] illetve elektromossdgtani eredet(i polinomiélis egyenletek
vizsgalatdra. Az, hogy a jobb oldal polinomialis, olyan nemlineéris rend-
szerek vizsgalatat is lehet6vé teszi, amelyek nem polinomialisak, ugyanis
megfelel6 sorbafejtés utan a kozelité polinommal az eljards remélhet6leg
kiterjeszthet6 a dinamikai rendszerek egy bévebb csoportjara.

A gyakorlatban a felrobbanas egyes dinamikai rendszereknél sz6 sze-
rint értendd, vagyis a robbands ténylegesen bekdvetkezhet, ha nincs kor-
latozo tényezd6. Tipikusan gyors, dnmagukat gerjeszté kémiai reakcioknal
lehetséges ez, megfeleld kezdeti értékek mellett. Nemlinedaris elektromos
hélézatokban is felléphet hasonl6 jelenség, de itt a robbands més értelme-
zést is nyerhet, akdr a hdl6zat funkci¢jatol fiiggden is.

Remélhet6leg az eredmények felhasznaldsaval ilyen rendszerek terve-
zésénél ezt a jelenséget is figyelembe véve elkeriilhetjiik, illetve kikiiszo-
bolhetjiik az ilyen fajta instabilitidst vagy legaldbb is el6rejelezhetjiik beko-
vetkezésének id6pontjat.

1.1. Egy egyszerii kémiai példa

Tekintsiink egy olyan reakciét, — amiben egy anyag dnmagat gerjesztve,
egy ugynevezett autokatalitikus reakcioban keletkezik — ami a kovetkez6-
képpen irhato le:

2C X5 3C.

Ez az alabbi differencidlegyenlettel modellezhetd, ahol a C anyag koncent-
racidjanak idobeli alakuldsét a c(t) fliggvény irja le:

¢(t) = ke?(t),

aminek a megoldasa a c(0) = co € R™ kezdeti feltétel mellett:

C(t) - tE]—OO,t*[ t. = l)

tehdt a megoldés a t. idépontban felrobban, ahogy azt az 1. dbra jol il-
lusztralja.
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1. abra. A megoldas felrobbandasa

1.2. Egy halézati példa

Egy fesziiltségforrast, egy nemlinedris ellenallast, illetve egy kondenzatort
kapcsolunk sorba. A nemlineéris ellenallas karakterisztikdja: in(un) = u3,.
Kirchhoff csoméponti torvénye alapjan a kovetkezé dsszeftiggés irhato fel:
in = Cite. Kirchhoff huroktorvényébdl pedig az u. = us — un egyenletet
kapjuk. Egyszer(i helyettesitésekkel ezekb6l adédik az un-re vonatkozta-

tott dllapotegyenlet normalalakja:

1
LlN = —ELLSN

A forras fesziiltsége az id6 fiiggvényében az egységugris:

0, hat<o0

Ug(t) =uoe(t) wo€R gft) = { 1, hat>0.

A bekapcsolds eldtt a hdlézat energiamentes, tehat sehol nem tarolédik
toltés vagy mdagneses energia. A kondenzator fesziiltsége allapotvéltozo,
vagyis ilyen gerjesztés mellett csakis folytonosan véltozhat. Ezekbdl ko-
vetkezik, hogy u.(+0) = u.(—0) = 0. Ebb6l a ténybdl szdrmaztatjuk az
egyenletiinkhoz a kezdeti feltételt, mégpedig:

. 13

Un = —=Uy un(0) = up.
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Ennek a kezdetiérték-probléménak a megoldésa:

1

/2 1
Et+u_(2)

Az el6bbi példaval szemben ez szemmel ldthatéan nem robban fel. Mivel
a C kapacitasra teljestil, hogy C € R", igy semmilyen t € R*-ranem lesz a
nevez6 nulla.

Erdekes tényként — az esetleges fizikai tartalomtdl fiiggetlentil — érde-
mes megemliteni, hogy hat € R™, akkor t = —ﬁ—ben viszont bekovetke-

zik a robbanas (2. dbra).

un(t) =

Ug

2 U02

2. dbra. Csak negativ id6ben robban fel.

2. Az altalanos feladat megfogalmazasa

Tekintsiik a kovetkezd els6rend(i rendszert:
x=fox (1)

ahol x(t) € R™ és f;i: R — R olyan polinomidlis fliggvény, amely val6s
egyttthat6kkal rendelkezik. Vagy lokdlis alakban:

X(t) = f(x(t). ()

Ennek a rendszernek az altalanos megolddsa n szdmu tetszéleges kons-
tanst tartalmaz t — x(t; Cy, Cy, ..., Cy). Legyen a kezdeti feltétel x(0) = xo,

4



ekkor a megoldas a t — x(t;xo) alakban irhat6 fel. A megoldas véges idén
beliil felrobban, ha létezik olyan t, € R és xo € R™, hogy barmilyen M € R-
re van olyan ¢ > 0, hogy:

't —t] < e = [Ix(t;x0)| > M 3)

ahol || - || tetsz6leges norma. A feladat meghatarozni, hogy létezik-e ilyen
xo kezdeti feltétel, és ha igen, akkor t, értéke kozelitbleg mennyi.

3. [Elméleti alapok

Azért, hogy a megoldasok felrobbandsat tanulméanyozni tudjuk, ezek szin-
gularitdsainak lokalis vizsgalatat kell elvégezniink. Ez a feladat a szingu-
laritdsi analizis keretein beliil megoldhat6, mégpedig a mozgathato szingu-
laritds koriili sorfejtéssel. Ezt tipikusan kozonséges differencidlegyenlet-
rendszerek integralhatésaganak bizonyitdsdra haszndltdk, ezt az eljarast
hivjak Painlevé-tesztnek [1, 9]. Azonban bebizonyosodott, hogy a nem in-
tegralhat6 rendszerek dinamikajarol is értékes informacidkkal szolgél. Ah-
hoz, hogy eldontsiik az (1) rendszernél bekovetkezik-e a robbands, a meg-
oldast sorbafejtjiik [3] a kovetkezd formula szerint:

o+ i aj’r;] , (4)

j=1

x=¥«x,p,t) =1

ahol T = (t —t,), p € Q" q € N és a; pedig N;(< j) fokt polinomja a
log(t—t.) kifejezésnek. Az TP kifejezés pedig olyan vektort jelent, aminek
az i-edik komponense: o;tPi. Ezt a sort Pszi-sornak hivjak [8].

1. Tétel. Vegyiik az x = f o x polinomidlis nemlinedris rendszert, ahol f : R™ —
R™, tovdbbd tegyiik fel, hogy a rendszer dltaldnos megolddsa konvergens \-sorba
fejthetd. Ekkor a kovetkezd két dllitds ekvivalens eqymdssal:

o Létezik olyan Xo C R™ nyilt halmaza a kezdeti feltételeknek, amelyre min-
den xo € Xo esetén van olyan t,. € R, hogy lim_,+, |Ix(t, xo)|| — oo.

o Létezik eqy ¥(«, p, t; ¢) dltaldnos megoldds o € R™.

Bizonyitds. A teljes bizonyitds a [7] cikkben taldlhaté. Az alapotlet az,
hogy megmutassuk, hogy azoknak a tetsz6leges konstansoknak a nyilt
halmaza kozott, amelyek a \-sorban megjelennek és a kezdeti feltételek
nyilt halmaza kozott kdlesondsen egyértelmi leképezés adhaté meg. En-
nek kovetkeztében valds kezdeti értékekhez valds -sor tartozik, ami a
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megoldés viselkedését irja le egy valds szingularitas kortil, és épp az a cél,
hogy a teljes megoldas val6s szingularitdsaira rabukkanjunk.

A fenti tételbdl kovetkezik, hogy ha valamilyen médon el tudjuk don-
teni, hogy egy polinomidlis rendszer konvergens -sorba fejthets, akkor
ezzel egytitt azt is meg tudjuk mondani, hogy van-e olyan kezdeti feltétel,
amelyre a rendszer megoldéasa felrobban.

4. A sorfejtés 1épései

Az alabbiakban nem a teljes médszert ismertetjiik, mivel a felrobbanas
kérdésének eldontéséhez elég az aldbbi paramétereket meghatarozni.

4.1. Alkalmas felbontdsok

El6szor meg kell keresniink az f vektortér dsszes olyan
f(x) = F(x) +f(x) (5)

felbontasat, amire teljesiil, hogy a meghatédrozé viselkedésti x = at?, & €
Cy helyettesitéssel a

x=fox (6)

redukalt rendszernek a pontos megoldasat adja, ahol p € Q™ legaldbb egy
negativ komponenssel rendelkezik.

Az, hogy az x = &t meghatérozé viselkedésti; megkivanja, hogy f o x,
hat — t, ne legyen domindl6, vagyis elhanyagolhat6 legyen, ami azt je-
lenti, hogy
f(ox(t, —t)P) ~ &(t. — )PP, )
ahol p € Q™ és Vp; > 0.

Minden egyes felbontas definial egy egyensiilyt (x,p). Egy egyensuly
megfelel egy mozgathat6 szingularitds koriili sorfejtésnek, egy masik e-
gyensuly egy mdsik szingularitds kortilinek. Az egyik nehézsége a szin-
gularitdsi analizisnek, a kiilonb6z6 egyenstlyok nyomonkovetése. Hogy
ellendrizni tudjuk, hogy az egyensuly altal meghatarozott sor tényleg az
altalanos megoldas sorfejtése, meg kell hataroznunk az tgynevezett rezo-
nancidkat.

4.2. Rezonanciak

Ebben a lépésben a feladatunk, hogy kiszdmoljuk a rezonancidkat. Minden
egyes egyensuly 0j rezonanciahalmazt hatdroz meg. Ezek a rezonancidk
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— egy adott egyenstlyhoz — az R maétrix sajatértékeiként (jelolje ezek hal-
mazat Spec(R)) kaphatok meg:

R = —1'(«) — Diag(p), ®)

ahola ¥’ (x) az « szerinti Jacobi matrix.

5. Algoritmus

5.1. Elso lépés

Els6 1épésként meg kell talalnunk az 6sszes lehetséges («x, p) egyenstlyt.
Ehhez sziikségiink van a baloldal dsszes lehetséges felbontasara, illetve
ezek koziil azokra, amelyek kielégitik az el6z6ekben targyalt feltételeket.
Ezekhez a felbontdsokhoz tartozé egyensulyok egy halmazt definidlnak:

B :={(c1,p1), (&2, p2), ..., (&Xm, Pm)}-

Az a gond, hogy az egyenletek szdmanak novekedtével a lehetséges fel-
bontdsok szdma rendkiviil nagyra néhet, és ezért a lehetséges egyenstilyok
szdma is igen sok lehet. A Mathematicdban az ezt a célt szolgdlé program-
részlet a kovetkezé:

rhs = Flatten[ Quter[List, Sequence @f], 2]
Deconp = Length[rhs];

ahol az f egy olyan lista, amiben az elemek a jobboldali egyenletek, még-
pedig azok 0sszeg tagjai vessztvel elvalasztva.

Kit evoRhs = Repl ace[ Modrhs, _ \[Tau]”*n_ -> n, {2}]
SzorzoRhs = Replace[rhs, a_ \[Tau]”x_ -> a, {2}]
KitevoLhs = Replace[lhs, _ \[Tau]*n_ -> n, {1}]
SzorzoLhs = Replace[lhs, a_ \[Tau]”x_ -> a, {1}]

Ezek a sorok szolgélnak az tigynevezett mintaillesztésre. Az el6z6leg elvég-
zett x = TP helyettesitéssel az r hsben és az | hsben mar a helyettesitett
szimbdlumok szerepelnek. A Mbdr hsre csak azért volt sziikség, hogy ha
az egyenletben eléfordul egy konstans, akkor az T° alakban szerepljen,
ugyanis a mintaillesztés csak igy m{ikodott jol.

A mintaillesztés tulajdonképpen azt csindlja, hogy megfelelé mélység-
ben leszedi T kitevdit, illetve a szorzétényezsit és egy listaban tarolja Sket,
amibdl késébb az algebrai egyenleteinket fogjuk felépiteni. Egy felbon-
tashoz kétféle egyenletet tudunk felirni. Az egyik a kitevok egyenl6ségébol
a masik a szorzétényezk egyenl6ségébdl kovetkezik. A kdvetkezd két sor
oldja meg ezt a feladatot.



Equati onsl
Equati ons2

Array[ Thread[ Kit evoRhs[[#]] == KitevolLhs] & Deconp];
Array[ Thread[ Szor zoRhs[[#] ] == SzorzolLhs] &, Deconp];

Innentdl kezdve médr csak az el6bb felépitett egyenletek megolddsa maradt
hatra, amit a programunkban a kdvetkezd sor 14t el:

Bal ances =
Array[ Sol ve[ Fl atten[ { Equati ons1[[#]], Equations2[[#]]}., 2],
Flatten[{A P}]] & Deconp] // MatrixForm

Ha sok a megoldando egyenlet és esetleg egy egyenletnek tobb megoldasa
is van, akkor a Bal ances lista igen hosszt és atlathatatlan lehet a nor-
malis kiirtasdnak, ezért alkalmaztuk a matrixos kijelzést. A méatrix min-
den sordban egy felbontashoz tartoz6 egyenletrendszer megolddsai van-
nak, igy konnyen nyomon kovethets, hogy melyik felbontadsdhoz, melyik
megoldés tartozik.

5.2. Masodik 1épés

Ebben a 1épésben a feladatunk, hogy az el6z6ekben meghatarozott egyen-
sulyok koziil kivdlasszuk azokat, amelyek a rendszer altalanos megoldasat
irjak le. Ugyanis B nem minden eleme felel meg a megoldas szingularita-
sai koriili sorfejtéshez. Definidljunk egy halmazt a kovetkezéképpen:

G = {(«,p) € BISpec(R) € (RT)™ T U{-1}}. 9)
Ennek a halmaznak az elemei méar alkalmasak a felrobbands bekovetkezté-

nek ill. be nem kovetkeztének eldontésére. A Mathematica segitségét ismét
igénybe vehetjiik a rezonancidk kiszdmolésara.

\[Tau] = 1;

R =- Quter[D, Mdrhs[n], A]l\) - Diagonal Matri x[ P]
{A, P} ={A P} /. Balances[[n, n]

Array[{p_i = P[[i]], \[Alpha] i = A[[i]]}& Length[f]]

r = Eigenval ues[ R

Mivel a (8)-ban szerepl6 () csak o-t6l tigg, ezért 1-t el6sz6r eggyel egyen
16vé tessziik, ami azt eredményezi, hogy csak az a-k maradnak meg. Aztan
az x-ak és p-k helyére behelyettesitjiik a konkrét kiszamolt értékeket, amit
a Bal ances[ [ n, nj] paranccsal vélasztunk ki, 4gy hogy ma felbontéds
sorszdma, n pedig az ehhez a felbontashoz taroz6é megoldédsok koziil az
n-edik. Végiil pedig kiszdmoljuk az igy kapott R matrix sajatértékeit.



5.3. Harmadik lépés

Minddssze mar csak annyi dolgunk van, hogy a G halmaz elemein vizs-
galodjunk, pontosabban megvizsgéljuk az & vektorokat. Ezzel kapcsolat-
ban két kijelentés tehet6:

o A felrobbanas nem kovetkezik be semmilyen kezdeti feltételre, ha

ax g R"V(«,p) €g. (10)

e Olyan kezdeti feltételek mellett fog bekdvetkezni robbands, amely
kezdeti feltételek a fazistérnek éppen abban az ortdnsdban vannak,
amelyikben teljestil, hogy

dxo € Xo CR™  sign(xo) = sign(«). (11)

6. Alkalmazasok

6.1. Linedaris rendszer

Jol ismert allitdst mondunk most ki, és bizonyitunk be az itteni médsze-
rekkel.

2. Tétel. Tekintsiik az
x = Ax (12)

elsérendil linedris rendszert, ahol x € R™ és A € R™™. Ez a rendszer semmilyen
valds kezdeti értékre nem robban fel, vagyis Pxo € R™, hogy

lim ||x(t;xo)|| = +o00.
t—ts.
Bizonyitas. Végezziik el az x = 1P helyettesitést:
p* ot = AxtP,

ahol a * mtivelet a vektorok elemenkénti szorzaséat jelenti. Innen kapjuk a
kovetkezd egyenleteket:

n
P = 2 Qij
i=1

p = p—1



Ezek koziil a mésodik ellentmondésba iitkozik, ezért nem létezik megol-
désa, s igy nem tudunk taldlni egy egyenstlyt sem. A moédszer szerint,
ebbdl az kovetkezik, hogy a rendszer megoldésai koziil egy sem robban
tel, vagyis koziiliik egyik sem rendelkezik véges id6n beliili szingularitds-
sal. B

A tételbdl kovetkezik, hogy egy linedris, idinvaridns, kauzdlis rendszer
semmilyen kezdeti értékre nem robban fel. Vagy méds széval a (12) tipusu
rendszerek megolddsainal nem 1ép fel mozgathat6 szingularitds és mivel
ez autoném rendszer, ezért a stabilitasi tulajdonsdga nem fiigg a kezdeti
feltételektdl, csakis magatol a rendszertdl.

6.2. A Volterra—Lotka-reakcié

Tekintsiik a szdmos biologiai és kémiai alkalmazéssal rendelkez6 [2] Vol-
terra—Lotka-reakcio6t:

kq

— 2X

k2

— 2Y
k3 B

A+ X
X+Y
Y

Ezta
x(t) = kix(t) — kax(t)y(t) (13)
ylt) = kax(t)y(t) —kay(t) (14)

differencidlegyenlet-rendszerrel lehet modellezni, ahol k; := Ki[A] € R* és
k2, k3 € R*. Ehhez a rendszerhez 6sszesen egy olyan felbontast talaltunk,
ami egyensulyt hatdroz meg:

= () = () 15
kaxy —k3y (15)
Ez az egyenstly a konkrét értékekkel:
@ = L =(—-1,-1) (16)
) P

Ezek utdn mar csak ehhez az egy egyenstlyhoz tartoz6 rezonancidkat kell
kiszamolnunk. Mivel a rezonancidk Spec(R) = {1, 3}, ezért az el6bbiek-
ben meghatarozott egyenstly nem felel meg a (9) feltételnek. A megoldas
semmilyen kezdeti értékre nem robban fel — 6sszhangban kordbbi ismere-
tekkel [2].
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6.3. Egy termokinetikai példa [11, Problem 7.3]

Az alabb targyalt rendszerr6l — amely a hémérséklet valtozasat is figye-
lembe vev6 reakcidkinetikai modell —-numerikus eredmények alapjan tud-
juk, hogy folrobban.

X7 = ue® —xq (x% + K) (17)
X2 = x5 +K)—x; (18)
X3 = O0xp—Yx3, (19)

ahol i, 8,v,K € R*. A (17) egyenletben gondot okoz, hogy jobb oldalt az x3
valtozonak nem polinomja szerepel, ezért ezt a tagot — annak reményében,
hogy a vizsgalt kvalitativ tulajdonsdg megmarad — sorbafejtjiik. Els6 koze-
litésben csak az els6 két tagot hagyjuk meg. Ezek utdn az egyenletrendszer
a kovetkez6 alakot kapja, ami igy most mér polinomialis:

X1 o= (1 +x3) —x1(x3+K) (20)
2 = xalG+K —x (21)
X3 = 5X2 —YX3 (22)

Ezt a rendszert vizsgalva az Osszes lehetséges felbontdsok szdma 24, vi-
szont ezek koziil csak 4 hatdroz meg egyensulyt. A tovabbi vizsgalatbol

pedig kideriil, hogy csak
"
f=| xix2 (23)
6X2

felel meg a (9) kritériumnak. Erre a felbontdsra konkrét értékekként p =

(1,-2,—1) és & = <u,—ﬁ, 2—:’) addédnak. A rezonancidk is megfeleléen

alakulnak, ugyanis a Spec(R) = {—1,1,6} értékekkel egyiitt az egyen-
saly teljesiti a (9) feltételt, igy az « vektor vizsgélataval eldonthetjiik, mi
jellemz6 szarmaztatott rendszeriinkre, ami remélhet6leg az eredeti mod-
ellt ilyen tekintetben megfelel6en képviseli.

Mivel a (10) teljestil, ezért nem jelenthetjiik ki, hogy a rendszeriink
semmilyen kezdeti feltételre nem fog felrobbani. A (11) kritériumbdl vi-
szont az kovetkezik, hogy van a kezdeti értékeknek egy olyan halmaza,
amelyre a megoldés felrobban. Ezekre a kezdeti feltételekre teljesiil a

X0 € X0 C (R xR™ x R")

kijelentés. Mas széval minden olyan megoldédsnak létezik valds szingula-
ritdsa, amely a fazistér azon részébdl indul ki, ahol

(X](O) eR* /\Xz(O) eR™ /\Xg(O) € R+)

teljestil.
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6.4. Van der Pol-oszcillator

A Van der Pol-oszcilldtor egyenlete masodrendti, nemlineéris, kozénséges
differencidlegyenlet:
% —u(l =x)x+x=0. (24)

Az &tviteli elv alkalmazdsaval konnyen csindlhatunk bel6le polinomiélis
differencidlegyenlet-rendszert:

X = vy (25)
) = p(1—=x")y—x. (26)

Varhat6an — a korabbi ismeretekkel 6sszhangban —a megolddsok nem rob-
bannak fel, ugyanis a lehetséges felbontasok koziil 6sszesen egy felelt meg
egyensulynak viszont a rezonancidkra nem teljestilt a feltétel (r; = 0,1, =

) e

Mint ismeretes, a megoldasok a p paramétertdl fiiggéen méas-més hatar-
ciklusba kertilnek (3. 4bra), illetve aszimptotikusan a fix ponthoz tartanak
(4. dbra).

Most médositsunk kicsit az egyenletiinkon tigy, hogy periodikusan per-
turbéljuk. Ekkor a kovetkez6 nemlinedris, nem autoném, nem polinomiélis
mésodrendii egyenletet kapjuk:

%(t) — (1 —x?(1))%(t) + x(t) = cos(ct). (27)

Ebbdl az egyenletbdl viszont egy kis atalakitdssal — atviteli elv és a fazistér
kibdvitése a t-vel, illetve a cos(z) fliggvény elsé két tagjaval valo kozelités-
sel — nekiink megfelel6 format kapunk. Legyen x =y és z(t) = ct, ekkor
az egyenletrendszeriink a kovetkez6képpen alakul.

X =y (28)
2

y = p(]—xz)y—x—}—a(]—%) (29)

z = ¢ (30)

Ehhez a rendszerhez 0sszesen két egyensulyt talaltunk:

1 3 | 3 /| 3
S — [+, /= =
P ( 2) 2)1> x ( SH):F Su)c>)
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X(t) =02 y(t)

p X(t)

y(®

. ./
i 9

y(@®

2 7.
1 2
50 | {40 160 [ 80| 100t ; X(®
-1
-2 -7,

3. 4bra. Hatarciklusok.

amihez a rezonancidk sorra ry = —1,1; = 0 és r3 = 3,5. A két egyensuly
ugyanazon

y 5 0 2
fx,y,z) = -ty | fixu,2) = u—x—a<1—%>
¢ 0

felbontashoz tartozik. Ugy ttinik, a perturbécio, illetve annak a masodfoku
kozelité polinomja egy 11 = —1 rezonancidt hozott, amibdl az kovetkezik,
hogy a megoldasok tulajdonsagat — legalabbis a felrobbanas szempontja-
bol — megvaltoztatta. Ha u € R~, akkor o; és o, komplex szamok, igy
teljestil a (10) feltétel, amibd&l kovetkezik, hogy semmilyen kezdeti értékre
nem robban fel a megoldds. Ha p € R*, akkor viszont a (11) feltétellel
vizsgalédhatunk tovédbb. A felrobbands olyan kezdeti értékekre fog be-
kovetkezni, ahol a kezdeti értékek elGjele sorra megegyezik az o vektor
komponenseinek elGjelével, ami a c eljelétdl fiiggden lehet {+, T, +} vagy
{£, F, —}. Az, hogy valamelyik allapotvaltozé negativ kezdeti értékkel ren-
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X(t) u=-03 y(®)

y X(t)

i t

I

/)

4. dbra. Fix ponthoz tart6 megoldas.

delkezik fizikai értelemben is lehetséges, ugyanis ilyen allapotvéltozé al-
taldban kondenzétor fesziiltsége vagy tekercs d&rama lehet, ami csak annyit
jelent, hogy pl. a t = 0 id6pillanatban a kondenzétor negativ fesziiltségre
van feltoltve.

7. Osszefoglalas

A dolgozat legfébb célja az volt, hogy bemutasson egy fontos médszert a
polinomiélis kozonséges differencidlegyenletek megoldasai felrobbandsa-
nak vizsgalatara. El6szor felvezetd példdkat mutattam be, majd az alta-
lanos feladat megfogalmazasat. Az &ltalanos feladat megolddasara jol ki-
dolgozott elmélet 4llt a rendelkezésemre. Mivel a téma kezelése nem kon-
nyt feladat, és a felrobbanassal kapcsolatban eddig foként parcidlis diffe-
rencidlegyenletekkel foglalkozo6 cikkek jelentek meg, ezért nem sok pub-
likaciobol gazdalkodhattam [6, 7]. A vizsgélati médszert jol lehetett algo-
ritmizdlni, viszont tobb olyan 1épés is volt benne, amit kézi szdmitassal
csak igen nagy tiirelem és erdfeszités dran lehetett volna kiszamolni. Az
ilyen részeknél volt nagy segitségemre Mathematica nev(i program. Egyik
jovbeni feladat a Mathematicdban irt program tovabbfejlesztése, vagy akar
egy kiilon csomag megirdsa erre a problémakorre. A £6 algoritmus mellett
még léteznek mas vizsgal6dasi médszerek, amik esetenként kisegithetnek,
pl.: az elsd integrallal kapcsolatos tétel az [7] cikkben. Ezeket hatékonyan
kombindlva egy nagyszertien haszndlhat6 programcsomag készithets. To-
vabbi kérdések, amik felvetdédnek az elmélettel kapcsolatban. Ha a job-
boldalt az eredeti fiigguény Taylor-polinomjaként dllitottuk eld, illetve szerepel
ilyen tag, akkor megmarad-e a megolddsok véges értelmezési tartomdnya, és mi-
lyen feltételek mellett hogyan alakul ez a tulajdonsdig?

Megjegyzés. A dolgozathoz csatoltam a Mathematica notebookot.
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Koszonetnyilvanitds. A dolgozat elkészitéséhez a T037491 és T047132
szamu OTKA palyazat hozzajarult.

Hivatkozasok

[1] Brenig, L.; Goriely, A.: Painlevé analysis and normal forms, (E.
Tournier, Ed.), Cambridge University Press (1994) in Computer Alge-
bra and Differential Equations, 211-238.

[2] Erdi P; Téth J.: Mathematical Models of Chemical Reactions. Theory and
Applications of Deterministic and Stochastic Models, Manchester Univer-
sity Press, Manchester, Princeton University Press, Princeton, 1989.

[3] Fournier, J. D.; Levine, G.; Tabor, M.: Singularity clustering in the
Duffing oscillator, J. Phys. A, 21 (1988), 33-54.

[4] Getz, W. M.; Jacobson, D. H.: Sufficiency conditions for finite escape
times in systems of quadratic differential equations. J. Inst. Maths. Ap-
plics 19 (1997), 377-383.

[5] Gibbon, J. D.; Moore, D. R; Stuart, J. Z.: Exact, infinite energy, blow-
up solutions of the three-dimensional Euler equations, Nonlinearity 16
(2003) 1823-1831.

[6] Goriely, A.; Hyde, C.: Finite time blow-up in dynamical systems,
Phys. Lett. A, 250 (1998), 311-318.

[7] Goriely, A.; Hyde, C.: Necessary and sufficient conditions for finite
time singularities in ordinary differential equations, Journal of Differ-
ential Equations, 161 (2000), 422—-448.

[8] Hemmi, M. A.; Melkonian, S.: Convergence of Psi-series solutions of
nonlinear ordinary differential equations, Canad. Appl. Math. Quart.,
3 (1995), 43-88.

[9] Ramani, A.; Grammaticos, B.; Bountis, T.: The Painlevé property and
singularity analysis of integrable and non-integrable systems, Physics
Reports, 180 (1989), 159-245.

[10] Rendall, Alan D.: Blow-up for solutions of hyperbolic PDE and space-
time singularities, Journées équations aux dérivées partielles, 14 (2000)
1-12.

15



[11] Téth, J.; Li, G.; Rabitz, H.; Tomlin, A. S.: The effect of lumping and
expanding on kinetic differential equations, SIAM ]. Appl. Math. 57
(6) (1997), 1531-1556.

16



