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Ez ajegyzet az szerz6nek' 2002 6ta a BME TTK Matematikai Intézetében a doktori iskola
és a matematikus mesterképzés szdmara tartott ,,.Bevezetés az algebrai kombinatorikdba”,
,Altaldnos és algebrai kombinatorika” és , Reprezenticiéelmélet” cimii elGaddsai anyaganak
jelentSs részEt tartalmazza. Ennek megfeleléen mind a targyalt eredmények, mind pedig a
konkrét részletek a BME TTK matematikus képzéséhez igazodnak.

Az olvasé részErdl feltételeziink nagyjabol egy félévnyi absztrakt algebrai eldismereteket
csoportokrdl és nemkommutativ gytirtik feletti modulusokrdl. A sziikséges eldismeretek
szama elég korlatozott, az esetleges hidnyossdgokat példaul az [1], [3], [20], [43, 44],
konyvekbdl vagy a [2] elektronikus jegyzetbd] hamar pétolni lehet. Altaldban is torekedtiink
arra, hogy a referencidk kozott lehetdség szerint minél tobb legyen, amely elektronikusan
és korlatozas nélkiil hozzaférhetd. A Schubert-kalkulusrdl sz616 utolsé fejezet anyagigénye
sokkal tobb, erre vonatkoz6 informécidkért érdemes a fejezet bevezetését elolvasni.

A szerz$ az algebrai kombinatorikat, specidlisan a Schubert-kalkulust, Bill Fultontol
tanulta, akinek a hatdsa mind kozvetleniil, mind a [12] és a [13] konyvein keresztiil
nyilvanval6. Koszonet illeti a BME TTK Matematika Intézetét €s Ronyai Lajost (a munkdm
tdmogatasért, és amiért lehet6vé tették, hogy a fent emlitett el6addsok 1étrejojjenek), illetve
Hegediis Gédbort (a jegyzet egy kordbbi valtozatdban valé kdzremiikodésért), Sarah Kitchen-
t és Wolfgang Soergel-t (a reprezentacidelméleti kérdéseim tiirelmes megvélaszolasaért), és
Wettl Ferencet (a magyar nyelvi IATEX és a kulturalt szedés vildgdba val6 bevezetésért).

Legf6képpen pedig szeretném megkodszonni a jegyzet lektoranak, Horvath Erzsébetnek a

rendkiviil lelkiismeretes munkdjat.

A jegyzet frdsa sordn a szerzd az aldbbi forrdsokbdl kapott timogatist: 61116, 77476, és 77604 szami
OTKA pilyazatok, a Magyar Tudomanyos Akadémia Bolyai Janos Kutatisi Osztond{ja, DFG-Forschergruppe
790 ,,Classification of Algebraic Surfaces and Compact Complex Manifolds”, illetve a BME TTK Matematika
Intézetének TAMOP pélydzata.
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1. fejezet

A Young-tablo és kombinatorikaja

Az elso fejezet témdja egy kombinatorikus eszkodz, az tn. tabl6- vagy particidokalkulus. A
tablokalkulus egy dnmagédban is érdekes matematikai teriilet, amely elemi eszkdzokkel is
konnyen tanulmdanyozhatd, viszont igen nagy jelentdségre tett szert a reprezentacidelmélet-
ben €s az algebrai geometridban betoltott szerepe miatt. Az alkalmazasokrdl a konyv késébbi
fejezeteiben igen sok sz6 esik, most a Young-tablo elméletének kombinatorikai oldaldval
fogunk foglalkozni. A téma irdny érdekl6dd olvasénak ajanljuk tobbek kozott a [12], [22],
[29], és [40] konyveket, ahol rengeteg tovabbi informécié taldlhato.

1.1. Young-tablok és alapveto miiveleteik

A tabldkalkulus egy n természetes szdm kiilonb6zd j6l meghatdrozott médokon torténd
részekre bontdsét, illetve az ezen felbontdsokkal végzett érdekes miiveleteket vizsgalja. Az
alapvetd definici6 az aldbbi.

1.1.1. DEFINICIO Az n pozitiv egész szdm egy A particidja (jelben: L+ nvagy || = n) egy
pozitiv egészekbol dllo

A= (s s hon)

véges szamsorozat, ahol

M+ +Ay,=n.

Amennyiben ezt egy n iires négyzetbdl (dobozbol) dllo rajzzal szemléltetjiik, ahol az elsd
sorban Ny doboz van, a mdsodikban \,, és igy tovdbb, akkor egy n celldt tartalmazé D
Young-diagramrol beszéliink.

A teljesség kedvéért az iires sorozatot a 0 szdm particiojanak tekintjiik.

A D Young-diagramot Ugy szokds leirni, mint a celldk balra igazitott sorokba rendezett
halmazat, oly médon, hogy a celldk szdma sorrdl-sorra fogy.



6 1. FEJEZET. A YOUNG-TABLO ES KOMBINATORIKAJA

1.1.2. PELDA Az aldbbi egy 15 dobozt tartalmazé Young-diagram.

[ ]

1.1.3. MEGJEGYZES Szamsorozatok novekvd illetve csokkend voltanak leirdsa sordn az
alabbi konvenciéhoz fogjuk tartani magunkat: egy ay,...,an,... sorozatit novekvének
neveziink, ha

és szigorian novekvonek, ha
< - <ap<....

Ezzel konzisztens mdédon kezeljiik a csokkend sorozatokat is.

1.1.4. DEFINICIO Legyenek u,\ particick. Azt mondjuk, hogy urésze A-nak (jelben: uC\),
hap= (u > >w)ésh= (A >--->MN) esetén minden 1 <i < k-ra

i <A .

A Young-diagramok dobozaiba természetes szamokat fogunk irni. A természetes sza-
mok tulajdonsagaibdl keveset fogunk ténylegesen felhaszndlni, tetszdleges megszamldlhat6
jolrendezett halmaz megfelelne céljainknak, sét, az esetek dontd tobbségében egy elég nagy
véges halmaz is megteszi.

A szamokat ugy helyezziik el a diagramban, hogy minden dobozban pontosan egy legyen,
kiilonboz6é dobozokban lehetnek azonos szdmok. Egy ilyen elhelyezést a Young-diagram
egy kitoltésének hivunk. Amennyiben mégis megkoveteljiik, hogy kiilonb6zd dobozokban
kiilonboz6 szamok legyenek, a kitdltést szdmozdsnak nevezziik.

1.1.5. DEFINICIO Legyen D egy Young-diagram. A D diagram egy T kitoltését Young-
tablonak vagy roviden tablénak nevezziik, ha minden sor elemei balrol jobbra novekviek
és minden oszlop elemei fentrdl lefelé szigoriian novekvéek. A D diagramnak megfelelé A
particiot a T tablo alakjanak hivjuk.

Egy n-dobozui T tablot standardnak neveziink, ha celldit az 1, ... ,n elemekkel szamozzuk
meg, mindegyiket pontosan egyszer felhaszndlva. Az {1,...,m} halmazra gyakran a [m|
jelolést fogjuk haszndlni.

Az [m] elemeivel kitoltott Young-tablok halmazdt ‘I,-mel jeloljiik.

1.1.6. PELDA Egy egyszert példa Young-tabléra az alabbi.

415]
6

~N| 0| B W
~N| N | B

| W =
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1.1. YOUNG-TABLOK ES ALAPVETO MUVELETEIK 7

A Young-tablok rendkiviil fontos szerepet jatszanak a szimmetrikus fiiggvények elméleté-
ben. A kapcsolat igen egyszer(: a tablok segitségével egy particidhoz minden m természetes
szamra hozzd fogunk rendelni egy m-viltozés polinomot, az sy (xi,...,x,) Gn. Schur-
polinomot.

1.1.7. DEFINICIO Legyen A az n szdm egy particidja, D a neki megfelelé Young-diagram.

2

A D diagram egy tetszoleges, az 1,...,m szamokkal torténd Young-tabloszerii T kitoltéséhez
hozzdrendeljiik a
T def = az i elem eldforduldsainak a szama T -ben
=T
i=1

monomot. Az sy, Schur-polinom ezek dsszege, azaz

d
S (X1 5w e ey Xm) = Z Xl

T tablo D-n

1.1.8. MEGJEGYZES A definiciébdl egydltalan nem vildgos, de kés6bb, a szimmetrikus po-
linomokrol sz616 fejezetben be fogjuk bizonyitani, hogy a Schur-polinomok szimmetrikusak,
azaz a véltozok tetszdleges permutédcidja valtozatlanul hagyja Sket.

1.1.9. PELDA Tekintsiik el6szor a A = (3) particiot, a neki megfeleld

i

diagrammal. A kétvaltozos 5(3)(x1,x2) Schur-polinomot fogjuk kiszdmolni. A lehetséges
tabldszert kitoltések:

A =
=] =
[~ ][] [

Ezért a keresett Schur-polinom:
3 2 2 3
5(3)(X1,X2) = X + X702 +X1X5 + X3

1.1.10. PELDA Legyen A = (1,1,1). El8szor hatdrozzuk meg az s) (x1,x2,x3) haromvalto-
z6s Schur-polinomot. A

diagramot egyféleképpen lehet az 1,2, 3 elemekkel Young-tabléként kitolteni:

1

Kiironya Alex, BME tankonyvtar.math.bme.hu



8 1. FEJEZET. A YOUNG-TABLO ES KOMBINATORIKAJA

Ezért a megfeleld Schur-polinom egyetlen monombdl 4ll

5(17171)(xl,x2,x3) = X1X2X3 .

Szamitsuk most ki az ugyanehhez a partici6hoz tartozé négyvaltozés Schur-polinomot. A
fenti diagram lehetséges kitoltései az 1,2, 3,4 elemekkel:

1 1 1|]2
3
34|44
lgy
S(1,1,1) (X1,%2,X3,X4) = X1X2X3 + X1X2X4 + X1X3X4
+ X2X3X4 .

Vegyiik észre, hogy s(; 1,1)(x1,%2) = 0. Altaldban is igaz, hogy ha A sorainak szama nagyobb,
mint m, akkor
su(x1y- ey xm) =0
1.1.11. PELDA A fenti példdk dltaldnositdsaként lathat, hogy ha A = (p), p > 1 egész,
akkor
S(p) (X153 Xm) = hp(x1,. . Xm)

ahol h), a p-edfoku teljes szimmetrikus polinom. Hasonl6képpen, amennyiben

A=(1,....1),
——
p-szer
akkor
ep(x1,...,xn) hap<m
Ky =
(L) 0 ha p > m,

ahol ¢, a p-edfoku elemi szimmetrikus polinom.

1.1.12. FELADAT Hatdrozzuk meg az aldbbi particiokhoz tartozé hdromvdltozos Schur-
polinomokat: (2,1),(2,1,1).

1.1.13. FELADAT Irjuk fel a (2,2) particiéhoz tartozé négyvdltozés Schur-polinomot.

1.1.14. DEFINICIO Legyenek u C A particick. A A/u-alakii F ferde diagram A azon kockd-
ibol dll, amelyek nincsenek benne u-ben. Ferde diagramok kitoltését, illetve szamozdsdt a
tablokndl ldatott modon definidljuk, az igy kitoltott diagramot ferde tablonak hivjuk.

1.1.15. PELDA Legyen A = (5,5,4,1,1),u = (3,2). Konnyen ellendrizhets, hogy u C A, a
A/u alakd diagram pedig a kovetkez8képpen néz ki:

tankonyvtar.math.bme.hu Kiironya Alex, BME



1.1. YOUNG-TABLOK ES ALAPVETO MUVELETEIK 9

A diagram egy tabloszerd kitoltésére egy példa az alabbi ferde tabld.

12
5

W

A tablokon miiveleteket fogunk értelmezni. Els6ként a Schenstedtdl szdrmazé un.
sorbaillesztéssel ismerkediink meg.

1.1.16. DEFINICIO Legyen T A alakii tablo, x természetes szdm. Ezekbdl egy iij T <+ x
tablot fogunk elédllitani, amelyben eggyel tobb doboz van, mint T-ben (specidlisan T C
T < x), és az uj tablo elemei T elemei x-szel kiegészitve. Az algoritmus a kovetkezo:

1. Ha x nagyobb vagy egyenld, mint az elso sor osszes eleme, akkor egy uij dobozt rakunk
az elso sor végére, beleirjuk az x elemet és készen vagyunk.

2. Ha van x-nél nagyobb elem az elsé sorban, akkor megkeressiik ezek kozott a
legbaloldalibbat, kicseréljiik x-re (ezt a miiveletet kiiitésnek nevezziik), majd a kiesé
elemet beillesztjiik a tabloba a mdsodik sortol kezdve (azaz alkalmazzuk a most
ismertetett eljdrdst a mdsodik sorra).

Természetesen be kell latnunk, hogy az eredményiil kapott objektum szintén tabl6. E16bb
azonban lassunk egy példat.

1.1.17. PELDA Legyen A = (4,4,3,2),x=2¢s

112123
213(5|5
= 4146
516
A végrehajtand6 mivelet tehat
112123
213(5]|5
Qa6
516

Az els6 sorban van a beillesztendd 2-nél nagyobb elem, ezért az algoritmus szerint koziiliikk
a legbaloldalibbat, a 3-ast kicseréljiik a 2-esre:

11222
2135|535
4146
56

Kiironya Alex, BME tankonyvtar.math.bme.hu



10 1. FEJEZET. A YOUNG-TABLO ES KOMBINATORIKAJA

majd a keziinkben marad¢ 3-ast beillesztjiikk a méasodik sort6l kezdve. Innentdl a 1épések az
aldbbi médon alakulnak:

1[2]2]2
2[3[315],
4146
516
1[2]2]2
2[3[375]
445
516
1[2]2]2
213135
41415
50616

Az 1j doboz az utolsoé sor végére keriilt.

1.1.18. ALLITAS Az algoritmus eredményeként kapott T < x szintén tabld.

B1zONYITAS El8szor is, az algoritmus alapjan minden sor névekvd. Mdasodszor, amikor egy
y elem Kkiiit egy z elemet valamelyik sorbél, akkor a z alatt 1évd x elemre (amennyiben van
ilyen) x > z. Ezért z vagy ugyanabba az oszlopba keriil, mint ahol volt, vagy attdl balra, igy a
felette 1év6 u elemre u <y < z. Lathatd, hogy az oszlopok tovébbra is szigoruan ndovekvdek
maradnak. Ebbdl az is kovetkezik, hogy a sorok hosszai fogydak lesznek. O

1.1.19. FELADAT Adjuk hozzd a 2 elemet az alabbi Young-tablohoz:

112]2]3]5]
2|3]6]6
4141717
506

1.1.20. FELADAT Adjuk hozzd a 3 elemet az aldbbi Young-tablohoz:

~
~

5

N
N

G| K| DN ~
Co| | N ~
N
Co

A sorbaillesztés bizonyos értelemben megfordithaté: ha adott az 1j cella helye, akkor
vissza tudjuk allitani az eredeti tabl6t és meg tudjuk hatdrozni az djonnan beillesztett elemet.

1.1.21. ALLITAS Legyen T' =T < x, ahol T,x a priori nem ismert, csak B, az iij doboz.
Ekkor T, x egyértelmiien meghatdrozhato.

tankonyvtar.math.bme.hu Kiironya Alex, BME



1.1. YOUNG-TABLOK ES ALAPVETO MUVELETEIK 11

B1ZONYITAS Ha B az els6 sor végén van, akkor nem tortént kiiités, x a B-ben 1évS elem és
T a T’-bdl a B-t tartalmazd doboz eltdvolitidsdval nyert tablo.

Amennyiben B nem az elsé sor végén van, keressiik meg a B-t tartalmaz6 sort meg el6z6
sorban a legjobboldali, a B-beli elemnél kisebb z elemet. Tegyiik B tartalmat z helyére majd
ismételjiik meg ezt az eljarast mindaddig, amig az els6é sorba nem ériink. Az onnan kiesd
elem lesz x az eredményiil kapott tablé pedig T'. a

Vizsgdljuk meg, mi torténik, ha két sorbaillesztést hajtunk végre egymds utdn. Ké-
s6bbiekben hasznos lesz tudnunk az 1j dobozok egymdshoz viszonyitott helyzetét. Ennek
leirdsahoz sziikségiink lesz az aldbbi fogalmakra.

1.1.22. DEFINICIO Legyen T tetszdleges tablo, x egy elem, amit besziirunk T-be. Az x elem
kiiitési utvonala a T < x tablo uij dobozdbol dll, illetve a T < x tablo azon dobozaibdl,
amelyekbdl kiiitottiink elemet. A kiiitési iitvonalakat tipikusan R, R'-vel fogjuk jelélni.

Legyenek R és R' egy adott U tablobeli kiiitési iitvonalak. Azt mondjuk, hogy R
(szigoriian) balra van R'-t61, ha minden olyan sorban, ahol R'-nek van doboza, R-nek is
van és az R’ azonos sorbeli dobozdval vagy megegyezik, vagy attél balra van. A szigorii
esetben nem egyezhetnek meg.

1.1.23. PELDA Az abran két lehetséges kiiitési itvonalat mutatunk. Az R; titvonal szigordan
balra van az R} kiiitési Gtvonaltol.

R | R,
R, R}
R; R/3
Ry

Rs

Rg

1.1.24. MEGJEGYZES Egy kiiitési dtvonal az elsd sorban kezdddik és egymads utani sorok-
ban van egy-egy celldja. Utolso (legalsd) doboza egy kiils6 sarok, az 4j doboz.

1.1.25. FELADAT Legyen T egy A-alakii tablo. Adjunk meg sziikséges és elégséges feltételt
arra, hogy celldk egy részhalmaza kiiitési vitvonal legyen.

1.1.26. LEMMA (SORBAILLESZTESI LEMMA) Legyen T tablo, x,x' természetes szdmok,
amelyeket a
(T +x) <&

sorrendben illesztiink be T-be. Jeloljiik a megfelel6 kiiitési vitvonalakat és 1ij dobozokat
R,B-vel, illetve R',B'-vel. Ekkor
1. ha x < X, akkor R szigoriian balra van R'-t61, B szigoriian balra és (nem feltétleniil
szigorian) lefelé van B'-161;

2

2. ha x > X, akkor R’ balra van R-t61, B' balra és szigoriian lefelé B-tél.

Kiironya Alex, BME tankonyvtar.math.bme.hu



12 1. FEJEZET. A YOUNG-TABLO ES KOMBINATORIKAJA

BIZONYITAS Vizsgéljuk meg el§szor azt az esetet, amikor x < x/. Ha x nem iit ki egyetlen
elemet sem az 1. sorbdl, akkor x’ is az elsd sor végére keriil, €s az allitast beldttuk.

Tegyiik tehdt fel, hogy x kiiitott egy y elemet az elsé sorbél. Ha x’ nem iit ki egyetlen
elemet sem az elsd sorbdl, és simdn a sor végére keriil, akkor megint készen vagyunk.
Feltehetjiik eszerint, hogy x’ is Kiiit egy y' elemet az elsG sorbdl. Mivel y celldjdban x
all, az attdl balra levd elemek pedig mind kisebbek vagy egyenlSk x-szel, igy y' celldja
sziikségképpen jobbra van y celldjatol, s igy y < y. Ezutdn alkalmazzuk az iménti
gondolatmenetet a masodik sorra és az y < y’ elemekre €s igy tovabb.

Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy R nem éllhat meg egy vagy tobb sorral hamarabb,
mint R, és mivel egy Kkiiitési itvonal soha nem megy jobbra, B szigordan balra és gyengén
lefelé lesz B'-t6l.

Tekintsiik most az x > x’ eshet8séget. Mivel a T < x tabl6 els6 sordnak utolsé eleme
> x/, X mindenképpen kiiit egy elemet az els6 sorbol. Ha x nem ittt ki senkit az elsd sorbol,
akkor készen vagyunk.

Tegyiik fel, hogy x és x’' az y, illetve y elemeket iitotték ki az elsé sorbdl. A doboz,
amit x’ iit ki, gyengén balra van az x dltal Kiiitott doboztdl, mivel a tSle jobbra 1évé dobozok
tartalma > x > x/. Emiatt y > y/, és analég médon folytathatjuk a masodik sorral, és az
y >y elemekkel. Ebbd] a kiiitési titvonalakra €s az 4j dobozokra vonatkozé 4llitds is rogton
adddik. O

1.1.27. KOVETKEZMENY Legyen T A alakii tablo,
U=(..(Tx1) - xp_1) & Xp,
U alakja p.
1. Haxy < --- < xp, akkor u/A semelyik két doboza nincs egy oszlopban;
2. haxi > --- > xp, akkor u/\ semelyik két doboza nincs egy sorban.
Megforditva, ha U egy u alakii tablo, u O A, akkor

1. ha u/A p dobozbdl dll, mind kiilonbozd oszlopban, akkor létezik egyetlen olyan A
alaku T tablo és egyetlen x1 < --- < x, szdmsorozat, amelyekre

U=(..Tx1) - xp_1)%p;

2. ha pu/\ p dobozbdl dll, mind kiilonbzé sorban, akkor létezik egyetlen olyan A alakii
T tablo és egyetlen x| > --- > x,, szdmsorozat, amelyekre

U=(..(Tx1)xp_1) & %p.
B1ZONYITAS Az els6 két allitds a sorbaillesztési lemma ismételt alkalmazdsabol adédik. A
megforditdsaikat a kovetkezSképpen lathatjuk be: ha u/A barmely két doboza kiilonboz4

oszlopban van, vegyiik a legjobboldalibb dobozt. Végezziink el erre a dobozra egy inverz
sorbaillesztést, a végén kiesd elem legyen x,. Ezutdn a maradék p — 1 doboz koziil vegyiik
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1.1. YOUNG-TABLOK ES ALAPVETO MUVELETEIK 13

a legjobboldalibbat, ismételjiik meg az imént miiveletet és igy tovdbb. A p-edik 1épés utdni
eredmény lesz a T tablo €s a sorbaillesztési lemma miatt x; < --- < x,. A sorokra vonatkozo
allitas teljesen anal6g médon igazolhaté. Az egyértelmiiség mindkét esetben automatikus. [

A sorbaillesztés ismételt alkalmazasédval egy igen érdekes miveletet tudunk definidlni a
tablok halmazan.

1.1.28. DEFINICIO (TABLOK SZORZATA) Legyenek T,U tablok, xi,...,xs az U tablo
elemei soronként balrol jobbra felsorolva, az utolso sorral kezdve, majd lentrdl felfelé
haladva. Ekkor a két tablo szorzata

d
T-U :ef(...(Texl)e~-~<—xs,1)<—xs.

A tablok szorzata alapvet6 fontossagu lesz a kovetkez6kben. Amint azt hamarosan latni
fogjuk, a tabloszorzas nem kommutativ.

1.1.29. PELDA Legyen

1]2]2]
I= 313
_[1]3]
U= 2
Most 1€pésrdl 1épésre Gsszeszorozzuk a két tablot:
1[2]2][1[3] _ [1]2]2]2]
331 |2 BEE ]3]
1[1]2]2]
- 237 3
3
1[1]2]2]3]
= |2
3

1.1.30. PELDA (A tablészorzds nem kommutativ) Legyen

v =[1]2]

és
3
r= 4
Ekkor ‘ ‘
11213
U-T= ) ,
azonban
1]2]
T-U=|3 ,
4

vagyisU-T #T-U.
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14 1. FEJEZET. A YOUNG-TABLO ES KOMBINATORIKAJA

1.1.31. FELADAT Szorozzuk ossze az iménti modszerrel az aldbbi tablopdrokat:

1 33\3‘
314 QS‘
515

illetve ‘ ‘
115515
718 aE
718

1.1.32. TETEL A fenti szorzdssal a tablok halmaza egy monoid lesz az iires (nulla dobozii)
tabloval mint egységelemmel.

B1zONYITAS Lattuk, hogy a tablok halmaza zart a szorzasra nézve, az is konnyen igazolhato,
hogy az iires tablé a szorzdsra nézve jobbegységként viselkedik (ha nem szurunk be semmit
egy tabldba, akkor az valtozatlan marad. A szorzés definici6jabdl kovetkezik, hogy ha a fenti
sorrendben beszirjuk egy T tabld elemeit az iires tabloba, akkor visszakapjuk a 7" tablét, s
igy az iires tabl6 jobbegység is lesz.

Az egyetlen nehéz kérdés a szorzds asszociativitisa. Ennek bizonyitdsdhoz tovédbbi
eszkozokre lesz sziikségiink, ezért késdbbre halasztjuk. O

Most megismerkediink egy ferde tablokon értelmezett miivelettel, a Schiitzenbergert6l
szarmazd un. csusztatdssal. Ezt is fel lehet haszndlni tablok szorzatdanak definidlasara.

Legyenek A D u particidk, u nem iires. Egy A/u alaki S ferde tabl6nak van egy vagy tobb
belsé sarka, azaz olyan doboza, amely u-ben van, de az alatta és t6le jobbra 1év6 kockdk mar
nincsenek u-ben. Vegyliik észre, hogy az S ferde tabl6 egy bels6 sarka nincs benne S-ben.

1.1.33. DEFINICIO (CSUSZTATAS) Legyen S mint fent egy ferde tabld, B a A/u ferde
tablo egy belsd sarka, azaz olyan doboza u-nek, hogy az alatta és téole jobbra lévd kockdk
nincsenek u-ben. Tekintsiik B jobb oldali, illetve also szomszédjat. Tegyiik dt B-be a két elem
koziil a kisebbet, egyenldség esetén az alsot. Az ujonnan iiresen maradt mezdre ismételjiik
meg a fenti eljdrdst egészen addig, amig egy kiilsé sarokhoz nem ériink. Ekkor az iires dobozt

eltavolitjuk.

1.1.34. PELDA Tekintsiik a

244\
s=[21316
515

ferde tabl6t és annak egyetlen belss sarkét (a kiilsé A diagram bal fels6 sarkat). Ezt fogjuk
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csusztatassal eltavolitani.

2[4]4] 22144
21316 — 316 —
515 515
2[2[47]4] 2[2[4]4]
3 6 — [3]5]6 —
5 5
212]4]4]

31516

5

1.1.35. ALLITAS Egy csiisztatds eredménye szintén ferde tablo.

B1ZONYITAS Mivel az S ferde tabl6bdl egy kiils6 sarkot tdvolitottunk el és egy belsd sarkot
adtunk hozzd, a kapott objektum alakja tovdbbra is ferde diagram. Azt, hogy a kitoltés
tabloszerli marad, 1épésenként fogjuk ellendrizni. Tekintsiink egy elemi csusztatasi 1épést,
ahol az S tabldnak az iires mez6t koriilvevo része az aldbbi:

b|v
a y
u | x

Két eset van, aszerint, hogy lefelé, vagy jobbra csusztatjuk el az lires mez6t. Ha x <y, azaz
az iires mezd lefelé mozog, akkor az eredmény

b|v
a|x|y

Ellendrizendd, hogy a < x <y. Az utolsé ferde tablérészlet tabltulajdonsdga miatt a < u < x,
igya<xésx<y.
Amennyiben x >y, akkor az iires kockét jobbra csusztatjuk.

b|v
aly
u | x

A tablétulajdonsdg meglétéhez annyit kell belatnunk, hogy b <y < x. Ebbdl y < x mér adott,
az idézett tablorészlet tablé voltabdl pedig b < v < y kovetkezik. O

1.1.36. MEGJEGYZES A Schiitzenberger-féle csusztatas is megfordithatd, azaz ha ismerjiik
az eltavolitott cella helyét, vissza tudjuk allitani a kiinduldsi éllapotot és a kezdetben
vélasztott belsd sarkot.

A cstusztatast megismételve Gjabb és tjabb belsd sarkokra, végeredményiil egy tablot
kapunk. Ezt roviden ugy lathatjuk be, hogy észrevessziik, hogy a belsd tablé celldinak
a szdma minden egyes lépésben eggyel csokken. Ezért véges sok 1épés utdn a belsd
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16 1. FEJEZET. A YOUNG-TABLO ES KOMBINATORIKAJA

sarkok elfogynak. Egy olyan ferde tablo, amelynek nincsen belsd sarka, sima tabld. Az
iménti modszert az S ferde tabld kiegyenesitésének nevezziik, jelolése Rect(S). Ez elvben
természetesen fiigg a belsd sarkok vélasztdsatol, azonban be fogjuk l4tni, hogy ez nem igy

van.

1.1.37. TETEL Egy adott S ferde tablobdl kiindulva bdrmely belsé sarok vdlasztdsokkal
ugyanazt a tablot kapjuk, azaz Rect(S) egyértelmii.

B1zONYITAS Ld. [12, Chapter 2]. O
A csusztat6 eljaréast egy djabb szorzatkonstrukciéra fogjuk felhasznalni.
1.1.38. DEFINICIO Legyenek T,U tetszdleges Young-tablok, S az aldbbi ferde tablo.
U
T
Ekkor .
T+U 2 Rect(S) .
1.1.39. TETEL A két szorzat megegyezik.
(]

B1zonYITAS Ld. [12, Chapter 2].
Az utolso két tétel mar kiadja a sorbaillesztéssel definidlt 7 - U tablészorzds asszociativi-
tasat, hiszen a T x U szorzat az 1.1.37. Tétel miatt 1athatéan asszociativ.

1.2. A tablogyiirti

A tablok szorzdsahoz vezeté kombinatorikai gondolatmeneteket kozvetleniil felhasznalhatjuk
szimmetrikus polinomokra vonatkozé ismeretek szerzésére. Ezt jol attekinthetd formdban az
un. tablogytirii — egy, a tablok segitségével definidlt nemkommutativ gyiiri — segitségével

tehetjiik meg.
1.2.1. DEFINICIO Legyen Ry, a Ty, (vagyis az [m]-beli elemekkel rendelkezd tablok) dltal
generdlt félcsoportgyiirii, azaz egy szabad Z-modulus a tablokkal mint badzissal, amelyben

a baziselemek kozti tabloszorzdst linedrisan kiterjesztjiik az egész modulusra. Ha sziikség
lenne arra, hogy egy T tablot a neki megfeleld tablogyiiriibeli elemtél megkiilonboztessiik,

ez utobbit [T|-vel fogjuk jelolni.
1.2.2. MEGJEGYZES A definicidban leirt szorzas joldefinialt, ti. ha

Y ar[T], Y bylU]

TeT, Uel,
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1.2. A TABLOGYURU 17

s

két tablogytribeli elem, akkor

( Y aT[T]> ' <Z bU[U]> =) ( Y aTbU)Va
T, Uey, ved, \T-U=V

tovabbd, a fenti miveletekkel Ry,,) egy nemkommutativ gytrd. A tény, hogy Ry, -ben a
szorzds nem kommutativ, annak megfogalmazdsa, hogy a tablékra vonatkoz6 szorzas nem
kommutativ, azaz két T, U tabl6 esetén dltaldban T-U # U - T.

1.2.3. FELADAT Ellendrizziik a sziikséges miiveleti azonossdgokat Ry, -ben. Irjuk le az Ry

s

gyurut.

1.2.4. MEGIEGYZES Tetszbleges S egységelemes' félcsoport esetén definidlni tudjuk a
hozza tartozé ZS un. félcsoportgylriit az aldbbi univerzdlis tulajdonsdg segitségével:
egy (ZS,21) part (ahol ZS egy gytrd, 1: S < ZS pedig egy félcsoporthomomorfizmus
ZS multiplikativ csoportjaba) az S-hez tartoz6 félcsoportgytirtinek hivunk, ha minden R

gylrt és ¢ : § — R félcsoporthomomorfizmus esetén ami R multiplikativ csoportjaba vezet,
egyértelmien 1étezik egy

Y:ZS — R

gylrihomomorfizmus, amelyre Y o1 = ¢. Rajzban ezt az aldbbi diagram kommutativitdsa

fejezi ki.
- A
N
R

Az univerzdlis tulajdonsdgbdl kovetkezik, hogy ha (ZS,1) 1étezik, akkor az kanonikus
izomorfizmus erejéig egyértelmd.

A létezés pontosan igy mutathaté meg, mint a tablogy(irQi definicidjdban; mint additiv
csoport legyen

S

78 < Pzl

seS

az S halmazon értelmezett szabad abel csoport, a multiplikativ struktdrat pedig a
][] < s

reldcié ZS-re torténd linedris kiterjesztésével kapjuk (ahol ss” az S-beli szorzatot jeloli).
A definici6 minimalis véltoztatdsdval barmilyen gytird feletti algebrat is készithetiink
S-b6l.  Erre egy klasszikus példa egy G csoporthoz rendelt CG csoportalgebra, ami a

reprezentacidelméleti fejezetben is komoly szerepet jatszik majd.

Az S-beli egységelemre azért van sziikségiink, hogy a kapott gytirii is egységelemes legyen; konvenciénk
szerint minden gy(r{i egységelemes.
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18 1. FEJEZET. A YOUNG-TABLO ES KOMBINATORIKAJA

Az Ry, tablogyiirlibol van egy rendkiviil fontos gytirthomomorfizmus az egészek feletti
m-valtozos polinomok gyfirijébe.

R 2, Zlxy,. .. Xm)
—

T xT,

ahol — amint azt korabban mar lattuk —

def Y2

T del aj

S | £
i=1
ie

a = I6fordulasainak szama 7 -ben.

A tablégyftirtiben most egy sereg fontos elemet definidlunk. Ha A az n szam egy particidja,
akkor legyen

Sy [m] T 27 6sszes A-alaki tablé Osszege R, -ben.

Ha m rogzitett, vagy a szovegkornyezetbdl egyértelmii, akkor gyakran csak Sy -t frunk.

1.2.5. PELDA Az Sy [m] elemekre egy egyszeri példa az alabbi: legyen A = (2),m = 2, ekkor

SoRI=[1]1]+[1]2]+[2]2].

Az alabbi megfigyelés egyszert, viszont nagy jelent6sége van, mivel 6sszekoti a tablo-
kalkulust a szimmetrikus polinomok elméletével.

1.2.6. ALLITAS Az eddigi jelilések megtartdsdval
D(Sp[m]) = sp(x1,- -5 %m)
ahol sy az m-vdltozos Schur-polinom.

B1ZONYITAS Az dllitds a Schur-polinomok, illetve az Sy [m] tablogyfirtibeli elemek definici-
oinak kozvetlen kdvetkezménye. O

1.2.7. ALLITAS (PIERI-FORMULAK) Legyen m > 1 régzitett, p > 1. Ekkor
$1.S(p) = XSu
M

ahol u azokon a tablokon fut végig, amelyeket 1igy kapunk, hogy egy A-alakii tabléhoz
hozzdadunk p dobozt, mind kiilonbozo oszlopban.

S Sary = XS
o

ahol (' végigfut mindazon tablékon, amelyek A-bdl p doboz hozzdaddsdval keletkeztek, mind
kiilonbozd sorban.
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1.2. A TABLOGYURU 19

B1ZONYITAS Csak az els6 egyenldséget fogjuk beldtni, a masodik igazoldsa teljesen analég
modon torténik. Az
Stp) = LSu
u

formula mindkét oldaldn olyan tablok Osszege szerepel, amelyeknek |A| 4+ p doboza van.
Azt kell belédtni, hogy mindkét oldalon ugyanazok a tablok szerepelnek és ugyanannyiszor
fordulnak eld (azaz mindegyik egyszer).

Vegyiink el6szor egy tablot a baloldalrdl. Ez T - U alaku, ahol U egy egysoros tabls. A
sorbaillesztési lemma miatt az dj kockdk mind kiilonb6z6 oszlopba keriilnek, tehat a 7 - U
tablo szerepel a jobboldali 6sszegben is.

Tekintsiink egy V tabl6t a jobboldalrél. Beldtjuk, hogy pontosan egyféleképpen all el
V =T -U alakban (T,U mint fent). ElGszor is, ha V alakja u, akkor u/A egyértelmiien
megadja a p darab 4j doboz helyét. Ebbdl viszont a sorbaillesztési lemma megforditdsa miatt
T és U egyértelmiien visszadllithato. g

A particidkalkulussal val6 foglalkozas elsé gyiimolcseként a szimmetrikus polinomokra
vonatkoz6 nemtrividlis Osszefiiggéseket kapunk.

1.2.8. KOVETKEZMENY (PIERI-FORMULAK SZIMMETRIKUS POLINOMOKRA) Legye-
nek m, p,n pozitiv egészek, h az n szdm egy particidja. Ekkor

S}\’(X],.--,xm)h X1yeees X Zs,u X1yeeey X )

ahol u azokon a tablokon fut végig, amelyeket 1igy kapunk, hogy egy A-alakii tabléhoz
hozzdadunk p dobozt, mind kiilonbdzd oszlopba; tovdbbd h), a p-edfokii teljes szimmetrikus
polinom (ld. 1.1.11. Példa).

Sa(x1, -y xm)ep (X1 ZSN XlyeeesXm)

ahol ' végigfut mindazon tablékon, amelyek A-bdl p doboz hozzdaddsdval keletkeztek és
amelyek mind kiilonbézd sorban vannak; itt e, a p-edfokii elemi szimmetrikus polinom (Id.
1.1.11. Példa).

B1ZONYITAS Alkalmazzuk a & leképezést a tablogyiribeli Pieri-formuldkra és vegyiik
észre, hogy

valamint

$(r) (X155 Xm) = €p(X1s- - Xm) 0

1.2.9. FELADAT Irjuk fel az aldbbi szorzatokat Schur-polinomok linedris kombindcidiként.

15,1y (x1,%2,X3) - o (x1, %2, %3)
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20 1. FEJEZET. A YOUNG-TABLO ES KOMBINATORIKAJA

2. 5,1y (x1,%2,%3) - €2(x1,%2,X3)

3. s.2)(x1,%2,%3) - h3(x1,%2,%3)

1.2.10. DEFINICIO Egy T tablé tartalma egy természetes szdmokbdl dllo u = (uy,...,up)
sorozat, amelyre teljesiil, hogy T elemei kozott pontosan uy darab 1-es, up darab 2-es, ... és
u; darab l-es van. Tetszbleges N particiora és u sorozatra

de

Ky 5 a A-alaki és u tartalmi tablok szdma .

Amennyiben p is particio, a Ky, szdmot a (A, u) pdrhoz tartozoé Kostka-szdmnak hivjuk.

1.2.11. PELDA Legyen

1]1][2]3]

Ekkor T tartalma (2,2,2,1,2).

1.2.12. ALLITAS Ky, megegyezik azon AD cA@ c...caAld =2 particiosorozatok
szdmdval, amelyekre a
A /1)

ferde diagramoknak u; dobozuk van, mind kiilonbozo oszlopban.

B1ZONYITAS Legyen T A-alakd u-tartalmu tabl6. T-hez hozzarendeljiik az aldbbi particio-
sorozatot: A legyen azon kockdk halmaza, amelyekben T-ben 1-esek dllnak, A, legyen azon
kockdk halmaza, amelyeknek megfeleld dobozokban 7-ben 1 vagy 2 all és igy tovdbb. Az
iménti hozzarendelés egy bijektiv megfeleltetést 1étesit a fent szerepld halmazok kozott. [

1.2.13. PELDA Tekintsiik az iménti

1]1]2]3]
T=[2[3]4
5[5

tablot. A neki megfeleld particiésorozat

L[] c e
[ ]

N
n

1.2.14. LEMMA Az eddigi jelolésekkel

Py -y =Y Kyusy
A
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1.2. A TABLOGYURU 21

ahol N végigfut az dsszes particion, és hy,, = s, a ui-fokii m-vdltozos teljes szimmetrikus
polinom.

BIZONYITAS Az 1.1.11. Példa és a Pieri-formulak (1.2.7. Allitds) szerint elég azt belétni,
hogy
) St -+ Sty = LKnuS1.-
ahol A ismét végigfut az Gsszes particién. Az imént lttuk (1.2.12. Allits), hogy Kj, azon
ADcA@c...call =y

particiésorozatok szama, amelyekre a Al) /AU~1) ferde tabléknak u; dobozuk van mind
kiilonboz6 oszlopban. A Pieri-formuldkat és a Sorbaillesztési Lemma kovetkezményét
haszndlva azt kapjuk, hogy T K, ,-féleképpen irhat6

T=U-...-U

alakba, ahol U; egy (u;)-alakd tabld. O
1.2.15. PELDA Legyen u= (2,1), m = 3. A fentiek szerint ekkor az R3) gy(irtiben

S-Sy = Z}:,Kx,(z,l)Sx :

ahol

Sy =[L[]+[L]2]+--+[3]3]

Sy = [L]+[2 +[3 ]
Misrészt K, (,1) azon A alaku tabl6k szdma, amelyekben két darab 1-es van €és 1 darab 2-es.
Ilyen tabl6 6sszesen kettd van:

és

111
(T172] o

Eszerint
K _J1 hak=(3)vagy A= (2,1),
DT egyébként.

Igy — amint azt kozvetlen beszorzassal is lthatjuk —
5@ 5w = Se) TSaen
illetve a szimmetrikus polinomok nyelvére leforditva
ha(x1,%2,x3) - hy(x1,x2,%3) = h3(x1,%2,%3) +502,1) (¥X1,%2,%3) -

A particiékon tobbfajta részbenrendezés is ismert, mi az aldbbiakkal fogunk foglalkozni.
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22 1. FEJEZET. A YOUNG-TABLO ES KOMBINATORIKAJA

1.2.16. DEFINICIO Legyenek A u particick. Ekkor

1. (lexikografikus rendezés) u < A, ha az elsé olyan i indexre amelyre u; # N, u; < ;.

2. (dominancia) u <\ A, ha minden i > 1 esetén

it p S At A

3. (tartalmazds) u C A\, ha minden i > 1 esetén u; < A,.

1.2.17. FELADAT Ellendrizziik, hogy a particiokon definidlt mindhdrom reldcio valoban
részbenrendezés.

A harom részbenrendezés koziil csak a lexikografikus rendezés teljes rendezés.
1.2.18. PELDA (A DOMINANCIA ES A TARTALMAZAS NEM RENDEZES) Legyen u =

(2,2,2) és A= (3,1,1). Ekkor
pr <A

itz > A+ A+ s
tehat A Au és u A\
Az is lathat6, hogy u Z A és A Z u.
1.2.19. MEGJEGYZES A harom részbenrendezés nem teljesen fiiggetlen egymastol. Ha

pCA,

akkor

U<IAésu<n,
forditva azonban daltaldban egyik éallitds sem igaz. A dominancia maga utdn vonja a
lexikografikus reldciot, forditva viszont dltaldban nincs igy.

1.2.20. FELADAT Igazoljuk az el676 megjegyzés dllitdsait.

Ami szdmunkra fontos a Kostka-szdmok és a részbenrendezések viszonydbdl, azok a
kovetkezdk.

1.2.21. ALLiTAS (LEXIKOGRAFIKUS RENDEZES ES KOSTKA-SZAMOK) Legyenek A,u
az n szdm particiéi. Ha u > A a lexikografikus rendezésre nézve, akkor Ky, = 0; tovdbbd
Ky = 1.

B1zONYITAS Tegyiik fel, hogy u £ A, és legyen i az a legkisebb index, amelyre teljesiil, hogy
uj=MA;jhal < j<i, ésu > A;. Vegyiik szimba, hogyan nézhet ki egy A alaki és u tartalmi
tabl6. A dontd megfigyelés az aldbbi: egy Young-tabloban 1-es csak az elso sorban, 2-es csak

az els6 két sorban szerepelhet, és igy tovébb.
Mivel u; = A; minden 1 < j < i esetén, az elsd i — 1 sor mindegyikében pontosan annyi
kocka van, ahany az adott szdmbdl; emiatt az els6 sor csupa 1-esbdl, a mdsodik csupa 2-esbdl
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1.3. TABLOK SZAVAI 23

all, és igy tovabb. Ily médon a y; darab i elem csakis az i-edik sorban szerepelhet, ott azonban
csak A; < y; doboz van, amikben nem férnek el. Azt kaptuk tehat, hogy a u > A esetben nem
1étezik A alakd és u tartalmi tabld, vagyis Ky, = 0, ahogy dllitottuk.

Az iménti érvelés azt is adja, hogy Kj; = 1: minden 1 < i < m esetén az i elemek csak
az i-edik sorba keriilhetnek, ott viszont pontosan annyi, A;, hely van, mint amennyi i szamot
szeretnénk elhelyezni. a

1.2.22. ALLiTAS (DOMINANCIA ES KOSTKA-SZAMOK) Ky, # 0 pontosan akkor, ha u<
A; ebben az esetben Ky, = 1.

B1ZONYITAS Ismét az az észrevétel a kiindulépontunk, hogy egy k pozitiv egész szdm egy
T Young-tablonak csak az elsG k sordban fordulhat eld. Tegyiik fel, hogy u AA, és legyen i
egy olyan index, amelyre

i > A

Ekkor az 1,...,i szamokbol, amelyek csak az els6 i sorba keriilhetnek, dsszesen tobb van,
mint amennyi doboz az els i sorban van. Igy a A particiénak nem létezik tabldszeri kitoltése
a u tartalommal, vagyis Kj,, = 0.

Ha u <A, akkor sorfolytonosan kitoltjiik a A alakd Young-diagramot a u; darab 1-essel,
u> darab 2-essel €s igy tovabb. Mivel

it <A+t A

minden i-re, az eredmény egy tablo, igy K, = 1. O

1.3. Tablok szavai

Ebben a fejezetben a tablok egy fontos invaridnsat, az Un. szavukat definidljuk, majd
megvizsgaljuk, hogyan viselkedik ez az invarians a tablokon értelmezett szorzdsokra nézve.

1.3.1. DEFINICIO Egy T (ferde) tablo w(T) szavdt gy kapjuk, hogy felsoroljuk a tablo
elemeit, kezdve az utolso sorral, balrol jobbra, majd az utolsé elétti sor jon (szintén balrol
jobbra) és igy tovabb.

1.3.2. PELDA Tekintsiik a

1[3[5]5]
T =[2]4]6
707

tablot. Ekkor w(7') = 77|246|1355 (a fiiggbleges vonalak mindossze a sorok elvélasztasara
szolgdlnak).
1.3.3. PELDA (FERDE TABLO SZAVA) Legyen most

1]2
3145
S=11124]5
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Az S tablo szava
w(S) = 3|2|5421|543|21 .

1.3.4. MEGJEGYZES Egy tabl6t egyértelmiien vissza tudunk 4llitani a szavabol. Ti. fel-
osztjuk novekvd részekre, az elsd darab lesz az utolsé sor, a masodik az utolsé eldtti, és igy
tovabb.

Ugyanakkor fontos észrevenni, hogy nem minden sz6 szarmazik tabl6bol. Példaul a w =
77712 sz6 nem lehet semmilyen tablénak a szava, mivel a most ismertetett visszaallitasi
eljaras nem tablat ad.

1.3.5. MEGJEGYZES A Young-tablok esetével ellentétben minden sz6 el6all mint egy ferde
tablo szava. Egy mddszer ennek megmutatdsdra: vagjuk a szot novekvd darabokra, majd
rendezziik el 6ket egy ferde tabléban tigy, hogy minden darab a megel6z6ekhez képest jobbra
fel legyen (az el6z6 darab utolsé kockdjatdl a jelenlegi darab elsé kockdja legyen jobbra fel).

A ferde tablok haszndlatdval viszont elvesztjiik a tabl6 egyértelm visszadllithatosdgat, ti.

sok ferde tabl6 adja ugyanazt a szot.
1.3.6. FELADAT Adjunk meg két kiilonbozd ferde tablot, amelyeknek a szava 77712.

Els6ként megvizsgéljuk a sorbaillesztés és a tablok szavainak viszonyat. Ez egy alapvetd
fontossdgu kérdés, aminek igen sok alkalmazdsa van. Legyen

w=oa-x B,

ahol o < x' < B, és kovessiik nyomon az o < x < x’ < B elem beillesztését. Ezt a
folyamatot lebonthatjuk kisebb egységekre, az egyes sorokba val6 kiiités/beillesztés parokra.
Vizsgdljunk meg egy ilyet.

ch/bl...bq_lqu»—>0(x/b]...bq_lqu hax<bq_1 qu
'—>ch’b1xb2...bq hax<b; <b;
r—)OLx’xb1...bq hax<x’§b1

Az alébbi szabdlyt figyelhettiik meg: ha x < y < z akkor
VIX > YXZ . (K1)

Folytatva a miiveletet tovabb, x kiiiti x'-t és x’ elindul balra.

a...ap_1a,X'xpr—ay...ap_1x'apxp haa, <x<x
|—>a1xla2...apx[3 haay < a3 <
—xay...apxP haa; <ay <
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A fenti atalakitdsok mind az aldbbi szabdly kovetik: ha x <y < z akkor
XZy > ZXy . (K2)

A (K1), (K2) transzformdcids szabdlyokat és inverzeiket egyiittesen elemi Knuth-transz-
formdcioknak nevezziik. J6l megjegyezhetSk az alabbi mddon:

y[z]{x] =
[(x[z][y] =

1.3.7. DEFINICIO A wi,w; szavakat Knuth-ekvivalenseknek mondjuk, jelben wi = wy, ha
egyik a mdsikbol elemi Knuth-transzformdciok egy véges sorozatdval megkaphato.

Z‘ yzx = yxz (x <y <7z)

y\ xzy—zzxy x<y<z).

N ||| ¥

Az eddigi vizsgalodéasainkat 0sszefoglalva az alabbi eredményt kapjuk.

1.3.8. TETEL Legyenek T,U Young-tablok, x egy pozitiv egész szdam. Ekkor
w(T +x) =w(T)-x,

illetve
w(T-U) =w(T) -wU) .
Joval tobb munkéval az alabbi is beldthato.
1.3.9. TETEL A Schiitzenberger-féle csiisztatds megdrzi a Knuth-ekvivalencidt.

Ezt a tételt nem igazoljuk, az érdekl6dd olvaséd egy részletes bizonyitast talal a [12] mi

masodik fejezetében.
A kovetkezd eredmény alapvetd jelentdségli a Young-tablok elméletében.

1.3.10. TETEL Minden sz6 pontosan egy tablo szavdval Knuth-ekvivalens.

A bizonyitds nehezebbik részéhez, az egyértelmiiséghez, tovabbi eszkdzokre lesz sziik-
ségiink. Most ezért csak azt bizonyitjuk be, hogy minden w széhoz létezik olyan T tabld,
amelyre w = w(T).

BI1ZONYITAS Az aldbbi a w széhoz rendelt tn. kanonikus tablé konstrukciéja. Ha w =

x1...x, akkor legyen
T = (<<—x2>> — X

Az el6z6 éllitds miatt — azaz 1ényegében mivel a sorbaillesztés kompatibilis a Knuth-
ekvivalencidval — w(T') = w, ahogy azt szerettiik volna. O

1.4. Novekvo részsorozatok

Egy Oonmagédban is érdekes algoritmikus kérdés egész szdmok egy véges sorozatidban
minél hosszabb monoton részsorozatot (vagy akdr nagy 0sszhosszisigu diszjunkt monoton
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részsorozatokat) keresni. Erdekes médon ennek a feladatnak sok kize van a tablok szavai és
a Knuth-ekvivalencia t¢émakorében végzett vizsgélatainkhoz.

1.4.1. DEFINICIO Ha w = x;...x, egy |[m]-beli sz, akkor jelilje L(w,1) a w sz6 leg-
hosszabb novekvé részsorozatdnak hosszdt. Altaldnos legyen L(w,k) az a legnagyobb ter-

mészetes szam, amely elddllithato k darab diszjunkt w-beli novekvd részsorozat hosszdnak
osszegeként.

1.4.2. PELDA Tekintsiik a w = 154234123331 sz6t. Némi gondolkod4s utan latszik, hogy
L(w, 1) = 6, mivel a 154234123331 egy hatelemi novekvd részsorozat és hosszabb novekvs
részsorozat viszont nincs w-ben.

Valamelyest munkaigényes, de még mindig beldthaté elemi tton, hogy L(w,2) =9 és
L(w,3) = 12. Az L(w,2) mennyiség példdul az aldbbi médon realizalhato:

154234123331

154234123331 .

Ez egybdl adja az egyik irdnyud egyenl6tlenséget.

1.4.3. MEGJEGYZES Sok sorozatkészlet 0sszege elérheti a maximumot, ezek kozott le-
hetnek kiilonboz8 hossziisdg-osszetételdek. Egy L(w,k)-t megvaldsito készlet nem mindig
bévithetd L(w,k+ 1) egy realizaciéjava.

1.4.4. PELDA Legyen w' = 344233112223. Megfigyelhets, hogy L(w',1) = 6 = L(w, 1),
L(w',2) =9 =L(w,2) és igy tovabb, L(w',k) = L(w, k) minden k-ra. Felmeriil a kérdés, hogy
ez vajon véletlen-e. Latni fogjuk, hogy nem. Eszrevehet, hogy w' és w Knuth-ekvivalensek,
ez az oka a fenti jelenségnek.

1.4.5. ALLITAS Ha w =w' akkor L(w,k) = L(w' k) minden k > 1 esetén.

B1zONYITAS Elegendd annyit ellendrizni, hogy az 4llitas igaz elemi Knuth-transzformaci-
Okra.
o-yxz-p=a-yzx-Bphax<y<z
—_— Y=
w W/
o-xzy-Bp=oa-zxy-Bhax<y<z
—— R,l_/
w w

A w' — w dtmenet esetén a novekvd részsorozatokbdl ndvekvd részsorozatok lesznek, ezért
L(w,k) > L(w', k). A Knuth-transzform4cié sorén ti. annyi térténik, hogy az xy par megsz{inik
inverziéban lenni.

A masik irdnyd egyenlGtlenségért jobban meg kell dolgozni. Tegyiik fel, hogy adott k
darab diszjunkt névekvd részsorozat w-bsl. Elég lesz ez esetben k darab diszjunkt w'-beli
novekvd részsorozatot produkdlni, amelyek 6sszhossza legaldbb akkora, mint a kiinduldsul
vett w-beli készleté. Ha nincs olyan részsorozat a kiinduldsi részsorozat-rendszerben,
amelyben mind x, mind z szerepel, rdaddsul egymads utdn, akkor készen vagyunk, mert az
eredeti készlet valtoztatds nélkiil megfelel a célnak. Ellenkezd esetben viszont el6fordulhat,
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hogy a részsorozatunk Knuth-transzformaltja w'-ben mér nem lesz ndvekvé x €s z felcserélése
miatt.
Tételezziik fel tehat, hogy

o xzB1
egy ilyen "rossz" sorozat, ahol oy C o, B; C . Ha y semelyik mds, a w-beli indul6 készletben
szerepld részsorozatban nem szerepel, akkor az

ol xzf
részsorozatot kicseréljiik a

o1 yzP1

részsorozatra (vagy axyPi-re) és ismét csak készen vagyunk. A kritikus eset az, ha a w-beli
részsorozataink kozott szerepel egy

Otzyﬁz

alaku (azaz egy olyan, amely y-t tartalmazza). Ekkor a megoldas a kovetkezd:
oxzfr |, [ ouops
o yP2 oz

o xzPy oyzPi
> :
o yP2 o xPo O
Az ily médon kapott dj w'-beli részsorozatok mindkét esetben novekvéek €s diszjunktat

egymastdl és a tobbi részsorozattdl is. Ezzel sikeriilt egy, az eredeti w-beli készlettel azonos
0sszhosszd w-beli részsorozathalmazt késziteni.

illetve

Az 1.4.4. Példa-beli w' sorozatndl megfigyelhetjiik, hogy az L(w,k) invaridnsokat egy
tabl6 szavardl konnyd leolvasni. Ennek oka az, hogy egy novekvé részsorozat (a tabléban
nézve) soha nem halad lefelé. Emiatt a részsorozat elemei mind kiilonb6z6 oszlopokbdl
keriilnek ki. Azaz ha w = w(T), akkor

L(w,1) = T elsd sordnak hossza.

Az iménti megfigyelést dltaldnositja az aldbbi lemma.

1.4.6. LEMMA Legyen w a A alakii T tablo szava,
A=A1>...>2N),
és A\ =0 ha | > k. Ekkor minden k > 1 esetén

Liwk) =AM+ + N .
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B1ZONYITAS Tetszbleges k darab diszjunkt novekvd sorozat esetén minden oszlopbdl
Osszesen legfeljebb k kockat tartalmazhat a részsorozatok unidja. Eszerint

Lw,k) <M 4+ .
Az egyenldség az elsd k sor mint ndvekvd részsorozatok vélasztdsaval adodik. O

1.4.7. KOVETKEZMENY Legyen w egy tetszdleges sz6. Ha w = w(T) valamely T tablora,
akkor a T tablo \ alakja egyértelmiien meghatdrozott.

Ezek szerint nem fordulhat el6 az az eset, amikor w két kiilonboz6 alaka tablonak is a
szava. Célunk ennél ambiciézusabb, adott sz6 esetén magat azt a T tablot is rekonstrudlni
akarjuk, amelynek szavdval w Knuth-ekvivalens.

OTLET Prébdljuk meg kitaldlni, hova keriil a legnagyobb elem! (Mint mindig, azonos
szamok koziil a sz6ban jobbra 1év6t tekintjiik nagyobbnak.) O

1.4.8. PELDA Legyen

1[1[2]2]2]3]
T =12[3]3
3414

Egy pillanatra vegyiik ki a jobb als6 sarokban szerepl6 4-est és vizsgdljuk meg az igy kapott
tablo alakjat.

1[1][2]2]2]3]
2133
3[4

A fennmarad6 doboz lesz a kivett 4-es helye, majd ezt az eljarést folytatjuk.

Misképpen elmondva: ha a 344|233|112223 sz6bdl kivessziik a legnagyobb szamot, ami
jelen esetben a masodik 4-es (azonos szamok koziil a jobbra 1évd szamit nagyobbnak), akkor
az annak megfeleld tablo az eredeti tablobdl ugy kaphaté meg, hogy elhagyjuk az eredeti
tablobol a méasodik négyesnek megfeleld elemet.

Azt kéne mar csak tudni, hogy Knuth-ekvivalens szavakbdl kivéve a legnagyobb elemei-
ket, ismét Knuth-ekvivalens szavakhoz jutunk. Szerencsére ennél tobb is igaz.

1.4.9. LEMMA Legyenek w = w' Knuth-ekvivalens szavak. Vegyiik ki mindkettébél a p
legkisebb és q legnagyobb elemet, jelilje az eredményeket wy,w;,. Ekkor

Wwo =W -

B1ZONYITAS Vegyiik észre, hogy elég a fenti dllitdst a legnagyobb elem kivételére (azaz
a p=0,q =1 esetre) igazolni, hiszen a legkisebb elem kivételére (amint azt 1atni fogjuk)
szorol szora atvihetd az érvelés, ebbdl a két esetbdl pedig mar teljes indukcidval kovetkezik
az altalanos eset.

Amint mdr tobbszor is lattuk, egy Knuth-ekvivalencidra vonatkoz6 éllitast elegendd az
elemi Knuth-transzformécidk esetére bebizonyitani. Barmelyik transzformacié két oldala
esetén, ha a szavakban el6fordul6 legnagyobb elem x,y, z-t6l kiillonbozik, akkor a kivételével
kapott szavak is ugyanazon transzformécié szerint (elemien) Knuth-ekvivalensek lesznek.
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Amennyiben a legnagyobb elem x,y és z koziil keriil ki, akkor z kell, hogy legyen, és a
kivétele utdn kapott szavak Knuth-ekvivalensek maradnak. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. [

Az iménti lemma kovetkezményeként be tudjuk 1atni, hogy minden sz6 legfeljebb egy T
tabl6 szavdval ekvivalens.

1.4.10. ALLITAS Haw =w(T) = w(T"), akkor T =T'.

B1ZONYITAS A w sz6 hosszdra vonatkozo teljes indukciét fogunk haszndlni. Az alapeset,
|lw| = 1 lathat6an igaz. Legyen |w| =d > 1. Az 1.4.7. kovetkezmény szerint T alakja
egyértelmiien meghatdrozott, mivel

A = L(w,k) —L(w,k—1) .

Ha x a legnagyobb betli w-ben, akkor legyen wg az a sz9, amit ugy kapunk, hogy toroljiik w-
bdl x legjobboldalibb eldforduldsét. Legyen tovabba Ty az a tabld, amelyet x legjobboldalibb
T-beli eld6forduldsdanak torlésével kapunk. 7; valéban tablé lesz, mert a torolt kocka kiilsé
sarok kell, hogy legyen.

A tablé szavanak definiciéja alapjan

w(To) = w(T)o .

Az 1.4.9. Lemma miatt
wo = W(To) .

Az indukcids feltevés szerint 7y az egyetlen tablo, amelyre
w(Tp) = wo .

Mivel a T, Ty tablok alakjait ismerjiik , az egyetlen lehetdség T-re, hogy a Tp tabléhoz az
imént torolt dobozban hozzdadjuk az x elemet. O

1.5. A Robinson—Schensted—Knuth-megfeleltetés

Tovébb folytatva a Young-tablok kombinatorikdjaval valé mélyebb ismerkedést, a jelen alfe-
jezetben olyan bijektiv megfeleltetéseket tanulmanyozunk, amelyek adott hosszui szavakat és
bizonyos feltételeknek eleget tevd azonos alaku tabloparokat kotnek dssze.

1.5.1. DEFINICIO Tetszdleges w szora jelolje P(w) azt az egyértelmiien meghatdrozott
P(w) tablot, amelyre

w = w(P(w)) .
1.5.2. MEGJEGYZES Lattuk, hogy ha w = xj ...x, akkor

P(w) = (...(<—x2> <—...<—> — X,

1.5.3. MEGJEGYZES Mivel minden szé pontosan egy tablé szavdval Knuth-ekvivalens
(1.3.10. Tétel), a definicio értelmes.
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A sorbaillesztési lemma kapcsan lattuk (1.1.27.), hogy a sorbaillesztés megfordithatd,
amennyiben ismerjiik a hozzdadott doboz(ok) helyét. Eszerint w-t magat is (és nem csak
a Knuth-ekvivalenciaosztélyat) visszaallithatjuk P(w)-bdl, feltéve, hogy tudjuk a dobozok
beillesztési sorrendjét. Ezt precizebben az aldbbi médon tarthatjuk szdmon: mikézben P(w)-
t felépitjiik, parhuzamosan épitiink egy Q(w) tabl6t, w tn. beillesztési tabléjat. A Q(w) tabl6t
ugy készitjiik, hogy a P(w) tablo épitése sordn k-adikként hozzdadott dobozba egy k elemet
irunk.

Mas széval, ha Py = (...) < xi, akkor a Py — Py_1 halmazban szerepl§ egyetlen kockédba
egy k elemet tesziink. Mivel egy 1j kocka mindig kiils6 sarok, az dj elem nagyobb lesz, mint
felsd illetve baloldali szomszédai. Emiatt Q(w) valéban Young-tabld lesz.

1.5.4. PELDA Legyen w = 427351. Ekkor a P, Qy tabléparok sorozata az aldbbi médon
alakul.

2

1
4 2
27| 1]3]
4 2
2[3 1]3
417 2|4
213]5] 1[3][5]
417 24
113]5] 1[3]5]
217 214
4 6

Mindjart latni fogjuk, hogy (P(w),Q(w)) ismeretében vissza tudjuk éllitani w-t inverz
sorbaillesztéssel.

1.5.5. TETEL (ROBINSON—SCHENSTED-MEGFELELTETES) Az [m|-beli elemekbdl dllo n
hosszi szavak, illetve a (P,Q) azonos alakii n dobozt tartalmazo [m]-beli elemeket tartal-
mazo tablopdrok, amennyiben azonos alakiiak és Q standard, egy-egyértelmii megfeleltetés
létesithetd.

B1ZONYITAS Egy w sz6hoz egyértelmiien hozza tudjuk rendelni a P(w),Q(w) tabldpart.
Most megkonstrudljuk ennek a leképezésnek az inverzét.

Adott (P,Q) esetén a kovetkez$ a teendd: Vegyiik a legnagyobb sorszami dobozt Q-
ban, és alkalmazzunk inverz sorbaillesztést a neki megfeleld P-beli kockara. A sorbaillesztés
végén a tablobal kikeriils elem lesz a W (P, Q) sz6 utolsé betilije. Végiil toroljik Q-bol a
legnagyobb elemet tartalmaz6 dobozt. Ezt az eljarast iterdlva felépitjikk a (P, Q) tabloparhoz
tartoz6 sz6t. Konnyen lathato, hogy a két leképezés egymads inverze. O

1.5.6. MEGJEGYZES Egy standard tablé ekvivalens a dobozok egy olyan szdmozasaval,
hogy a k legnagyobb elemet torolve ismét tablét kapunk (ahol 1 < k < n, n a tablé dobozainak
a szama).
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Knuth 4ltalanositotta a a Robinson—Schensted megfeleltetést arra az esetre, ha Q nem
standard, vagyis tetszGleges azonos alaki (P, Q) rendezett tablopdrra. Eszrevette ugyanis,
hogy az iménti bizonyitas véltozatlan formdban atvihetd erre az dltalanosabb esetre azzal az

egyszerd és dltalunk mar eddig is hasznélt konvencidval, hogy azonos elemek koziil a jobbra
1évét tekintjiik nagyobbnak.

1.5.7. TETEL (ROBINSON—SCHENSTED—KNUTH-MEGFELELTETES) Az [m]-beli elemek-
bol dllé n-dobozii azonos alakii rendezett (P,Q) tablopdrok illetve az [m)-beli elemeket
tartalmazo n-hosszi szavak kozott egy-egyértelmii megfeleltetés létesitheto.

1.5.8. PELDA Vdlasszuk most a w = 437341 sz6t. A Robinson—Schensted—Knuth-megfe-
leltetésben kapott tablopéarok:

-~
-]

4
3

4 2]

317] [1]3]

4 2]

3]3 1]3

417 24
3]13]4] 1[3]5]
417 24
1]13]4] 1[3][5]
3[7 2[4
4 6]

Folytassuk tovdbb a fenti vizsgdlédast. Legyen a (P,Q) rendezett tabléparbdl az
algoritmus sordn a k-adik 1épésben kapott tablopar (Py, Qy ), tovabba legyen a (Py, Q) parbol
kiiitott elempar (v, uy). Ily médon egy 2 x r-es tombot kapunk:

uy ... u
VI .. Wy
Vegyiik észre, hogy ha Q standard, akkor a fels6 sor 1,2,...,r.
1.5.9. DEFINICIO Egy pozitiv egész szamokat tartalmazo 2 X r-es tombot

1. szbénak neveziink, ha elsé sora 1,2,...,r (ebben a sorrendben);

2. permuticiOnak neveziink, ha szo és a mdsodik sora 1,2,. .. r valamilyen sorrendben.

Felmeriil a kérdés, hogy milyen tombok dllnak el6 a (P,Q) tabloparokbdl. ElGszor is,
mivel minden 1épésben Q; legnagyobb elemét vessziik ki,

up Sup <o <ty
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32 1. FEJEZET. A YOUNG-TABLO ES KOMBINATORIKAJA

Misodszor, ha u;_| = u, akkor a Pi-bdl kivett B’ doboz az sorbaillesztési lemma alapjan
szigordan jobbra van a P,_1-bdl kiveendd B doboztdl, ezért vy < vi. Osszefoglalva a
kovetkezd eredményre jutunk.

1.5.10. ALLITAS A (P,Q) tablépdrokbdl kapott 2 x r-es tombik oszlopai olyan lexikogra-
fikus sorrendben vannak, amelyben az elsé sornak van precedencidja.

Ez az 4llitds megfordithatd, err6l sz61 a Robinson—Schensted—Knuth megfeleltetés aldbbi
véltozata.

1.5.11. TETEL A 2 X r-es lexikografikusan rendezett tombok és az r kockdbdl dllo azonos
alakii tablopdrok kozott egy-egyértelmii megfeleltetés létesitheto.

1.5.12. MEGJEGYZES A megfeleltetés sordn A pontosan akkor szd, ha Q standard és
pontosan akkor lesz permutacid, ha P és Q mindegyike standard.

B1zZONYITAS Mar lattuk hogyan lehet egy megfelel6 tabloparhoz egy A tombot rendelni.
Azt kell még megmutatni, hogy az A tombbdl a (P, Q) egyértelmien visszadllithaté. Erre az
ismert sorbaillesztéses modszert alkalmazzuk.

(P17Q1) déf (7) y

majd (Py_1,Q_1)-bdl dgy kapjuk (P, Qx)-t, hogy vi-t beillesztjiik P;_i-be és az Gjonnan
keletkezd dobozt uy tartalommal hozzairjuk Qy_1-hez. A sorbaillesztéssel készitett Py tabld
lesz, Oy esetén ez nem latszik azonnal.

A konstrukciébol adédéan Q; sorai novekvéek lesznek. Vizsgdljuk meg most az
oszlopokat. Tegyiik fel, hogy uy ald keriilt u; (értelemszertien i < k). Ha a tablotulajdonsaggal
ellentétben u; > uy, (ekkor persze igazabodl csak u; = uy lehet). Ez esetben A lexikografikus
rendezettsége miatt

Vi <Vipp <o Sk

Azonban ekkor a sorbaillesztési lemma miatt a P;-t6l P-ig 1év6 1ij dobozok mind kiilonbozd
oszlopokba keriilnének, ezért u; nem lehetne u; alatt. O

1.5.13. PELDA Tekintsiik a
2 2 2 3 3 4
1221 21

tombot. A neki megfeleld tablopar:

L1 ]1] [2][2][2]3]
2 34

Egy fontos és némileg meglepd tény a Robinson—Schensted—Knuth-megfeleltetéssel kap-
csolatban a kovetkezd.

1.5.14. TETEL (SZIMMETRIA-TETEL) Megtartva az eddigi jeldléseinket, ha a
up ... Uy
Vi .. VY
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1.5. A ROBINSON-SCHENSTED-KNUTH-MEGFELELTETES 33

tomb a (P, Q) tabldpdrnak felel meg az RSK-megfeleltetésben, akkor a
v ... Vr
Ltl e ur

BI1ZONYITAS A bizonyitas (Id. [12, Chapter 4]) elég Osszetett, és ismerete nem visz minket
Iényegesen kozelebb a céljainkhoz. a

tomb a (Q,P) pdrnak.

A 2 x r-es tombok sorai tehdt csak latszolag toltenek be kiillonbozd szerepet.
1.5.15. KOVETKEZMENY Ha A permutdcid, akkor P(A~') = Q(A) és Q(A~') = P(A).

Az RSK-megfeleltetésnek van egy alternativ maétrix-alakja. Tekintsiik a kétsoros A
tombot. Ebbdl konnyen kaphatunk egy oo matrixot az aldbbi recept szerint. Ha az elsd sor
elemei [m]-beliek, a mdsodik sor elemei [n]-beliek, akkor

o(A) € Mysn(Z)

ahol

def i p L. L
oj = az ( > oszlop el6forduldsainak szama.
J

1.5.16. PELDA Tekintsiik az
111233
A:(1 2211 1)

tombot. A neki megfeleld 2 x 3-as nemnegativ egész elemi matrix

R

I
DN =
S O

Rogton lathatd, hogy az o tombbdl A egyértelmiien visszadllithaté (felirjuk az o altal
meghatdrozott parokat és lexikografikus sorrendbe rendezziik dket).

1.5.17. TETEL (RSK MATRIX-ALAKJA) A P € [n],Q € [m] azonos alakii tabldk rendezett
pdrjai, illetve az 0. € My, (7)) mdtrixok kozott egy-egyértelmii megfeleltetés van.

1.5.18. MEGJEGYZES Matrixokkal lefrva az A tomb két sordnak cseréje az o tomb transz-
pondldsanak felel meg. Ezen a nyelven a szimmetria-tétel gy hangzik, hogy ha (P,Q) az o
tombnek felel meg, akkor (Q,P) az o tombnek.

1.5.19. MEGJEGYZES Az o matrix i-edik sorosszege megadja i el6forduldsainak szamat Q-
ban. Hasonldan, a j-edik oszloposszege a j elem el6forduldsainak szdima P-ben.

Az aldbbiakban az RSK-megfeleltetés par alkalmazdsdval ismerkediink meg. Els6ként
tekintsiik az alabbi, mar Cauchy éaltal is ismert azonossagot.
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34 1. FEJEZET. A YOUNG-TABLO ES KOMBINATORIKAJA

1.5.20. ALLITAS (CAUCHY-LITTLEWOOD)

s

= ZSx X1y s X )SA (V15 -+ 5 Vi)
—Xiyj

ahol A\ végigfut az dsszes particion, sy pedig a A particichoz tartozé Schur-polinom (ld.
1.1.7.).

B1ZONYITAS Idézziik fel az l—jc,»yj raciondlis tortfiiggvény formalis hatvanysorfejtését:

1
I —xiy;

= [+xy+ (k) 44 () +

Eszerint a képlet baloldala

uMg le ==

(1 + G+ (e )

) [T Com)®

oEM pxn 1<i<m,1<j<n
Z x'y?

ahol a legbelsG Osszegzés az Osszes olyan paron fut végig, amelyekre (P, Q) azonos alakd
tablok, P [n]-beli, Q [m]-beli elemekkel. Ha o a (P, Q) tabloparnak felel meg, akkor

[T G)™ =a"°

1<i<m, 1<j<n O

~

7

T

-

|

=

=
DMe I

3
n

MS

3
I

Masrészt

o)

YY Y = ¥ Yaw

=1AFn

= Zsk(xla -5 X Sk())la ,ym) .
A

3
I
3
I
—
N
S)
~

1.5.21. DEFINICIO

f L4 a M alaku standard tablok szdma.

dy(m) Y [m]-beli elemekbdl dllé \-alakii tablok szdma.

1.5.22. FELADAT Mutassuk meg a Robinson—Schensted—Knuth-megfeleltetés segitségével,

hogy )
=Y ()

A-n
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illetve

m" =Y dy(m)f*

A-n

1.5.23. FELADAT Bizonyitsuk be, hogy

%
A
L, i = Zn 2k’2’<k"

A|=n

1.5.24. FELADAT Legyen A rogzitett particio, 6 € S,. Igazoljuk, hogy a A\ alakii,
(my,...,my) tartalmii tablok szdma megegyezik a ) alakii, (mgy), . . . ,Mq(y)) tartalmii tablok
szdamdval.

1.6. Littlewood—Richardson-egyiitthatok

Mostandra jutottunk el oda, hogy sort kerithessiink a tablékalkulus kézponti eredményére, az
ugynevezett Littlewood—Richardson-szabdlyra. A Littlewood—Richardson-szabdly komoly
szerepet jitszik a Young-tablok sok alkalmazdsdban, igy példdul a szimmetrikus és az 4lta-
lanos linedris csoportok reprezentdcidinak leirasaban (Clebsch—Gordan-probléma), és az tn.
Schubert-kalkulusban, ami nem mads, mint a Grassmann-varietdsok kohomoldgiagytrtiiben

val6 szdmolas.
Els6ként egy dj fogalom. Legyenek A,u,v particidk, n,m,r a benniik 1évé dobozok
szamai. Azt fogjuk vizsgdlni, hogy egy rogzitett v-alakd V tabl6 hanyféleképpen 4ll el

V=TU

alakban, ahol T alakja A, U alakja u. Latni fogjuk, hogy meglepd médon ez a szdm nem
V-tdl, csupdn az alakjatol fiigg.

1.6.1. DEFINiCIO (LITTLEWOOD—RICHARDSON-SZAM) Legyenek A,u,v particick, V
egy V-alakii tablo. Azt a szamot, ami megadja, hogy V hdnyféleképpen irhato
V=T-U

alakba, ahol T A-alaki, U u-alakii tablo, a hu,v particichdrmashoz tartozé Littlewood—
Richardson-szamnak nevezziik; jelolése CX#

1.6.2. MEGJEGYZES Természetesen ahhoz, hogy az iménti definicié értelmes legyen, be
kell latni, hogy c}’w fiiggetlen a V tabl6 vdlasztasatol. Ez nem magatdl értet6dd, az alfejezet
egy jokora részében pontosan ezen fogunk dolgozni.

1.6.3. MEGJEGYZES Rogton adédik a definiciébdl, hogy

vV o_
CM—O

hacsak nem r = m+n és A, u C v. Ez csak elégséges, de nem feltétleniil sziikséges feltétel.
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36 1. FEJEZET. A YOUNG-TABLO ES KOMBINATORIKAJA

1.6.4. FELADAT Adjunk meg olyan \,u,v particiokat és V v-alakii Young-tablot, amelyekre
teljesiil hogy ||+ |u| = V|, A,u C Vv, azonban mégis c;’w =0.

1.6.5. ALLITAS A fenti jeliléssel c‘;’w azon S ferde tablok szama, amelyek alakja

A

I

és amelyekre V.= Rect(S).

B1ZONYITAS A Littlewood—Richardson-szamok definici6jdbol és a ferde tablok kiegyenesi-
t€sébdl kovetkezik. O
1.6.6. MEGJEGYZES A Littlewood—Richardson egyiitthatéknak még sok tovabbi alternativ

definici6ja van, példaként most megemlitjiik az aldbbit: ha U rogzitett u-alaki tabld, akkor

¢y, = azonv/Aalakd S ferde tablék szdma, amelyekre Rect(S) = U.

Nézziink meg egy par egyszeri példat.
1.6.7. PELDA Legyen A = (2,1),u= (1),v = (3,1), azaz hatdrozzuk meg a

(3,1)
€2,1),(1)

Littlewood-Richardson-egyiitthatot. Az els6 definicionk szerint ehhez azt kell kiszamitani,
hogy egy v alakd hanyféleképpen all el mint egy A alaki és egy u alaku tabl6 szorzata.
Vilasszuk V-nek az

1[2[3] |a]b \_@
4 e ’
ahol az a,b,c,d elemek az 1,2,3,4 szamok megfelel6 permuticiéi. Mivel a d elem
beillesztésénél nem tortént kiiités (ez esetben az dj kocka nem az elsé sor, hanem a masodik
sor végére keriilt volna), az uj kocka a 3-ast tartalmaz6, mas véltozas pedig a tabloban
nem tortént. Ezek szerint a V tablé fenti tipusd szorzateldallitdsa egyértelmd, az egyetlen

lehetséges mod
1123 1]2
4 ‘ ‘ ~ 4 ‘ :

Gy
iy =1

1.6.8. PELDA Viltoztassunk egy kicsit az el6z86 példan, legyen most A = (3),u = (1),v =
(3,1). Referenciatablonak ismét valasszuk a

Ezért

1/2]3]

V:4
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1.6. LITTLEWOOD-RICHARDSON-EGYUTTHATOK 37

tablot. A kérdés megint az, hogy hanyféleképpen éll el6 V

L2 [aTb e [q]

alakban. Mivel a d elem beillesztésénél az tij kocka a masodik sor végére keriil, d kisebb a (3)
alaku tablo minden eleménél. Ezért d = 1 és mds valtozas a (3) alaku tabléban nincs. Mivel
a < b < c a tablétulajdonsag és az elemek kiillonbozdsége miatt, igy az egyetlen lehetséges
eset

1
4

e EE]

1.6.9. PELDA A legkisebb olyan v particié, amelyre CX# #1,

v =(3,2,1).
Egész pontosan
(321 _
Canen =2
mivel az
1]2]3]
415
6
tablo kétféleképpen is eldall
1123
113 ‘: a|b||d]e]
6 c f

alakban. Errdl gyorsan meggy6zddhetiink elemi tdton, de késdbb be fogjuk l4tni mas
eszkozokkel.

1.6.10. FELADAT Hatdrozzuk meg a c}’w Littlewood—Richardson-egyiitthatokat az aldbbi
esetekben.

L A= (4), u=(3),v=(7)

2. A=), u=(2),v=(22)

3 h=(2),u=(1,1),v=(22)
4 A=), u=(2,1),v=(33)
5. 0=03), u=(1,1,1), v=(3,3)
6. h=(2,2), u=(1,1), v=(3,3)
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38 1. FEJEZET. A YOUNG-TABLO ES KOMBINATORIKAJA

1.6.11. DEFINICIO Legyen Uy u alaku, Vy v-alakii tablé. Ekkor

SOV/AUo) & [ S v/ alakii ferde tablé, Rect(S) = Uy}

T (Ao, Vo) % { T \ alakii tablé, U p alaki, T-U = Vo) .

1.6.12. TETEL Tetszdleges u alakii U, és v alakii Vi tablok esetén a S(v/\Up) és
T (A, u, Vo) halmazok kizott bijektiv megfeleltetés létesithetd.

A bizonyit4s lelke az aldbbi technikai jellegli lemma, amit majd a tétel bebizonyitdsa utdn

latunk be.

Up Uy ... Uy

Vi V2 ... Vpy
lexikografikusan rendezett tomb, (P,Q) az RSK megfeleltetésben hozzdrendelt tablopdr, T
tetszoleges tablo. Hajtsuk végre az aldbbi sorbaillesztéseket:

1.6.13. LEMMA Legyen

(T vy) V1) <V,

majd helyezziik az

u17u27"'7um
elemeket megfeleld alaku tires diagramban az vijonnan keletkezd elemek dobozaiba. Ekkor
az uy,...,uy, elemek dobozai egy olyan S ferde tablo alkotnak, amelyre

Rect(S) = Q.

Miel6tt belekezdenénk a tétel bizonyitdsdba, nézziik meg, egy példan a lemma tartalmét.

1.6.14. PELDA Legyen

és ‘
213
r=9
Ekkor
1], . [1]1
P=7171% 2=1773

A T Young-tabléba torténd beillesztés utani eredmény

1[1]2]
2[2
3[3
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Ennek megfelelden

és

Rect(S) = =0,

amint azt allitottuk.

B1ZONYITAS (1.6.12. Tétel) Legyen [T ;U] € T (A,u,Vo) valamely rogzitett v alakd Vj
tablora. Tekintsiik az (U, Up) parnak megfeleld

Ul ... Uy
VI ... Y

lexikografikus tombot. Illessziik be vy,...,v,, elemsorozatot T-be és jelolje S azt a ferde
tablot, amelyet az uy, . . ., u,, elemeknek a megfeleld 1Gj dobozokba torténd beirasaval kapunk.
Mivel

Vo=T-U = (...(T%V])(—...)%Vm,

a V) tabl6 alakja v, és az 1.6.13. Lemma szerint S € S(v/A,Uy). Ezzel az egyik irdnyt belattuk.
Megforditva, legyen S € S(v/A,Up), és vélasszunk egy tetszGleges A alakd Ty tabldt,
amelyre igaz, hogy Tp minden eleme kisebb az S ferde tablé minden eleménél. Jelolje (7o)
azt a v-alaku tablot, amelyet ugy kapunk, hogy S iires dobozaiba beirjuk 7p-t. A Robinson—
Schensted—Knuth-megfeleltetés szerint a (Vp, (Tp)g) Vv alakd tablopér a

T ... typ up ... Uy
Xl oo Xp VI ... Vp
lexikografikus tombnek felel meg valamely x1, ..., x, elemekre. Figyeljik meg, hogy 7 azon

tulajdonsaga, miszerint minden eleme kisebb § minden eleménél, biztositja, hogy a fenti
tomb valdban lexikografikusan rendezett legyen. Ekkor

(t1 ln>H(T,To)

X1 ... Xy

és
(ul e Uy ) <—>(U,U())

Vi ... Vp
alkalmas T, U tablokra, ismét csak az RSK-megfeleltetés szerint. A tabloparok konstrukcidja
alapjan T - U = V), tovabba a (T, ) par masodik tagja tényleg Typ. Az, hogy az (U, ) par
masodik tagja valoban Uy, ismét az 1.6.13. Lemma kovetkezménye. A fentiek alapjan

[T:U] € TOuu, Vo) .

Az iméntiekbdl az is kovetkezik, hogy a két konstrukcié inverze egymasnak. O
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B1ZONYITAS (1.6.13. Lemma) Vdlasszunk egy tetszdleges 7° tablét, amely azonos alakud
T-vel és minden eleme kisebb 7" minden eleménél (sziikség esetén haszndlhatunk példaul
negativ szdmokat). A Robinson—Schensted—Knuth-megfeleltetésben

(T,TO)H(SI S’").

... Iy

Szintén az RSK-megfeleltetésben az

S1 oo Sy U1 ... Uy
T ... t,w VI ... Vpy
tomb pedig egy (T - P,V) azonos alaki tabloparnak fele meg, ahol V egy, az

STyeensSmsUly-ee Un

elemeket tartalmazé tablé. Allitsuk fejre ez utébbi tombét, és tegyiik az oszlopait lexikogra-
fikus sorrendbe. A Szimmetria-tétel miatt az eredmény a (V, T - P) parnak felel meg, tovdbba

haa
I
Si

oszlopokat kivessziik, a maradék a (Q, P) parhoz tartozik az RSK-megfeleltetésben. Ezért az
als6 sor Knuth-ekvivalens az w(V') sz6val, az als6 sornak az s; elemek eltdvolitasa utdn kapott
maradéka pedig w(Q)-val. Léthat6 azonban, hogy w(V)-bél torolve az m legkisebb elemet,
w(S)-t kapjuk. Mivel az m legkisebb elem kivétele meg6rzi a Knuth-ekvivalenciat,

ami egyenértéki azzal, hogy Rect(S) = Q. O
1.6.15. KOVETKEZMENY Az eddigi jelolések megtartdsdval

[S(V/A,Uo)| = [T (A, Vo)l
tovdabbd a két halmaz kozos elemszdma nem fiigg az Uy, illetve Vi tablok vdlasztdsdtol.

Ebbél kovetkezik, hogy a cxy Littlewood—Richardson-szam joldefinidlt.

1.6.16. DEFINICIO (KONJUGALT PARTICIO) Legyen n pozitiv egész szdm, A= n. A A-hoz
tartozo A konjugdlt particior gy kapjuk, hogy A oszlopait A sorainak tekintjiik és viszont.

1.6.17. FELADAT Legyenek Au,V particick. Mutassuk meg az alfejezet eredményeinek a
segitségével, hogy
VoW

vV
C)u,u = CX,H /J?\, .
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1.6.18. FELADAT Ellendrizziik, hogy

majd végiggondolhatjuk a lehetséges kitoltéseket.)

Noha a matematika szamos teriiletén fontosak, a Littlewood—Richardson-szamok viselke-
désérdl altaldnossdgban nem sokat tudunk. Viselkedésiik vizsgdlata mindmdig aktiv kutatas
targya; a kozelmult fejleményeirdl, tobbek kozt az tin. Horn-sejtés megoldasardl példaul
a [11] cikk ad részletes tajékoztatast. Az aldbbi modern eredmény a Littlewood—Richardson-
szamokra vonatkozo kevés altaldnos tétel egyike, é€s mint ilyen, igen jelentds.

1.6.19. TETEL (SZATURACIO-TETEL;  KNUTSON-TAO-WOODWARD) Tetszdleges

A, u,V particick és N > 1 egész szdm esetén

vV _ Nv —
C)\“u— 1 & cN?\,,N,Ll_l'

BizONYITAS Egy viszonylag kozérthetd bizonyitas taldlhaté a [11] cikkben, ahol az eredeti
munkdakra mutat6 referencidkat is megtalaljuk. a
A kovetkez6 gondolat reprezenticidelméleti és matematikai fizikabdl szarmazé (az
entropidval kapcsolatos) megfontoldsokbdl fakad. Az érdekl6dd olvasénak ajanljuk a [33]
irast.
1.6.20. SEJITES (OKOUNKOV LOG-KONKAVITASI SEJTESE) A fenti jelolésekkel legyen

def
FON) = ey -

Ekkor
FIN? > fF(N=1)f(N+1).

A fejezet hatralévé részében az alkalmazasokban komoly szerepet jatszé Littlewood—
Richardson-szabdlyt targyaljuk. Ehhez el&szor is a Littlewood—Richardson-szdmok egy al-
ternativ jellemzésével ismerkediink meg, amely tdl elméleti jelentdségiikon a kiszamitadsukat
is megkonnyiti.

1.6.21. DEFINICIO A w = x1...x, szot forditott racsszonak hivjuk, ha minden 1 < s <r
esetén Xs,...,xr-ben legaldbb annyi 1 van, mint 2, legaldbb annyi 2 van, mint 3 és igy
tovabb.

1.6.22. PELDA A 2132121 sz6 forditott racsszd, az 1232121 sz6 ellenben nem.
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1.6.23. FELADAT Hadny forditott rdcsszot tudunk konstrudlni az
1,1,1,2,2,2,3,3,3,3

elemekbdl?

1.6.24. DEFINICIO Egy F ferde tablot Littlewood—Richardson-féle ferde tablonak (roviden
LR-tablénak) neveziink, ha a tablo w(F) szava forditott rdcsszo.

1.6.25. PELDA Tekintsiik az (5,4,3,2)/(3,3, 1) ferde diagramot. Az aldbbi egy Littlewood—
Richardson-féle ferde tabl6 kitoltés:

1]1]

]34

A kovetkez0O azonos alaku ferde tablo ellenben nem rendelkezik a Littlewood— Richardson
tulajdonsaggal:

1]2]

213

134
mivel hatulrdl olvasva az elsé harom betli 122, azaz ebben a szeletben tobb 2-es van, mint
1-es.

1.6.26. TETEL Legyenek A, u, v tetszdleges particiok. Ekkor

&y, = { v/\ alakii p tartalmii LR-féle ferde tablok }| .

1.6.27. PELDA Legyen A = (3,2,1),u=(3,2,2),v=(5,4,3,1). A v/A diagramnak négy
u tartalmu ferde tablo kitoltése van, ezek koziil hdromra teljesiil a Littlewood—Richardson-

tulajdonség. Igy
(574737 1)
€(32.1),3.22)

1.6.28. PELDA A legkisebb eset, amikor ny > A=u=(2,1),v=(3,2,1). Amint arrél
konnyen meggydzadhetiink, egy (3,2,1)/(2,1) alakd diagramnak kétféle (2, 1) tartalmi LR-

kitoltése van:
] ]
(2] 1

(3,2,1)

‘21,21
1.6.29. MEGJEGYZES Ha w,w’ Knuth-ekvivalens szavak, akkor w és w' vagy mindket-
ten forditott racsszavak, vagy egyik sem (ennek igazoldsdra ismét elég az elemi Knuth-
transzformacidkat ellendrizni).

=3.

Tehat
=2.
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1.6. LITTLEWOOD-RICHARDSON-EGYUTTHATOK 43

1.6.30. MEGJEGYZES Vegyiik észre, hogy ha egy v/A alakd, u tartalmi LR-ferde tablot
kiegyenesitiink, akkor egy olyan u alaku tabl6t kapunk, amelynek az i-edik sordban csupa i
elem 4ll. Jelolje ezt a tabl6t U (u).

Ezek utdn belatjuk az iménti tételt.
B1ZONYITAS (1.6.26. Tétel) Elég igazolni, hogy

Rect(S) = U(u)

pontosan akkor, ha § egy LR-ferde tabl6 u tartalommal.

Tekintsiik el8szor azt az esetet, amikor S mdr tabl6. Megmutatjuk, hogy ekkor S = U (u),
azaz U (u) az egyetlen adott alakd u tartalmd LR tabld. Ez gyorsan latszik, hiszen a forditott
racssz6 tulajdonsag miatt az elsé sor utolsé betiije 1-es, ezért az elsd sor Osszes eleme 1 kell,
hogy legyen a tablé tulajdonsdg miatt. Szintén a tablé tulajdonsag miatt 1-es mashol, mint az
elsd sorban nem lehet, ezért a tablonk masodik sordanak utolso eleme 2 lesz. Azonban emiatt
az egész masodik sor csupa 2-esbdl fog éllni, és igy tovébb.

A ferde tablok kiegyenesitése meg6rzi a Knuth-ekvivalencidt. Mivel a Knuth-ekvivalencia
viszont megdrzi a forditott racsszé tulajdonsdgot, az S ferde tablé pontosan akkor LR, ha
Rect(S) LR, azaz ha Rect(S) = U (u). O

A Littlewood—Richardson-szamok f6 jelentdsége abban 4ll, hogy segitségiikkel le tudjuk
irni a tablogyfriibeli S elemek szorzasat. Ennek aztdn szdmtalan tovdbbi alkalmazésa van.

27

1.6.31. TETEL (LITTLEWOOD-RICHARDSON-SZABALY) Az Ry, tablogyiiriiben

S-Sy =Y. 03,5 -
v

B1ZONYITAS Minden v alakd V tabl6 pontosan CX# modon 4ll elé mint egy A alaku és egy u
alaku tabl6 szorzata. a

1.6.32. MEGJEGYZES Korabban lattuk (Id. 1.6.17. Feladat), hogy CX# = CX?»' Emiatt az Sy
elemek altal R}, -ben generalt részgyiirii kommutativ, noha maga az Ry, gyurd nem.

7

A tablogytriibeli Littlewood—Richardson-szabdlyra alkalmazva a
(O R[m} — Z[xl g 7xm]

homomorfizmust, egy altaldnos formuldt kapunk Schur-polinomok szorzaséra.

1.6.33. KOVETKEZMENY (LITTLEWOOD-RICHARDSON-SZABALY SCHUR-
POLINOMOKRA) Legyenek A, u tetszoleges particiok, m pozitiv egész szdm, sy, illetve s, a
megfeleld particiokhoz tartozo m-vdltozos Schur-polinomok. Ekkor

ST, X)) S (X1, X)) = Zc;’wsv(xl,...,xm) )
A
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2. fejezet

Szimmetrikus polinomok és fiiggvények

Szimmetrikus polinomokkal igen hamar taldlkozik az ember, taldan elsd el6forduldsuk
kozépiskoldban a polinomok gyokei és egyiitthatoi kozotti Osszefiiggések (Viete-formulak).
Az algebrdban, szamelméletben, kombinatorikdban igen sok helyen el6fordulnak, ezért a
szimmetrikus polinomok elméletének alapjai nagyon hasznosak egy matematikus szdmara.

2.1. Szimmetrikus polinomok és generatorfiiggvényeik

A szimmetrikus polinomokat tetsz6leges gy(lri vagy test feletti polinomok korében tudjuk
definidlni. Mi az egyszerliség kedvéért most az egészegyiitthatds esetet részesitjiik elényben.

2.1.1. DEFINICIO Egy f € Zlxi,...,xn] polinomot szimmetrikusnak hivunk, ha az
X1, .., Xy vdltozok tetszbleges permutdcidja esetén vdltozatlan marad; azaz minden 6 € Sy,
vdlasztdsra

Fxo(1)s- s X(m) = F(x1,- -+, %m)
Zlxy,. .., Xm|-ben.
2.1.2. MEGJEGYZES Az iménti definiciét az aldbbi mddon is megfogalmazhatjuk: a szim-
metrikus polinomok az S, szimmetrikus csoportnak a Z|xy, ..., x,| gytrtbeli invaridnsai.
2.1.3. MEGJEGYZES A szimmetrikus polinomok részgytr(t alkotnak. Szimmetrikus poli-

nom minden homogén része is szimmetrikus.

2.1.4. FELADAT Igazoljuk az elobbi megjegyzés dllitdsait.

2.1.5. DEFINICIO Az m-vdltozds n-edfokii szimmetrikus polinomok Z-modulusdra a A, |m]
jelolést haszndljuk, Alm| pedig az m-vdltozds szimmetrikus polinomok fokszdmozott gyiiriije.

Az aldbbiakban nevezetes szimmetrikus polinomokat definidlunk, amelyek bizonyos
halmazai az adott foku szimmetrikus polinomok Z-bazisait fogjdk alkotni. A tovédbbiakban
n rogzitett pozitiv egész, a kérdéses szimmetrikus polinom foka, A pedig az n szdm egy
partici6ja.
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46 2. FEJEZET. SZIMMETRIKUS POLINOMOK ES FUGGVENYEK

2.1.6. DEFINICIO (ELEMI SZIMMETRIKUS POLINOMOK) Az n-edik m-vdltozos elemi
szimmetrikus polinom

def
en(Xt,o o Xm) = ), XX,
1<iy <-<ip<m

2.1.7. DEFINiCIO (TELJES SZIMMETRIKUS POLINOMOK) Az n-edik m-vdltozos teljes
szimmetrikus polinom

d
hn(X],---,Xm) :ef Z 'xil .“‘xin :

1<iy <<y <m

2.1.8. DEFINICIO (MONOMIALIS SZIMMETRIKUS POLINOMOK) A
A= (AL, o Ap)

particiohoz tartozo monomidlis szimmetrikus polinom:

A Ao
my (X1, Xm) = Z xné])-...-xn(m) .
TSy,

A szimmetrikus polinomok kozott igen fontos szerepet jatszanak a mar megismert
(1.1.7. Definici6) Schur-polinomok. A teljesség kedvéért itt megismételjiik a definicidjukat.

2.1.9. DEFINICIO (SCHUR-POLINOMOK) Legyen A az n szdm egy particidja, D a neki
megfelelo Young-diagram. A D diagram egy tetszdleges, az 1,...,m szamokkal torténd
Young-tabloszerii T kitoltéséhez hozzdrendeljiik a

m
)CT def e az i elem eldforduldsainak a szdma T-ben
- I I i
i=1

monomot. Az sy, Schur-polinom ezek dsszege, azaz

Yoy o

sx(xl, . ,xm)
T tablo D-n

Az els6 fejezet soran (1.1.11. Példa) lattuk, hogy a teljes, illetve elemi szimmetrikus
polinomok a Schur-polinomok specidlis esetei a

illetve
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2.1. SZIMMETRIKUS POLINOMOK ES GENERATORFUGGVENYEIK 47

védlasztdssal. A fentiek alapjin definidlhatjuk az un. éltaldnositott teljes és elemi szimmetri-
kus polinomokat:

2.1.10. DEFINICIO Legyen A = (Ay > --- > A) az n szdm egy particidja. Ekkor a A
particiohoz tartozo altalanositott elemi szimmetrikus polinom illetve altalanositott teljes
szimmetrikus polinom

er(x) = ey (x)-...-e (%)

hx(x) = h;hl (x) ® 600 ° hkk(x) o

2.1.11. PELDA Nézziink példdkat kétvaltozés szimmetrikus polinomokra. Legyen tehat
m =2, és tekintsilk a A = (2, 1) particiét. Ekkor

su(x1,x2) = xixo4x1x5,
h(x1,x2) = hy, (¥, (x) = (] +x162 4 5) (x1 4 x2)
= x% +2x% x5 4 2x1x3 —|—x§ ,
en(x1,x2) = ey, (x¥)ex, (x) = x1x2(x1 +x2)
x%xz —l—xlx% ,
m(n0) = Yt
ce6,
= x%xz +x|x% .

Az elsd fejezetbdl maradt egy addssdgunk. Ott allitottuk, hogy a Schur-polinomok
szimmetrikusak, de nem igazoltuk.

2.1.12. ALLITAS Minden m természetes szdm és \ particio esetén az sy(x1, ..., Xn) Schur-
polinom szimmetrikus.

B1ZONYITAS Mivel az S,, szimmetrikus csoportot generdljak a szomszédos elemeket felcse-
1él6 (i,i+ 1) alaki transzpozicidk (1 < i < m— 1), elegend§ belatni, hogy

. def
(L4 1) S0 (X sXm) = S KTy e s X1 Xt 1, X0y X2 -« 3 X )

= s;b(xl,. ..,xm)

minden 1 <i<m— 1 esetén.
Ebbdl a célbdl megadjuk a A alakii T Young-tabldk egy olyan

n:T—T

involucidjat, ami az i-k €s az i + 1-k szdmét felcseréli, mikdzben a tobbi szam multiplicitisa
a tabloban megmarad.

Legyen adott egy 7' Young-tabld. Az oszlopok feliilr6l lefelé szigorian novekvoek, igy
minden oszlop vagy pontosan egy 7, i + 1 part tartalmaz, vagy egyet sem. Hivjuk az i, i+ 1
parokat rogzitett elemeknek, mig a tobbi i-t €s i + 1-t szabadnak. Ha egy sor tartalmaz k
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48 2. FEJEZET. SZIMMETRIKUS POLINOMOK ES FUGGVENYEK

szabad i-t, amit / szabad i+ 1 kovet, akkor helyettesitsiik ezeket [ szabad i-vel, majd azt
kovetd k szabad i+ 1-gyel. Ily médon az adott sorban felcseréltiik a szabad i-k és i+ 1-k
szamdt. A fenti miiveletet minden sorra elvégezve kapjuk a T’ Young-tabl6t, amit a keresett
involdcié T-hez rendel. Az eredmény valéban Young-tabl6 lesz a szabad parok definicidja
miatt.

Mivel a rogzitett parok ugyanannyi i-t €s i + 1-t tartalmaznak, ezért ez a leképezés valoban
felcseréli az i-k és az i+ 1-k szdmat; a konstrukciébdl az is rogton latszik, hogy T'-bdl
kiindulva T'-t kapjuk, vagyis az imént definidlt T hozzarendelés egy involucio. O

Az el6z0 fejezet végén (1.6.33. Kovetkezmény) beléttuk, hogy a tablékra vonatkozé
Littlewood-Richardson szabélybdl adddik a Schur-polinomok szorzadséara vonatkozo Littlewood—
Richardson szabdly. Ismét csak a teljesség kedvéért dlljon itt az emlitett eredmény.

2.1.13. KOVETKEZMENY (LITTLEWOOD—RICHARDSON-SZABALY SCHUR-
POLINOMOKRA) Legyenek A, u tetszbleges particiok, m pozitiv egész szdm, sy, illetve
s, a megfeleld particiokhoz tartozé m-vdltozds Schur-polinomok. Ekkor

SN, X)) Su (X1, Xm) = ZCXySv(XI,---,Xm) )
v

A kiilonb6z6 nevezetes szimmetrikus polinomok viselkedésének leirdsdban fontos sze-
repet toltenek be a generdtorfiiggvényeik. Mint generdtorfiiggvények esetén altaldban, igen
hasznos, ha ezeket a formdlis hatvdnysorként adott kifejezéseket gyakran zért alakban is fel
tudjuk irni. Ennek komoly szerepe lesz abban, hogy a kiilonbdz6 nevezetes polinomrendsze-
reket konnyen kit tudjuk egymdsbdl fejezni.

2.1.14. DEFINICIO Az m-vdltozds elemi szimmetrikus polinomok generdtorfiiggvénye

o)

e(t,x1,...,xm) = e(t,x) &4 Z er(x)t".
r=0

2.1.15. ALLITAS A fenti jeloléssel

e(t,x) = ﬁ(l +xit) .

BIZONYITAS Az elemi szimmetrikus polinomok definici6ja miatt e,(x) =0, ha r > m. Az
r < m esetben a képlet jobb oldaldn all szorzatot kifejtve és a kapott tagokat ¢ hatvanyai
szerint csoportositva kapjuk a keresett allitast. O

2.1.16. DEFINICIO Az m-vdltozos teljes szimmetrikus polinomok generdtorfiiggvénye:

h(t, 31, 5m) = h(t,x) Y B
r=0
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A teljes szimmetrikus polinomok generdtorfiiggvénye is megadhaté zart alakban elemi
uton.

2.1.17. ALLITAS

h(t,x) = ﬁ(l —xit) 1.

i=1
B1ZONYITAS Fejtsiik hatvanysorba az (1 — x;z)~! kifejezést:
(1 —x;- Z Kk

Szorozzuk 0ssze az eredményt 1 < i < m-re:

m m oo
[10 - = [TOE o
i=1 k=0

i=1

A jobb oldalon taldlhaté szorzatot kifejtve és a tagokat ¢ hatvanyai szerint csoportositva
kapjuk, hogy

m

H (1 —x;t)"" = h(t,x) .

i=1 O

Az elemi €s teljes szimmetrikus polinomok kozott sok érdekes Osszefiiggés bizonyithato.
Példaként lassuk a kovetkezd azonossdgot, amelyet a generdtorfiiggvények ismeretében
nagyon gyorsan be tudunk l4tni.

2.1.18. ALLITAS Legyenek m,n > 1 tetszbleges rigzitett pozitiv egészek. Ekkor

n

Y (=1)er(x)hp—r(x) = 0

r=0
az m-vdltozos szimmetrikus polinomok korében.

B1ZONYITAS Tekintsiik az m-véltozds elemi és teljes szimmetrikus polinomok e(z, x), illetve
h(t,x) generatorfiiggvényeit. Vegyiik észre, hogy

m m

h(t,x)-e Hl—x, Hl—x, =1,

i—1 i—1

~.

masrészt a generdtorfiiggvények definicidja szerint

h(t,x)-e(—t,x) = (i hr(x)t’) : (io(—l)re,(x)ﬂ)
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A h(t,x) - e(—t,x) kifejezésre kapott két eredményben 1" egyiitthat6jat Gsszehasonlitva
kapjuk, hogy

n

Y (=1)er(x)hp—r(x) = 0

r=0
minden n > 1 esetén. O

Az eddig ismertetetteken til a szimmetrikus polinomok egy fontos fajtdja az tin. Newton-
féle altalanositott hatvanyosszeg. A fejezet soran latni fogjuk, hogy ezek abban kiilonb6znek
az eddig megismert polinomcsaladoktdl, hogy a szimmetrikus polinomoknak csak racionélis
egyiitthatokkal alkotjdk bazisat, egész egyiitthatokkal nem.

2.1.19. DEFINICIO (NEWTON-FELE ALTALANOSITOTT HATVANYOSSZEGEK) Legyenek

r,m tetszbleges pozitiv egészek, A = (N1, ..., ) egy particié. Ekkor
d
pr(x) = x+...+x,
def
) = py (). pa(x) .

Az m-vdltozos hatvdnyosszeg-polinomok generdtorfiiggvénye

def =
p(t,x) = Zpr(x)trfl .
r=1

Ime egy tjabb nevezetes sszefiiggés szimmetrikus polinomok kozott, amelyet megint
csak generatorfiiggvények segitségével latunk be.

2.1.20. ALLITAS Ha m,n pozitiv egész szdmok, akkor

n
nhy, = Zpr'hn—r .

r=1

BIZONYITAS A bizonyitds egyik f6 osszetevdje a x; /(1 —x;t) kifejezés ¢ szerinti sorbafejtése:

(o)

= fotrfl )

r=1

Xi
1—x;t

Vegyiik észre, hogy definici6 szerint

amibdl
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kovetkezik. A teljes szimmetrikus polinomok generatorfiiggvényére kapott képletet felhasz-
ndlva

(t,x) = i(lo ﬁ(l—m)—‘) _ 4y, h(t,x) =
p,—dtgi:1 i = o logh(t,x) =

amibdl
Z’rhr(x)tr_1 = H(t,x)
r=1
= p(t,x)-h(t,x)

- (ilproc)z’—‘) (Y b))

kovetkezik. Fejtsikk ki az egyenldséglinc végén 1évS szorzatot, és hasonlitsuk Ossze ¢”
egylitthat6jat a baloldalon taldlhatéval. Azt latjuk, hogy minden n > 1 esetén

nhy, = Z Prin—r

r=1

amint azt allitottuk. O

2.1.21. FELADAT Az el6z0 bizonyitds modszerével igazoljuk, hogy

ney(x) — pr(x)en—1(x) +---+ (=1)"pa(x) = 0.
Kovetkezoként kifejezziik a teljes szimmetrikus polinomokat az éltaldnositott hatvany-
osszegek Q-linedris kombindcidjaként.

2.1.22. DEFINICIO Legyen n pozitiv egész szdm, A az n egy particidja. Jelolje

) ETTim - mat,

i>1

ahol m; = m;(N) a A particid i-vel megegyezd elemeinek a szdma.

2.1.23. ALLITAS Tetszéleges m,n pozitiv egész szdmok esetén
1
W) = ¥ ).

AihT=n (M)

B1zoNYITAS El6szor is belatjuk a

ht.x) = Zﬁ ()

A
Osszefliggést. Ezt példaul az alabbi médon tehetjiikk meg. A kordbban latott

d
p(t,x) = Elogh(t,x)
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relécié miatt
logh(t,x) Z pr()t"/r,
ily médon .
he.) = exp( X pr)r /1) = TTexalpro'/).
Az exp(p,(x)t"/r) kifejezést hatvanysorba fejtve kapjuk, hogy

exp(p,(x)t"/r) = i —(pr(x)t’)m’

)

o T my !
ahonnan
T v ()™
h(t =
w0 = L )
_ i (p)™ \ i (pt")™
pi 0 1m1 m]’ e 0 . -my ' ’

Fejtsiik ki a jobboldalon 1év$ szorzatot; mivel ¢" egyiitthatdja egy véges Osszegbdl jon,
Osszehasonlitva a két oldalon kapott eredményt azt latjuk, hogy valéban

1
ht.x) =Y — pr™
; z(A)
Innen viszont rogton adodik a bizonyitand6 allités. O

Az alabbi tétel tovabbi érdekes azonossagokat allapit meg. Ezeknek konkrét jelent6sége
példaul akkor lesz, amikor késébb belatjuk, hogy a p; hatvanyosszegpolinomok egy megfele-
16en valasztott skaldrszorzatra nézve ortogonélis bdzist alkotnak a szimmetrikus fliggvények
terében. A bizonyitds sordn timaszkodni fogunk a tablékalkulusrdl szerzett ismereteinkre.

2.1.24. TETEL (Cauchy-Littlewood) Legyenek n,m pozitiv egész szamok. Ekkor teljesiilnek
az aldbbi azonossdgok.

1 TT T i = Basae oo 55201, 3m)

H IH l—liyj = Zkhh(x17'"7xn)m7»(y1""7ym)

H IHJ 11+xiyj :Z)\.ﬁpl(xla"wxn)pk(yl?'"7ym)-

BIZONYITAS Az elsG 6sszefiiggést mar belattuk az 1.5.20. Allitds bizonyitdsa sorén.
A mdésodik azonossdg igazoldsdhoz a kovetkez6 egyenldséglancbdl indulunk ki:

y def UL &
= hy(x)y?) | .
(111 - = - T (5
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Erre az eredményre dgy jutunk, hogy a [T =~ xy kifejezést minden rogzitett j-re hatvany-

sorba fejtjiik, majd a tagokat y; hatvdnyai szerint csoportositjuk. A ldnc jobb végén all6
szorzatot kifejtve azt kapjuk, hogy

X =

3
“ﬁM8
o

Z hp, (x NI
pm_o

Mgﬁ[\ﬂs

By, (%) .. B, (X)P7 Ly

Z hpl Z y ' y(S (m)

0Y. pi=k: p1>..2pm OGSy

Y, m(0)m(y)
= th(x) m
A
ahogy azt éllitottuk.

A harmadik azonossdg azonnal kovetkezik a 2.1.23. Allitasbél az {xiy s 1<i<m, 1<
J <[} véltozékra alkalmazva.

e I8 1
Ing
5
]

=
>
L

O

2.2. A szimmetrikus polinomok alaptétele

Ebben a fejezetben bebizonyitjuk a szimmetrikus polinomok alaptételének egy erds vélto-
zatit. Legyen R tetszlleges (kommutativ egységelemes) gyliri. Vizsgdlatunk tdrgyai az
R[x1,...,x,] gy(rtbeli szimmetrikus polinomok lesznek. Legyen ¢ egy tjabb hatarozatlan;
az alaptételhez az alabbi formulabdl indulunk ki:

ﬁ(t—x,-) = i(—l)jejtn_j .

i=1 j=0

2.2.1. TETEL (A SZIMMETRIKUS POLINOMOK ALAPTETELE) Legyen R kommutativ
egységelemes gyiirii, S C R[xy,...,x,| pedig a szimmetrikus polinomok részgyiirije. Ekkor

1. Az e,...,e, elemi szimmetrikus polinomok generdljdk S-t, vagyis minden szimmetri-
kus polinom felirhato, mint e, .. ., e, egy R-beli egyiitthatos polinomja.

2. Azey,... ey € R[x1,...,x,] elemek algebrailag fiiggetlenek R felett.

3. Ha A C N" az dsszes olyan o = (Qy,...,0,) szdm n-es halmaza, amelyre minden
1 <i<nesetén 0 < o; < i, akkor

(x*|ae 4}

egy bdzisa R[xy, ... ,x,|-nek, mint Rley, ..., e,]-modulusnak.

Kiironya Alex, BME tankonyvtar.math.bme.hu



54 2. FEJEZET. SZIMMETRIKUS POLINOMOK ES FUGGVENYEK

A bizonyitdshoz sziikségiink lesz egy j6 adag el6késziiletre. Elsdként idézziik fel az
algebrai fliggetlenség fogalmat.

2.2.2. DEFINICIO Legyenek R gyiird, S < R részgyiirti, tovibbd H = {h;|i€l} C R
tetszoleges részhalmaz. Azt mondjuk, hogy H algebrailag fiiggetlen vagy transzcendens S
felett, ha hatdrozatlanok egy tetszdleges {t;|i € I} rendszerére az

Siliel] — R
i, — h

gylirithomomorfizmus injektiv, s ily moédon egy
S[t;|i € 1] — S[H]
izomorfizmust generdl. Ellenkezd esetben H algebrailag fiiggd S felett.

2.2.3. MEGJEGYZES Az algebrai fiiggetlenség fogalmdval leggyakrabban taldn abban a
specidlis helyzetben taldlkozhatunk, amikor R = K, § = L testek, azaz L/K egy testbdvités.

Ha a Q C R testbdvitést nézziik, akkor példaul {\/i} C R algebrailag fiiggd Q felett,
mivel a

homomorfizmus nem injektiv, hiszen 2 —20.

Altaldnossdgban is kénnyen ldthat6, hogy {a} € R pontosan akkor algebrailag fiiggetlen
Q felett, ha nem 1étezik olyan raciondlis egyiitthatés f polinom, amelyre f(o) =0, azaz o a
szokdsos értelemben transzcendens.

2.2.4. MEGJEGYZES Legyen S < T < R részgylirtik egy lanca,
T =Sl{ulien], R="Tl{r|jcI}.

ahol ;,r; € R tetszSleges elemek. Ha {r;|j € J} algebrailag fiiggetlen T felett és {t;|i € I}
algebrailag fiiggetlen S felett, akkor {t;|i € I} U {r iljed } is algebrailag fiiggetlen S felett.

2.2.5. MEGJEGYZES Az A4, C N" elemeinek megfeleld x* monomok az tGn. Artin-
monomok. Az n szam kis értékeire kovetkezoképpen alakulnak:

n=1 : A4 « {1}
n=2 : 4+ {1,)62}
n=3 : A3+ {I,X3,x§,x2,x2X3,x2x%} .

A kiilonb6z6 4, halmazok kozott gyorsan lehet rekurziv 6sszefiiggést taldlni:

2, = {(a,i) |0 € A_1,0<i<n—1} .

tankonyvtar.math.bme.hu Kiironya Alex, BME



2.2. A SZIMMETRIKUS POLINOMOK ALAPTETELE 55

A kovetkezOkben sziikségiink lesz egy modulus szabad generdtorrendszerének a fogal-
mara. Ugyan az alapvet algebrai fogalmakat az egész konyv sordn ismertnek tételezziik fel,
az olvasé kényelme érdekében megadjuk a definici6t.

2.2.6. DEFINICIO Legyen M tetszdleges R-modulus, legyen tovibbd N = {n;|i € I} C M
egy tetszoleges részhalmaz. Azt mondjuk, hogy N bazisa mdsképpen szabad generdtorrend-
szere M-nek, ha minden m € M elemre pontosan egy olyan

m = Zrim,-(ri €R),
icl
felbontds létezik, amelyre ri = 0 véges sok kivételtol eltekintve. Ha az M R-modulusnak
létezik bdzisa, akkor M-et szabad modulusnak hivjuk.

2.2.7. PELDA Z @7 szabad Z-modulus {(1,0),(0,1)} bazissal.

2.2.8. MEGJEGYZES Egy szabad modulusnak sok kiilonb6zé bazisa is lehet.

Nem minden modulus szabad, vagyis nem igaz, hogy minden modulusnak van bézisa.
Példaul a Z/(2) Z-modulusnak nincsen, ti. egy nemnulla szabad Z-modulusnak végtelen sok
eleme kell, hogy legyen.

Azonban ha R = K test, akkor lineéris algebrabdl ismert, hogy minden R-modulusnak
(azaz K-vektortérnek) van bazisa.

2.2.9. FELADAT Mutassuk meg, hogy ha M szabad R-modulus, akkor M ~ @R valamely
I indexhalmazra.

2.2.10. MEGJEGYZES A szabad modulusokkal kapcsolatban természetesen felmeriil a kér-
dés, hogy vajon egy adott szabad modulus minden bazisdnak ugyanakkora-e a szdmosséga,
amint azt a vektorterek esetében lattuk. Mivel az R gy(irG kommutativ, igy ez igaz lesz, de
példaul nemkommutativ gy{irik felett mar nem mindig (Id. [42, 1. oldal]).

Egy R kommutativ gy(ir( feletti M szabad modulus egy bazisdnak az elemszdméat M
rangjdnak nevezziik.

2.2.11. FELADAT Bizonyitsuk be, hogy ha R olyan nem feltétleniil kommutativ, de egység-
elemes gyiirii, amelyre létezik ¢ : R — K homomorfizmus egy K testre, akkor tetszoleges M
R-modulus bdarmely két bdzisdanak ugyanaz az elemszdama.

Igazoljuk, hogy a fenti dllitds feltétele minden kommutativ gyiiriire teljesiil.

A modulusfogalom egy gyakori el6forduldsa a kovetkez6: legyen S < R egy részgyfrd.

Ekkor gyorsan ellendrizhetd, hogy R (a nagyobbik gyiir{i) természetes médon, az R-beli
szorzassal, egy S-modulus lesz.

2.2.12. FELADAT lIgazoljuk, hogy R az s-r d:efsr hatdssal egy S modulus.

2.2.13. MEGJEGYZES TetszGleges R gylirli és n pozitiv egész szam esetén az R[xy,...,x,)
polinomgyri definici6 szerint egy szabad R-modulus a most definidlt miiveletre nézve. Az
R[x1,...,x,)-beli monomok egy bazist alkotnak.
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2.2.14. FELADAT Legyen S < T < R részgyiiritk egy ldnca, tegyiik tovdbbd fel, hogy R
szabad T-modulus az {r;|i € I}, T pedig egy szabad S-modulus az {t;| j € J } bdzisa. Ekkor
R szabad S-modulus, és {rit iliel,jed } egy bdzisa.

A szimmetrikus polinomok alaptételének most ismertetendd bizonyitdsa a valtozok
szamadra vett teljes indukcion alapszik, alapgondolata az, hogy a

{e1,...,en—1,xn}

halmaz algebrailag fliggetlen R felett. Kicsit pontosabban, érvelésiink technikai magjit
kovetkezdképpen lehet tomoren dsszefoglalni:

2.2.15. ALLITAS Legyenek 66, - ,e:[fl az Rxiy,...,x,—1]-beli elemi szimmetrikus polino-
mok. Ekkor az

{e'l,...,e;%l,xn} ety en—1,x} C Rlxp, ..., xp)

halmazok algebrailag fiiggetlenek R felett.

BI1ZONYITAS A valtozok szdmara vonatkoz6 teljes indukcidt alkalmazunk; az n = 1 esetben
mindkét halmaz {x, }-re egyszer(isddik, ami definici6 szerint algebrailag fiiggetlen R felett.

Legyen most n > 1. Mivel R tetsz6leges (kommutativ egységelemes) gyfiri lehet,
lecserélhetjiik R[x,]-re. Az e} polinomok egyike sem tartalmazza az x, valtozét, igy az
indukci6s feltevésbdl azonnal kapjuk, hogy az {e’l, e 1} halmaz algebrailag fiiggetlen
R|[x,] felett. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy {e’] sl ,xn} algebrailag fiiggetlen R felett:
tudniillik ha f egy olyan R-beli egyiitthatds n-valtozos polinom lenne, amelyre

f(ellw'-ve:z—lvxn) =0 e R[xl,...,xn] ,

akkor

o
-

f(x17~--7xn—1) = f(x17"'7xl’l—1axn> € R[Xn][X1,...,xn]

egy olyan R[x,]-beli egyiitthats (n — 1)-véltozds polinom lenne, amelyre

fle,....el ) =0 € Rlx1,...,x,-1] -
/

Ez ellentmondana annak, hogy a {e’l, . ,en_l} halmaz algebrailag fiiggetlen R|[x,| felett.
Lassuk most be, hogy

{e1,....en—1,%,} C Rlxy,..., %)

algebrailag fiiggetlen. Indirekt tegyiik fel, hogy ez nem igaz, vagyis létezik olyan f €
R[x1,...,x,] polinom, amelyre f(ey,...,e,—1,%,) a nulla polinom. Ekkor viszont f mint
R|x,|-beli egyiitthatés (n — 1)-véltozds polinom azt is mutatja, hogy {ey,...,e,_1} algebrai-
lag fiiggd R[x,] felett'.

I Az utolsé bekezdést helyettesithetjiik a 2.2.4. Megjegyzéssel is.
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Mivel x, € R[x,...,x,] nem nullosztd, feltehetjiikk, hogy f nem minden egyiitthatéja
oszthato x,-nel. Tekintsiik a

O:R[x1,...,x)] — Rx1,...,x5-1]

x, 1<i<n-—1
Xi = .
0 i=n

hozzarendelés altal meghatdrozott (szintén ¢-vel jelolt) gylGrGthomomorfizmust. A fel-
tevésiink szerint f nem minden egyiitthatéja oszthaté x,-nel, igy ¢ f-nek nem minden
egyiitthat6jat képezi a O-ra, tehdt ¢(f) nem a nulla polinom. Masrészt

@€l en1) = 0((f)(er,....en)) = 6(0) = 0,

ahol az el6bbiek alapjan ¢(f) nem a nulla polinom; igy {e’l yeen 79;171} algebrailag fiiggd R
felett, ami ellentmond az indukcios feltevésnek. O

B1ZONYITAS (2.2.1. Tétel) Amint azt kordbban emlitettiik, a valtozok szamara vonatkozo
teljes indukcidval bizonyitjuk be a kivant éllitast. Legyen el6szér n = 1. Ekkor eg = 1,
e1 = x1, és nincsen mds normdlt elemi szimmetrikus polinom. Ezért R[e;] = R[x1], s ily
modon minden polinom szimmetrikus, masrészt minden polinom x; = e] polinomja.
Mostantél kezdve legyen n > 1, és mint fent, jeloljék ey, ...,e), | az R[x1,...,x,—1]-beli
elemi szimmetrikus polinomokat. Az elemi szimmetrikus polinomok definici6ja alapjin

n n

[T0—x) =Y (=1)/es"™
i=1 j=0
mint R[xy,...,x,|[t]-beli elemek. Mésrészt

i=1

n n—1
H(t—x,-) = ( (t—x,))-(t—xn)

ahonnan a
n

Y (~Dlep" = (1) -'i(—l)fe;-r"—l—f

j=0

egyenlGség adodik. Mindkét oldalon Rxy,...,x,|-beli egyiitthatds polinomok éllnak, igy a
két polinom egyenl6ségébdl az egyiitthatdkra az aldbbi Osszefiiggéseket kapjuk:

eo=¢ey=1,
ej:e;-+e'j_1xn, hal<;j<n-—1,

/

en = Xpe,_| -
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Az imént felirt relaci6kbol az is rogton latszik teljes indukciéval, hogy €},... e/, felirhatok,

v n—1
mint az ey, ...,e,_1 polinomok R|x,]-beli egyiitthatds linedris kombinacidi (€s megforditva).

Ennek eredményeképpen

Rlé),....e\_1,x:] = Rle1,...,en_1,%] -

Az el6késziiletek utdn nekilatunk a Tétel elsd 4allitdsat bebizonyitani. Legyen f €
R[x1,...,x,| tetszGleges szimmetrikus polinom. Ekkor f minden homogén része szimmet-
rikus, igy az dltalanossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy f m-edfoka (m > 0) homogén.

Mivel f szimmetrikus, ezért szimmetrikus az elsé (n — 1) véltozdjaban is, vagyis mint

R[xy][x1,...,x,—1]-beli polinom. Az indukcids feltevés szerint egyben
f € Rlxiller,-- 5]
R[elh 76:1—17xn]
= R[elv' .. 7en717xn]
= Rlei,...,en1][xi]

Irjuk most fel f-et mint ez utébbi egyvaltozés polinomgyfird eleme:

m
=Y fxn,
i=0
ahol f; € Rley,...,e,—1] minden 1 <i < m-re.
Az f polinom fenti alakjdban az f; polinomok (m — i)-edfokid homogén polinomok az
e1,...,e,—1 valtozokban. Ezt példdul a kovetkez&képpen lehet beldtni: legyen
fi= Zr\,e\f‘ e
Mint x1,...,x,_1-beli polinomok, deg f; = Z;?;% JVj, €s f; erre a fokszamra nézve homogén.
Ebbdl kovetkezik, hogy .
(rve]'...e ) X,
egy Z;f;% JVj+i-edfokd polinom az xi,...,x, valtozokban. Legyen most
gi déf Z r\,e\fI . ezniill ,
ekkor
m .
f=Y gx,.
i=0

Mivel a 2.2.15. Allitds szerint {e1,... e, 1,X,} algebrailag fiiggetlen R felett, az f =¥, fix!
elGallitas egyértelm, igy f; = g; minden i-re. A g; polinomok (m — i)-edfoki homogének
voltak az xy,...,x, valtozokban, ezért az f;-K is.

Speciélisan fy € Rley,...,e,—1] homogén m-edfokd polinom az xi,...,x, viltozékban.
Ha f = fp, akkor készen vagyunk. Amennyiben f # fy, akkor tekintsik az f — fjy
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szimmetrikus polinomot, ami m-edfokd homogén xi,...,x,-ben. A konstrukcié miatt x,|f —

fo, amibdl viszont f — f szimmetrikus volta miatt e, = x; ... x,|f — fo adédik. Ekkor viszont
f_f() = én§,

ahol g homogén szimmetrikus polinom xi,...,x,-ben, amelynek a fokszdma < m. Ily

moédon m-re vonatkozo teljes indukcidval készen vagyunk. Ezzel beldttuk, hogy az elemi
szimmetrikus polinomok generdljdk a szimmetrikus polinomok gyfrtjét.

Kovetkezdként igazoljuk, hogy az elemi szimmetrikus polinomok algebrailag fiiggetle-
nek R felett. Lattuk, hogy x, a

n n

Y (- 1es = [[—x)

J=0 j=1

polinom nullhelye, ezért
n

Z(_l)jesz_j =0,

j=0
atalakitva
n—1 ) )
(—1)”+]en = Z (—1)ejxy 7 = x, — ele_l +- 4 (—1)”_len_1xn )
j=0
Alkalmazzuk most az dltaldnositott maradékos osztdst (2.2.16. Lemma) az R = Rley, ..., e,—1],

t = x,, h = e, esetben. Ennek eredményeképp azt kapjuk, hogy e, algebrailag fiiggetlen
Rley,...,e,—1] felett. Mivel {ey,...,e,—1} viszont algebrailag fiiggetlen R felett, ebbsl mar
kovetkezik, hogy {ej,...,e,} algebrailag fiiggetlen R felett, ahogy igértiik.

Végiil lassuk be az R[xy, . .., x,]-re mint Rley, ..., e,|-modulusra vonatkoz¢ allitast, megint
csak a véltoz6szam szerinti indukcidval. Az n = 1 esetben megintcsak elég arra hivatkozni,
hogy minden polinom szimmetrikus.

Ha n > 1, akkor az indukcids feltevés szerint

Vn—1

Ay = {x) " [0SV <iVI<i<n—1}

/

egy szabad generdtorrendszere R[xy,...,x,—1]-nek Re},... e, ] felett, igy szintén szabad

n—1
generdtorrendszere a
R[x1,...,xn] = R[xp][x1,- .. Xn—1]
modulusnak R[x,][e},... e} ] felett (emlékezziink rd, hogy R tetszGleges kommutativ

egységelemes gyfird lehetett, igy speciélisan R[x,| is legélis vélasztds).
Lattuk kordbban, hogy
R[x,)e},...,€, ] = Rle},....e,_|,x,] = Rle1,...,en1,%] ,

igy 4,_) egy bazisa R[xi,...,x,|-nek Rley,...,e,—1,x,] felett. Az dltalanositott maradékos
osztast (2.2.16. Lemma) felhasznalva

s def 2 -1
A= {1 x50, 07"}
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bézisa Rley,...,e,—1]-nek mint R[ey,...,e,|-modulusnak. Ekkor viszont a 2.2.14. Feladat
miatt

Ay = A1 A
bézisa R[xy,...,x,|-nek mint R[ey, ..., e,|-modulusnak. O

2.2.16. LEMMA (Altaldnositott maradékos osztds) Legyen R [x] egy egyvdltozds polinom-
gylirii egy tetszoleges kommutativ egységelemes gyiirii felett,

d.
f :efanx”—l—an_lx”_l +-+4+ap € R[x|

olyan polinom, amelyre a, € R*. Ekkor igazak az aldbbiak.
1. R[x|-ben miikodik az f-fel valé maradékos osztds.

2. Minden g € R|x| egyértelmiien irhaté
g =gn1x"" 4+ g1x+go
alakba, ahol g; € R[f]; tovdbbd a fenti g;-k mindegyike egyértelmiien irhaté

gi= Y aijf’, ajeR
Jj>0

alakba.
3. {f} algebrailag fiiggetlen R felett, és {l,x,xz, e ,x”’l} egy szabad generdtorrend-

szere R[x|-nek mint R[f]-modulusnak.

B1zONYITAS Az f-fel val6 maradékos osztds miikodéséhez annyit kell észrevenni, hogy az
euklideszi algoritmus sordn egy dolgot hasznalunk fel f-r6l, mégpedig hogy a féegyiitthatdja
invertalhato.

Legyen g € R[x]| tetszGleges. Az f polinommal val6 ismételt maradékos osztést alkalmaz-
va kapjuk, hogy

g = gif+n
g1 = gf+n

ahol degr; < deg f = n. Mivel a g;-k fokszdma minden 1épésben csokken, az algoritmus véges
sok 1épésben véget ér, €s egy .
g=yrnf
i

felbontast eredményez. Ez a felbontds egyértelmd, ti. ha
0=Yrf",
i
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akkor a maradékos osztas egyértelmiis€gébdl

0=ro+f-Y rift

i>1

€srg =0, illetve 0 =Y ;> rif' i ad6dik, amibdl indukciéval minden i-re r; = 0.
Lattuk tehét, hogy f és g az ri-ket, és ezzel az egyiitthatoik is egyértelmilien meghataroz-
zak, amibdl

n—1 n—1
g= Y | Yafl | ¥ =Y Yapx|f,
i=0 \ j j \i=0
amint azt szerettiik volna.

A harmadik allitds az a;; egyiitthatok egyértelmitiségének a kozvetlen kovetkezménye. [

2.2.17. FELADAT Legyen k test, & € k(xy,...,x,) szimmetrikus raciondlis tortfiiggvény.
Ekkor ¢ € k(ey,...,e,), azaz kifejezheté az elemi szimmetrikus polinomok raciondlis
tortfiiggvényeként.

Végiil megadunk egy mddszert szimmetrikus polinomoknak elemi szimmetrikus po-
linomok polinomjaként val6 felirdsara. A modszer jol attekinthetd, de a gyakorlatban
gyakran nem praktikus; a szimmetrikus polinomok alaptételére adott bizonyitdsunk egy
mellékterméke.

Legyen f € R|xy,...,x,] n-valtozés szimmetrikus polinom.

1. Vegyiik az fi(x1,...,%n—1) def f(x1,...,x,—1,0) polinomot, ez eggyel kevesebb val-

toz6t tartalmaz, igy az algoritmust rekurzivan futtatva rajta fel tudjuk irni, mint az

é),...,e,_, (n—1)-véltozés elemi szimmetrikus polinomok egy polinomja.

2. f fenti felirdsdban frjunk eg helyére e¢;-t minden 1 <i <n— 1 esetén. Ekkor

enlf— filer,...,en1),

ezért az
~ def 1

f=—(—filer,...,en-1))

definicié eredménye ismét csak egy szimmetrikus polinom.

en
3. Alkalmazzuk az algoritmust f-re. Mivel deg f < deg f, véges sok lépésben véget fog
érni.
2.2.18. PELDA Legyen f = x% +x% —|—x§. El6szor kiszamitjuk az fi polinomot.

def
filx1,x2) = f(x1,%2,0) = x} +x3 .

Irjuk fel fi-et mint ¢ és ¢, szimmetrikus polinomja. Az algoritmusunkat rekurzivan
alkalmazva az

(i & fi(x,0) = 2}
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egyviltozés polinomhoz jutunk, ami szimmetrikus és (f1); = (e{)?. Ebbdl

1 1
%(fl —(fi)i(er)) = JE(X%HC%—(MJHQ)Z) =-2.

fi =

Mivel a —2 az elemi szimmetrikus polinomok polinomja, f; = /2 — 2¢5. Tovdbbmenve,

= 1
f déf _(f<xl7x27-x3)_f1<el,€2))
€3
I 2,2, 2 )
= 0,

tehat
f=et—2e.

2.2.19. FELADAT [rjuk fel az f(x1,x2,x3) = x; +x3 + x3 polinomot az elemi szimmetrikus
polinomok egy polinomjaként.

2.3. Diszkriminans és rezultans

A szimmetrikus polinomok egy klasszikus alkalmazédsa a diszkrimindns és a rezultansok
elmélete. EbbSl adunk most egy rovid izelitét. Kiinduldsként tekintsiik a

(xi —xj)2 € Zlxy,. .., x]
1<i<j<n

polinomot. Ez szimmetrikus az xp,...,x, véltozokban, igy a szimmetrikus polinomok
alaptétele szerint 1étezik egy egyértelmilien meghatarozott

A, € Zley,. .. e
polinom, amelyre

An(er (X1, osXn)yeyen(X1,.xn)) = H (x,-—)cj)2

mint az xi, ... ,x, véltozok polinomjai.
2.3.1. DEFINICIO Az imént definidlt A, € Zey,...,e,] polinomot a

n

[16—x) € Rlxt,.. 5]

i=1

polinom diszkriminansanak nevezziik. A diszkrimindnst gyakran csak A-val jeloljiik,
amennyiben az n szdm a szovegkornyezetbol egyértelmii.
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2.3.2. DEFINICIO Legyen R tetszdleges gyiird,
fx) =x"+ax* 1+ +a, eR[x].

Az f normdlt polinom diszkriminansa

def

Ar = Ay(—ar,az,...,(—1)"a,) ,

azaz A,-nek a

Zley,...,en)] — R
= (=

é; l)ia,‘

homomorfizmusndl vett képe.

2.3.3. MEGJEGYZES A polinomok egyiitthatéinak altalunk kordbban megszokott szamo-
zasatol azért tériink el, hogy esetiinkben a; felelhessen meg az e; elemi szimmetrikus
polinomnak, és igy tovébb.

2.3.4. MEGJEGYZES A szimmetrikus polinomok alaptétele szerint {ey,...,e,} algebrailag
fiiggetlen halmaz Z felett, igy Zley, . . ., e,] izomorf egy Z feletti n-véltozds polinomgyirtivel.

2.3.5. MEGIEGYZES Ha n = 0, vagyis f egy konstans polinom, akkor Ay = 1, mivel egy
tires szorzat értéke 1.

2.3.6. ALLITAS Legyen f = x"+ax"~' +---+a, € R[x] normdlt polinom, R C S olyan
gytiriibovités, amelyben f linedris faktorokra esik szét, azaz

f(x):H(x—OL,'),‘v’lgign G ES.
i=1
Ekkor
Ar= JI (w-o)*.

1<i<j<n

B1zoNYITAS Kiinduldsi pontnak vegyiik a

O:Zx1,....,xn) — S
Xi = 0y

homomorfizmust, amely a Z — S kanonikus homomorfizmus egyértelmiien meghatarozott
kiterjesztése. Ekkor

ahonnan a gyokok és egyiitthatok kozti osszefliggésbol
oei) = (=1)'ai,
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s igy

kovetkezik. Ez alapjan

Ar=0( [T i—xp) = J] (oi—a)*.

1<i<j<n 1<i<j<n O

2.3.7. MEGIEGYZES Legyen most R = K test, f € K[x] mint fent. Ekkor Ay = 0 pontosan
akkor, ha f-nek van tobbszoros gyoke K egy K algebrai lezartjaban. Ismert, hogy ez utébbi
ekvivalens azzal, hogy f-nek és f derivaltjdnak van k6zos nullhelye.

2.3.8. PELDA (Masodfokd polinomok diszkrimindnsa) Legyen R tetszSleges gydr(, és
tekintsiik az
f(x) = +px+q € R[]

normdlt polinomot. Ebben a példdban kiszdmoljuk a Ay diszkrimindnst a p,q egyiitthatok

vy 2

fliggvényében. Vegylink egy R C § gylirtibovitést, amelyben f linedris faktorokra bomlik,
legyen
f(x) = (x—OLl)(x—O(.z) , 0,0 €S.

Célunk
Af = (061 —0(2)2 €R

meghatdrozdsa. A szimmetrikus polinomok alaptétele alapjdn e; = x1 + xp és ex = x1x2
generdljdk a kétvaltozds szimmetrikus polinomok gytr(jét, specidlisan minden kétvaltozds
szimmetrikus polinom el6dll mint e; és e; R-beli egyiitthaté polinomja. A gyokok és
egyiitthatok kozti osszefiiggésekbol

o) +0 = —p, 0102 =¢q,

ily médon o; €s oy minden szimmetrikus polinomja elall mint p €s g fliggvénye, ily mddon
(oip —0p)? is. A megoldds kulcsa az, hogy fel kell frnunk ez utébbi kifejezést oy + oy és
010 polinomjaként:

(o —0p)? = of —200p +03 = (0 +0)* —4(00) -
Ebbdl rogton kovetkezik, hogy
Ap = (o — )% = (0 +00)* —4(oyo) = p? —4q .
2.3.9. FELADAT (Harmadfoki polinomok diszkrimindnsa). Legyen R tetszoleges gyliri,
fx) =X+ p® +gx+r € R[]
egy harmadfokii polinom. Az eloz0 példa modszerével igazoljuk, hogy

Ar = p2q2+ 18pqr—4p3r—4q3 — 2777
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2.3.10. FELADAT Igazoljuk, hogy az
fx) =x"+px+q € R[]

polinom diszkrimindnsa

n(n—1)
Ar = (=D (1=n)y"'p"+ng" ).

2.3.11. FELADAT Mutassuk meg, hogy ha f(x) € R[x| 1-féegyiitthatés polinom, a € R,
akkor

Afx) = Df(xta) -

Polinomok diszkrimindnsa egy altalanosabb algebrai konstrukcidnak, az in. rezultdnsnak
a specidlis esete. Teljes dltaldnossdgban igen bonyolult a rezultdnsok elmélete és részben ma
1s aktiv kutatdsi teriilet. Emberléptékl bevezetések talalhatok példdul a [7],[6], [3] kdnyvek-
ben. Lényegesen nehezebb olvasmany a [15] monografia, cserébe viszont meglehetésen jo
képet ad a teriiletrdl.

A legegyszeriibb eset az alabbi.

2.3.12. DEFINICIO Legyen R egy tetszbleges (kommutativ egységelemes) gyiirii. Egy f €
R[x] polinomot formélisan n-edfokinak neveziink, ha deg f < n. A formdlisan m-edfokii
f és a formdlisan n-edfoki g R-beli egyiitthatos polinomok rezultansat az aldbbi médon
definidljuk: amennyiben

fx) = aw"+---+ax+ap és
glx) = bxX'+---+bix+by,

akkor
am am—1 o . a
am am—1 o 0 ao
Ay Qm—1 . . ap
def a am—-1 - . Q
(8= by . by
bn bnfl bO
b, b,_1 . . by
bn bn—l bO

A nem megnevezett elemek vagy pontok dltal jelolt helyeken nulldk dllnak.

2.3.13. PELDA Legyenek x,y hatdrozatlanok, és tekintsiik az R[y| gy(iriit, tovdbb4 az
f(x) = xy =2 € RD[x] és g(x) = x* +y> =3 € R[]
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polinomokat. Ekkor

y =20
rese(f,g) =0 y =2 |=y"-3"+2y+4.
1 0 -3

Amint azt sejteni lehet, ennek a példanak sok koze van a geometridhoz, jelen esetben az
xy = 2 egyenletii hiperbola és az x> +y*> = 3 egyenletii kor metszéspontjaihoz. A geometriai
kapcsolatrol bdvebben olvashatunk a [6] tankonyv 3. fejezetében.

2.3.14. FELADAT A rezultdnsok definicidja segitségével igazoljuk, hogy ha f(x) = x> +
px+ q, akkor
res(f,f') = —4p* —274" .

2.3.15. FELADAT Legyen f = x*+ px* + gx+ r. Ellendrizziik, hogy

res(f, ') = 144pg*r — 128p°r* — 4p3q® + 16p*r — 274" + 2561 .

2.3.16. FELADAT Igazoljuk az alabbi azonossdgot:

resx(azx2 +aix+ag,bax® + bix+ bo)
= (azb() = aob2)2 + (a1b0 = aobl)(albz = azbo) .

A rezultansok elemi tulajdonsédgai determindnsokkal val6 egyszerl szdmoldsokon mul-
nak. Mivel ezek a determindnsokra vonatkoz6 szabalyok hagyoményosan testekre vannak
bebizonyitva, az aldbbi lemma hathatds technikai segitséget nyujt.

2.3.17. LEMMA A determindnsok manipuldldsdra vonatkozo szabdlyok tetszdleges R gyii-
rii felett érvényben maradnak.

B1ZONYITAS Egy tetszbleges determinansok kozti bizonyitandé R feletti azonossidgban
legyen a,...,0 az dsszes elGforduld egyiitthatd. Tekintsiik az s-valtozés Q(xi,...,x;)
racionalis fiiggvénytestet, efolott a kivant azonossag teljesiil. Ekkor viszont szintén teljesiil a

Zlxy,...,xs) € Q(x,...,x5)

részgytriiben is, amibdl a

Zlxy,...,xs) — R
Xi = 0y
homomorfizmus segitségével kapjuk a bizonyitand¢ 4llitast R felett. O

2.3.18. ALLITAS Tetszdleges R gyiirii esetén igazak az aldbbiak.

1. Har,s € R, akkorres(rf,sg) = r"s™ -res(f,g).
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2. res(g, f) = (—1)"res(f,g).

3. Legyen ¢ : R — S egy gyiirithomomorfizmus, és jelolje ¢ o f, illetve pog az f és g
polinomok ¢ szerinti képét S|x]-ben. Ekkor

res(¢po f,dog) = dores(f,g) .

B1zONYITAS Alkalmazzuk a determindnsokkal valé szamolas elemi szabdlyait (konstans
kiemelése egy sorbdl vagy oszlopbdl, sorok cseréje, stb). a

Az aldbbiakban egyrészt igyeksziink megérteni, hogy az imént nagyméretli determi-
nansokkal definidlt rezultdnsok fogalmahoz hogyan juthatunk el egy konceptudlisabb uton,
illetve ezt felhaszndlva megismerkediink a rezultdnsok tovédbbi érdekes tulajdonsagaival.

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy R = K test. Két f, g € K[x]| polinom rezultdnsa
alapvetden azt mutatja meg, hogy van-e f-nek és g-nek kozos faktora (K felett). Az elsd
lényeges észrevétel az aldbbi.

2.3.19. ALLITAS Legyenek f,g € K[x] nemkonstans polinomok, degf = n, degg = m.
Ekkor f-nek és g-nek pontosan akkor van kiézos faktora, ha léteznek olyan h.,k € K|x]
polinomok, amelyekre

1. hf+kg=0
2. degh<m—1,degk<n—1
3. hés k koziil legaldbb az egyik # 0.
B1ZONYITAS Tegyiik fel el8szor, hogy f-nek és g-nek van kozos faktora, legyen ez [ € K|x],
tovabba jelolje
f=ht,g=gl.
Mivel [ legalabb els6foku polinom,

degfi <n—1 ésdegg <m—1.
Ekkora h & g1 ésk def f1 valasztéssal

hf+gk=g1f+(—fi)g = g1fil - figal =0

miatt készen vagyunk.

A madsik irdnyhoz tegyiik fel, hogy a h,k € K[x] polinomokra teljesiil az allitds harom
kikotése. Az altalanossag megsértése nélkiil feltételezhetjiik, hogy & # 0. Ha f-nek és g-nek
nincsen kozos faktora, akkor (f,g) = (1) = K|x], igy 1éteznek olyan a,b € K[x] polinomok,
amelyekre

af +bg = 1.

Ekkor
h=1-h= (af +bg)h = ahf+bhg = a(—kg)+bhg = (—ak+bh)g ,
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amibdl degh > deg g = m kovetkezik, ami ellentmondas. O

A most targyalt elemi 1épés 1ényege, hogy a k6z0s faktor 1étezésének kérdését egy linedris
algebrai problémara vezeti vissza. Tekintsiik tudniillik a
hf+kg =0 € K[x]|

egyenldséget, €s vizsgdljuk meg, hogy mit jelent a szerepld polinomok egyiitthatéira nézve.
Legyen
h(x) = ()L())Cmi1 + (Xlxmiz + -+ 0y
és
k(x) = Box"™ B oo Bt
ahol is a felmeriil6 n 4+ m egyiitthat6t tekintsiik ismeretleneknek, mégpedig abban az (n +
m)-ismeretlenes egyenletrendszerben, amelyet a polinomok kozti hf + kg = 0 egyenlet ad
meg. Ahhoz, hogy az egyenletrendszert konkrétan leirjuk, a kovetkez6képpen fogunk eljarni.
Legyen
f(x) = aX"+a, X"+ +ag
glx) = byX™ 4 by 1 X"+ + b
és deg f = n, degg = m miatt a,,b,, # 0. Helyettesitsiik be az f,g, h,k-ra kapott formulakat
a hf +kg = 0 egyenletbe, és szdmitsuk ki x potencidlisan el6fordulé hatvanyainak az
egylitthatoit:
K1 egviitthatéja: a,0lg+buPo = 0
X"HM=2 egviitthatéja: an_ 100 4 an0q + bm_1Po+bmPo = 0
1 egyiitthat6ja: agO,—1 +boP,—1 = O.

Az iménti rendszer m + n egyenletbdl all, [ + m ismeretlent tartalmaz, igy pontosan akkor lesz
az azonosan nullatél kiillonbozé megolddsa, ha az egyiitthatokbdl allé métrix determindnsa
nulla. Az adott feladatban fellépd egyiitthatométrix az f €s g polinomok un. Sylvester-
mdtrixa, ami lathatéan megegyezik az f és g rezultinsdnak a definicidjdban szerepld
matrixszal. Ennek determindnsa res(f,g). Eljutottunk tehdt az aldbbi éllitdshoz.

2.3.20. ALLITAS Ha f,g € K [x] nemkonstans polinomok, akkor f-nek és g-nek pontosan
akkor van kozos faktora, ha res(f,g) = 0.

A rezultansok legfontosabb tulajdonsédgai koziil még parat targyalunk alaposan az R = K
esetben.

2.3.21. TETEL Legyenek f,g € K|[x] nemkonstans polinomok. Ekkor
1. res(f,g) € K az f és g polinomok egy egészegyiitthatés polinomja;

2. léteznek h,k € K[x| polinomok (amelyeknek az egyiitthatdi ismét csak f és g egyiittha-
toinak egészegyiitthatos polinomjai), amelyekre

hf +kg = res(f.g) -

tankonyvtar.math.bme.hu Kiironya Alex, BME



2.3. DISZKRIMINANS ES REZULTANS 69

2.3.22. MEGJEGYZES A Tétel allitasa illetve a bizonyitds némi valtoztatdssal miikodik
tetsz6leges kommutativ gy(ir( esetén.

B1ZONYITAS Az elsé allitds a determindns definicigjanak kozvetlen kovetkezménye (arra a
definiciéra gondolunk, ahol a determindnst mint egy matrix elemeinek a fiiggvényét adjuk
meg).

A madsodik 4llitas bizonyitdsa hosszadalmasabb lesz, a mddszer a fentiekben alkalmazott
linedris algebrara torténd redukcid lesz. Az mindenesetre azonnal latszik, hogy az éllitas igaz
ares(f,g) =0 esetben (legyen h = k = 0, igy az dltaldnossdg megsértése nélkiil feltehetjiik,

hogy res(f,g) # 0 € K[x]).
Az f és g nemkonstans polinomok felirhaték

fx) = ax+a, 1 X" '+ +ag
glx) = by + by 1 X" -+ by

alakban, ahol a,, b,, # 0. Legyen tovabba

Mx) = cmo X 4 epmaX" 2o,
ki(x) = dn_lxn71+dn_2x”72_|_..._|_d0

Y

ahol a c;,d; egyiitthatokat K ismeretlen elemeinek tekintjiik.
Helyettesitsiik be az iméntieket a

hif+kig=1¢€K[]

egyenletbe. Ekkor az aldbbi K-linedris egyenletrendszert kapjuk (ahol ¢;,d; az ismeretlenek
€s a;,b; az egyiitthatok):

K1 egviitthatéja: anCm—1 +bmdy—1 =
X1TM=2 egyiitthatéja: An—1€m—1+ anCm—2 +bm—1dn—1 +bpdy 2 =
1 egyiitthatéja: aoco +bodo = !

Megdllapithatjuk tehat, hogy az egyenletrendszer matrixa res(f,g), és res(f,g) # 0 ekviva-
lens a rendszer egyértelmi K-beli megoldasdnak 1étezésével.

Hatravan még annak igazoldsa, hogy az allitasbeli £ és k egyiitthat6i f €s g egyiitthatéinak
egészegylitthatés polinomjai. Ehhez az eddigi gondolatokat a Cramer-szaballyal fogjuk
otvozni. Eszerint (a konkrét formuldt mell6zve) minden ¢; és d; el6all

f és g egyiitthatéinak egészegyiitthatds polinomja

resy(f,8)

alakban, mésképpen
h k

k=
res(fg) ' res(f,g)
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ahol h,k € K[x| és hy,k; egyiitthat6i f és g egyiitthatinak egészegyiitthatés polinomjai.
Lattuk, hogy

hf+kg=1,
amibdl
hf+kg = res(f,g)
kovetkezik. Ezzel az allitast belattuk. O

2.3.23. TETEL Legyen f € K|[x| n-edfokii 1-féegyiitthatos polinom, és tekintsiik az
def
M = Klx]/(f)

hdnyadosgyiiriit mint K-algebrdt a

n:Kp] — M= K[]/(f)

g = 3%g+(p)

természetes homomorfizmus segitségével. Ekkor

1. az @1 372,... %, 1 elemek az M modulus egy K-bdzisdt alkotjdk.

2. Ha g € K|[x] egy legfeljebb m-edfokii polinom, akkor az res,(f,g) rezultdnsra

resy(f,g) = Normy; /g(g) -

2.3.24. MEGJEGYZES Némi modositassal a Tétel érvényben marad kommutativ gytriik
esetén is (1d. [3, 4.4. Satz 7.]).

2.3.25. MEGJEGYZES Legyen R tetsz6leges kommutativ gy(iri, M egy végesen generalt
szabad R-modulus, r € R. Az r elem Normy, g-rel jelolt normdjat az M moduluson az alabbi
moédon definidljuk. Az r-rel val6 szorzas egy

wM — M
m = r-m
R-linedris leképezést hatiroz meg M-en. Legyen
Normy, /g(r) def detu, .

2.3.26. PELDA Vegyiik az R C C testbdvitést; ekkor tekinthetjiik a komplex szamok testét,
mint egy kétdimenziés R-vektorteret. Hatdrozzuk meg el6szor egy o0 € R szdm normadjat
erre a C R-moduluson. Tekintsiik az {1,i} bdzist, ebben felirva az a-val valé szorzast mint

R-lineéaris transzformaciot az
A def ( o 0 )
0 o

matrixhoz jutunk. Ebbdl rogton adddik, hogy

Normg g (1) = detA = o .
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2.3.27. FELADAT Legyen f(x) = x> — 1 € Qp], gx) = »* + L Mennyi
Normqp/(1))/qw(8)?

BI1ZONYITAS (2.3.23. Tétel) Egy rovid bizonyitast taldlhatunk a [3] konyv 4.4. fejezeté-
ben. O

2.3.28. FELADAT Legyenek f,g € K|[x] polinomok, K C L egy testbdvités, amelyben
mindkét polinom felbomlik linedris faktorokra. Tegyiik fel, hogy

m
—aHx o), gx) =b-[J(x—
=1

ahol a,b € K, és q, Bj € Lminden 1 <i<nés1 < j<mesetén. Mutassuk meg, hogy

resy(f,g) = amng o;) = a"b"- HH

i=1j=

2.3.29. KOVETKEZMENY Az eddigi jeloléseinkkel

Ar = (—1)"“T resy(f, f') .

2.3.30. FELADAT Mutassuk meg, hogy tetszéleges f,g € K|x| 1-féegyiitthatds polinomok
esetén

Arg = Af-Ag-tesi(f,8)" .

2.4. Szimmetrikus fiiggvények

Szimmetrikus polinomok esetén sok szempontbdl lényegtelen, hogy pontosan hany valtozo-
sak, mivel a szimmetrikus polinomok szimmetrikusan specializalédnak, azaz ha f egy m-
valtozés szimmetrikus polinom, [ < m, akkor

f(xla"-vxlaow ) f(XI, <X )

egy szimmetrikus /-valtozds polinomot eredményez.

Emellett idénként fontos, hogy a véltozdk szdma kelléen nagy legyen, példaul Schur-
polinomok esetén ahol s = 0 ha a véltozok szdma kisebb A sorainak a szdmdndl. Ilyen
esetekben kényelmetlen, ha meg kell adni a valtozok szamat.

E problémdk megoldasat orvosolja a szimmetrikus fiiggvények fogalmanak bevezetése.

2.4.1. DEFINICIO Egy f n-edfoki szimmetrikus fiiggvény n-edfokii szimmetrikus polino-
mok egy olyan
{fin € An[m]| m> 1}
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halmaza, amelyre tetszoleges | < m esetén

Sm(x1,.5x,0,...,0) = fi(xp,...,x7) .

Az n-edfokd homogén szimmetrikus fiiggvények Z-modulusanak jelolése A, (1d. 2.1.5. De-

7z

finicid). Ezek segitségével definidlhatjuk a szimmetrikus fiiggvények fokszdmozott gytir(jét:

AL DA, .

n>0

2.4.2. MEGJEGYZES A szimmetrikus fliggvények korében a gytirlimtiveleteket a reprezen-
tansaik segitségével definidljuk. Ha

f=A{fulm>1} €A, illetve g = {gn|m>1} € Ay

szimmetrikus fliggvények, akkor

def
fH8=E {futgmlm=1}
és de
()
f-&8={fm &gnlm=>1}.
Mivel a specializacié felcserélhetd a polinomok korében végzett miveletekkel, az imént
bevezetett miveletek joldefinidltak.

2.4.3. FELADAT lIgazoljuk, hogy A valoban fokszdamozott gyiirii a most ismertetett miivele-
tekre nézve.

2.4.4. MEGJEGYZES A szimmetrikus fiiggvények gy(rijét masképpen az aldbbi mdédon
irhatjuk le. Tetszdleges [ > m pozitiv egész szamok esetén legyen

T = A[lm] — A[l]

az a gylirithomomorfizmus, amit az utolsé m — [ valtoz6 kinulldzdsaval kapunk. Gyorsan
ellendrizhet6, hogy
{Alm][m =1}, {mp[m, 1> 1}

egy ugynevezett inverz rendszer (Id. [26],[37]), ami a természetes szdmokkal van indexelve.
A szimmetrikus fliggvények gy(riije ennek az inverz rendszernek az inverz limesze, vagyis

A = limAlm] .
—

A nevezetes szimmetrikus polinomoknak megfelelé szimmetrikus fiiggvényeket azonos
moédon jeloljiik; mivel rogzitett valtozdszdm esetén visszakapjuk az adott szimmetrikus
fiiggvényt, ez remélhetSleg nem fog kavarodast okozni.

Fontos észrevétel, hogy a szimmetrikus polinomokra bizonyitott 6sszes eddigi azonossag
érvényben marad, hiszen kompatibilisek a valtozok kinulldzdsaval. Fontos példaként teljesiil
a Littlewood—Richardson-szabdly megfelel§je szimmetrikus fiiggvényekre:
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2.4.5. KOVETKEZMENY Az eddigi jeloléseinkkel

_ %
S}\’S’u = ZC}\’#SV .
v

2.4.6. ALLITAS Tetszdleges A particié esetén

S\ = Z K;wm'u o
u<A

B1ZONYITAS Mivel az allitds kompatibilis a valtozok kinulldzdsdval, elég a szimmetrikus
polinomokra vonatkozé megfeleld azonossdgot beldtni. Legyen tehdt A tetszSleges particio,
m pozitiv egész szam, ekkor a bizonyitand¢ allitds

S (X1 Xm) = Z Ky (X1, Xm) -
uA

Idézziik fel a Schur-polinomok definici6jat:

SA(XLy ooy Xm) = Z Xl

T tablé D-n

ahol
m
T H x A% i elem el6fordulasainak a szama 7 -ben

Mivel a Kj,, Kostka-szdm pontosan a A alakd és u tartalmt Young-tablok szamdt adja meg,
S?\,(xl?"waW) = ZKA,,U 11 T .x':’ll’tm )
Ii

ahol az Osszegzés az n = |A| szam Osszes természetes szamokra torténd, ezek sorrendjét is
tekintetbe vev$ u felbontasara torténik; tovabba u a fenti tipusd u felbontasnak megfeleld

particié’.
Vegyiik észre, hogy egy adott u particiéra
i _
a u-hoz tartozé partici y
igy

(X1, x) = ZKKumH ,
u

ahol most az Osszegzés az n szam 0Osszes particidjan fut végig. Tekintetbe véve, hogy
az 1.2.22. Allit4s szerint
1 hal=upu

K, =
710 haditp,

2Tekintsiink egy konkrét példat: legyen n = |A| =3, m = 3. Ekkor 1= 1+2 és i/ =2+ 1 két kiilonbszd
felbontds, azonban a hozzdjuk tartozé u particié megegyezik, mindkét esetben (2, 1).
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rogton adddik, hogy

SA(XT e ey X)) = Z Ky (x1, .., Xm)
A

ahogy kivantuk. O

Elkezdhetiink gyanakodni, hogy a Kostka-szdmoknak alapvetd szerepe van a szimmetri-
kus fiiggvények elméletében, hiszen lathatéan bizonyos nevezetes fiiggvényosztilyok kozti
atmenetmadtrixok elemeiként funkciondlnak. Hogy ez mennyire igy van, azt hamarosan l4tni
fogjuk, tobbek kozt a kovetkezd eredményben.

2.4.7. ALLITAS Az eddigi jelolésekkel

hy, = Z KyuSu -
uIA

B1ZONYITAS A bizonyitandé allitds ismét csak kompatibilis a specializacidval, ily mdédon a
kivant azonossagot ismét elegendd m-véltozds szimmetrikus polinomokra igazolni.

Egy, a Robinson—Schensted—Knuth-megfeleltetésen alapuld érvelést fogunk hasznalni,
ehhez el6szor is frjuk at a iy (xq, ..., x;,;) dltaldnositott teljes szimmetrikus polinomot alkalmas
alakba:

n
i+t
h(x) = hy, (x)-...- Iy, (x) = ZHX?U i
A j=1

ahol az Osszegzés az Osszes olyan A = (a;j) € M,x,(N) matrixon fut végig, amelyre
Yi_ai = A minden 1 <1 < m-re.
A Robinson-Schensted-Knuth megfeleltetést hasznédlva adddik, hogy

hx(x) = Zxk = ZK#xS 5
S u

az els6 Osszegzés az Osszes u alakd és A tartalmi tablora torténik. Felhasznélva, hogy

K 1 had=u
M710 had ¥,

kapjuk, hogy a masodik 6sszegzés valdjaban csak a u <I A particiokon fut végig. O
2.4.8. MEGIEGYZES Az Allitast konnyen beldthatjuk az 1.2.14. Lemma alapjan is.

Az alfejezet egyik f6 mondanivaldja az alabbi eredmény, amely szdmos Z-bdzist szolgal-
tat a rogzitett fokszdmu szimmetrikus fliggvények Z-modulusdnak.

2.4.9. TETEL Legyen n tetszdleges pozitiv egész szdm. Az aldbbi halmazok mind bdzisdt
alkotjdak az n-edfokii homogén szimmetrikus fiiggvények Z-modulusdanak, A,-nek:

1. {my[[A] = n}
2. {er|[M =n}
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3. {m| A =n}
4. {5 ||\ =n}.

Amennyiben raciondlis szamokat is megengediink egyiitthatoként, akkor

{pr: [M=n}
bazisa a Q-egyiitthatos n-edfokii szimmetrikus fiiggvények vektorterének.

2.4.10. MEGJEGYZES A fenti tételt is gyakran hivjak a szimmetrikus fiiggvények alaptéte-
1ének.

BIZONYITAS Az mj monomidlis szimmetrikus polinomok fiiggetlenek Z felett, hiszen
A # N esetén az my, illetve m& polinomokban szerepld6 monomok halmaza diszjunkt.
Masrészt minden n-edfokd homogén polinom n-edfokd monomok linedris kombinacidja,
specidlisan minden n-edfokd homogén szimmetrikus polinom felirhat6 az m; polinomk Z-
linedris kombindcidjaként. Ezzel belattuk, hogy a

{my [[A] = n}

halmaz valéban A,, egy Z-bazisa.

Ugyan korabban a 2.2.1. Tétel részeként mér belattuk, hogy az elemi szimmetrikus po-
linomok a szimmetrikus polinomok egy bazisat alkotjak, most adunk egy madsik bizonyitast,
ami az alfejezet sordn haszndlt eszkozoket alkalmazza. {rjuk fel az e, n-edfoka ltaldnositott
elemi szimmetrikus fiiggvényeket a {m; | |A| = n} bézisban; jelolje

C= ()
az egyiitthatomatrixot. Amennyiben sikeriill beldtni, hogy C a A particiok egy alkalmas
rendezésére olyan hdromszogmatrix, amelynek a f64tl6jan csupa +1 4ll, akkor a Cramer-
szabdly miatt C invertélhato, s igy
{ealA] = n}

szintén az n-edfokd homogén szimmetrikus fiiggvények egy Z-bézisa lesz. Ekvivalens
modon az is elegendd, ha a A particiokat rendezziik a célnak megfeleléen. A 2.4.11. Lemma
megoldja ezt a feladatot, tehat az adott fokszamu altaldnositott elemi szimmetrikus polino-
mok is Z-bézist alkotnak.

Kovetkezoként beldtjuk ugyanezt a

{mu][A] = n}
halmazra. Mivel
[{m M =n}| = [{ev[Iv]=n}],
igy elég azt belatni, hogy a h)-k generatumaban benne vannak az e,-k, és forditva. Ehhez

elegendd megmutatni, hogy hogy minden e, felirhat6 a h;-k egy polinomjaként és forditva.
Ez utébbi konnyen adédik n-re vonatkozd teljes indukcidval a

n

Y (=1)ehyr =0

r=0
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osszefiiggésbdl (2.1.18. Allitas).
Ugyanezen elv alapjan konnyen l4thatd, hogy az adott fokd Schur-polinomok is Z-bazist
alkotnak; ti. a 2.4.6. Allitas szerint

Sk = Z K;wmlu N
A

ezért minden s) benne van az m,-k generadtumaban, s igy egyuttal a &,-k generdtumdban is.
Masrészt a 2.4.7. Allitasban belattuk, hogy

h?u = Z K,u?us/.l 5
u>A

ezért a hy -k is benne vannak az s,-k generdtumdban. Tehat a két generdtum megegyezik, igy

{sal M = n}
Z-bazis.
Végiil ellendrizziik, hogy a Newton-féle hatvanydsszegek (Q-bazist alkotnak. Ezt onnan
lehet egyszertien latni, hogy az

n
nhy, = Z prin—r

r=1
Osszefliggésbdl n szerinti indukcidval adédik, hogy a pj-k és a hy-k generdtuma megegye-
zik. O

2.4.11. LEMMA A fenti tétel jeloléseivel

ey = m;;FZc;NmV ,
v

ahol ¢y, € N és az 0sszegzés azokon a v particickon fut végig, amelyek kisebbek A-ndl a
lexikografikus rendezésben (ahol x1 < xp < ...).

B1ZONYITAS Szokas szerint legyen

A= (oo tt)
Definicié szerint
. m mp My
e;\‘—el 62 '...'ek 9

ahol

m; = mi(A) = A —Aig1
és m; (7_\,) al partici6 i-vel megegyezd elemeinek a szdma. Ha kifejtjiik a szorzatot, monomok
egy bizonyos 0sszegét kapjuk; ugyanezeket a monomokat a lexikografikus rendezésben
vizsgaljuk, a kifejezés f6tagja éppen

le(xle)mz '---‘(X]...xk)mk = xi"l ._._,x]i‘k — x?u

lesz.

Mivel e;- szimmetrikus polinom, ezért ebbdl mar kovetkezik, hogy az m, 1 egyiitthat6val
szerepel a monomidlis szimmetrikus polinomok bédzisdban torténd kifejtésben, mig a tobbi v,
amire my, még szerepelhet, kisebbek A-ndl a lexikografikus rendezésre nézve. O
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2.4.12. MEGJEGYZES Fontos észben tartani a kiilonbséget XM ésa Schur-polinomok defini-
ci6jaban szerepld x! kifejezés kozott.

A szimmetrikus fiiggvények alaptételének egyik f6 kovetkezménye, hogy barmely bazis
elemei kifejezhetok barmely masik bazis elemeinek egész egyiitthatds linedris kombinacio-
jaként. A fentiekben (2.4.6. és 2.4.7. Allitas) mar konkrétan kiszdmitottunk bizonyos bazis-
transzformdcidkat; nemsokara megadjuk a nevezetes bazisok kozti 0sszes transzformaciot.

2.4.13. MEGJEGYZES A szimmetrikus fliggvények alaptétele szerint
A~ Z[hy,hy,...] = Zley,e,...]

mint gylirlik, azonban két esetben a fokszdmoz4s eltérd.

A kovetkezSkben megvizsgaljuk a szimmetrikus polinomok Z-modulusdnak, A,-nek a
nevezetes bazisok kozti bazistranszformacioit.

A tovédbbiakban olyan matrixokkal foglalkozunk, amelyek sorait és oszlopait egy n
pozitiv egész particidival indexeljiik. Az n szdm particidit a forditott lexikografikus rendezés
szerinti sorrendben adjuk meg. J-vel jeloljiik az alabbi mdédon definidlt Gn. transzpozicids
matrixot, azaz

P ha A = u
M0 egyébként.

Legyenek (uy ) és (vy ) két olyan Z-bdzisa A"-nek, melyeket n particiéival indexeliink. Jelolje
M(u,v) az

u) = ZMMUVIU
M

bazistranszformdacié matrixat. Ekkor M (u,v)-t az (uy) bazisrdl a (vy) bazisra valé attérési
matrixnak is nevezziik. Mivel (uy) és (v)) Z-bdzisok, ezért M(u,v) egy egész értékd,
nemszingularis matrix.

Tekintsiitk most A, négy nevezetes bazisit: az n-edfoku éltalanositott elemi, illetve

teljes szimmetrikus polinomokat, a Schur-polinomokat, illetve a monomidlis szimmetrikus
polinomokat.

Egyszerli szdmoldassal igazolhatd, hogy ezen bazisparokhoz tartozd 4ttérési matrixokat
ki lehet fejezni a K = M(s,m) Kostka-matrix és a J transzpoziciés mdtrix segitségével. A
kovetkezd tablazat u-adik sordban és v-edik oszlopdban oszlopaban az M (u,v) attérési matrix
all.
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78
e h m s
e Id KTJ(kT)~V | KTJK | KTJ

h| KTJ(KT)~! Id KT’k | KT

m| KWKV kN(KDH) ] 1d | K!

s | JKT)T! (k1)1 K Id

A fejezet hatralevsd részében egy igen érdekes jelenséget vizsgdlunk meg, egy, a
szimmetrikus fiiggvények terén definidlt skalarszorzatot. Maga a definici6 igen egyszerd.

Mivel a Schur-polinomok a szimmetrikus fiiggvények egy Z-bédzisat alkotjdk, az a
kikotés, hogy ortonormalt bazist alkossanak, egy joldefinidlt skaldrszorzatot ad A-n:

(51,5 >d§f 1 hal=upu
T 0 egyébként.

Rogton felmeriil, hogy szeretnénk tudni a nevezetes fliggvényrendszerek elemei kozti
szorzatokat.
2.4.14. ALLITAS Legyenek A u particick. Az eddigi jelilésekkel
<h7\.7m,u> = 87»/1 y
(Proow) = z2(X)-8y,
ahol .
O GEY

i>1

B1ZONYITAS A bizonyitds mindkét esetben mechanikus; felirjuk a szerepld szimmetrikus
fliggvényeket a Schur-fiiggvények éaltal alkotott bazisban, majd a bilinearitds segitségével
kiszdmitjuk a megfelel6 skaldrszorzatokat. A két allitds koziil az elsot részletesen végigsza-

moljuk, a mdsodikat meghagyjuk feladatként.
Az emlitett terv szerint frjuk fel /i (x)-et és my(y)-t az s bazisban:

h(x) = Y apsv(x)
my(y) = Zb,uKsK(y)7
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Ekkor

Lm0 = L (Zaws) (Lo

A A
= Z Ay biesy () sk (y)

ALK,V

= Z (Zav;bb)ﬂ(> sv(x)sk(y) -

KV O\ A

Korédbban mar lattuk (1d. 2.1.24. Tétel), hogy

Y m@)m(y) = Y sn(x)s () ,
A A
ahonnan felhasznalva, hogy az sy (x)su(y)-k Z[xi,...,x,] felett is linedrisan fiiggetlenek,

kapjuk, hogy Z 5,
ayabix = Ovk
A

Ebbdl gyorsan kovetkezik, hogy
(o, my) = <Z Ay Sy (x), Z buxsk(y))
v K

= Y apvbuc(sv(x),5¢(»))

= Oy -
Legyen (uy) és (v)) két olyan Z-bazisa A,-nek, amelyeket n particidival indexeliink.
Jelolje T'(u,v) a

def
T)u,,u = <u7wvl.l>

Osszefliggéssel definidlt matrixot. A kovetkezd tdbldzat u-adik sordban és v-edik oszlopdban
a T (u,v) skaldrszorzatmatrixot frtuk fel:

e h m Ky
e | JKKTJ | JTKKT | J KTJ
h | KKTJ | KKT 1 KT
m|J 1 (KT 'k | k7!
s | KTJ KT K~! 1
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Végezetiil tekintsiik az

o:A — A
sy = Sx
hozzarendelés éltal meghatarozott linedris transzformdciot, ami egy uj, érdekes struktirat ad

meg a szimmetrikus fliggvények gytrtjén.

2.4.15. ALLITAS Az @ : A — A homomorfizmus egy izometrikus gyiirithomomorfizmus a
(, ) skaldrszorzatra nézve, emellett

o) =e,, é o(p) = (—D)E*Dp,

BIZONYITAS Az ®: A — A linedris leképezés izometrikus, mivel az s Schur-fiiggvények
altal alkotott ortonormalt bazist ugyanabba az ortonormalt bazisba viszi, igy megdrzi az adott
skaldris szorzatot.

Ahhoz, hogy ® gytirithomomofizmus legyen, be kell 14tni, hogy szorzattarté (a multipli-
kativ egységet ldthatdan megtartja). Mivel ® linedris transzformacio,

08y - Su) = ZCMSV :ZCXIU(D(SV),
v
ezért
08y, - Sy) ZCMSV = Zcrsv :

Utébb kihaszndltuk, hogy
&Y o=¢)
A Mo

lényegében a Littlewood—Richardson-egyiitthatok definicidja miatt. Ebbdl kovetkezik, hogy
O(sy, - su) = 5353 = O(s52)O(s)

vagyis ® valéban szorzattarto.
Az

w(hy) = e,
egyenldség kozvetlen szamolassal adédik a
o(hp) = O(s(p) = S1,1,..,1) = €p

Osszefliggés és az ® leképezés szorzattartd volta miatt.

7 2

Ismét csak m gytirthomomorfizmus volta miatt a

o(py) = (-DEHDp,

allitas visszavezethet6 a
o(ps) = (=1)""'ps
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egyenldségre. Ez utébbi viszont teljes indukcidval kovetkezik a
nen(x) — pr(x)en—1(x) +---+(=1)"pa(x) = 0
nhy(x)—---—pp(x) = 0
azonossagokbdl (1d. 2.1.20. Allitas és 2.1.21. Feladat). O
2.4.16. FELADAT Az o involiicio felhaszndldsdval mutassuk meg, hogy
k

[T +xy)) = ;mx(x)ex(y) = ;Sx(x)sx(y) :

/
i=1j=1

2.5. Szimmetrikus polinomok egyiitthatoéi

Ennek az alfejezetnek a témdja szimmetrikus polinomok egyiitthatdinak a vizsgalata. Az itt
szerepld eredményeknek fontos szerepe lesz a szimmetrikus csoport karaktereire vonatkozé
Frobenius-féle formula bizonyitdsdban. Tekintsiik az m-valtozos egészegyiitthatds polino-

mok Z[xy, ..., x| gylrdjét. Egy tetszSleges, legfeljebb m sorbdl dll6 A particié esetén jelolje
X az

xi“ X
monomot.

2.5.1. DEFINICIO Ha f m-vdltozds szimmetrikus polinom, A egy legfeljebb m sorbdl dllé
particio, akkor legyen

[fIa

az x* monom egyiitthatdja f-ben.
2.5.2. MEGJEGYZES Mivel f szimmetrikus, [f]; az 6sszes

Al A

o(1) " Fo(m)

X
alakd monom f-beli egyiitthatdja is egyben (¢ € S,).
2.5.3. DEFINICIO Legyen A egy legfeljebb m sorbdl dllo particié. Ekkor jelolje

AL g tm—1 Mt m—2,... A) -

2.5.4. MEGJEGYZES Mivel A partici6 volt, minden 1 <i <m— 1 esetén A; > A; ;. Emiatt
minden 1 <i<m—1-re
hi+(i—1) > hip1+(i—2),
igy Ais egy partici6, amelynek legfeljebb m sora van.
Az alfejezet £6 célja az aldbbi tétel igazolésa.
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2.5.5. TETEL Legyen f egy tetszoleges n-edfokii m-vdltozos szimmetrikus polinom. Ekkor

x—Z A fla

ahol A az m-vdltozos Vandermonde-féle determindns.
A tétel bizonyitdsa az alabbi észrevételen alapszik.

2.5.6. LEMMA Ha f tetszdleges szimmetrikus polinom, akkor

f= ;[A-f]x s

BIZONYITAS Mivel x* egylitthatéja A - sy-ban 1, és az s, polinomok a szimmetrikus
polinomok egy Z-modulusbazisét alkotjak,

Sy = Z[A'sk]ﬂs,u .
u

Legyen f kifejtése az s, bazisban
f=Y oas.
A
Ekkor
f= Y ous
A

= ZQA[A s\
Ay

- (g )

AN

A [A- f]u kifejezés linedris f-ben, igy

f= Z Zo‘hsh Sy = Z[A “flasu

u

Mivel a Schur-polinomok a szimmetrikus polinomok egy egészek feletti bazisat alkotjak, Az
S elem két eldéllitasaban szerepld egylitthatoknak paronként meg kell egyezniiik. Emiatt

ay = [Af][la

vagyis a lemma 4llitasét belattuk. O
A tétel igazoldsa az iménti gondolatmenet egy alkalmazésa.

BI1ZONYITAS (2.5.5. tétel) ElGszor is, vegyiik észre, hogy definicié szerint

=Y [flam, .
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Masrészt az el6z6 lemma alapjin

f=Y A flasu -

u

Az eddigi informacidinkat Osszerakva

o= YA flas

u

= ;[A'f]ﬁ (;pr’"x>
_ z(;mm-ﬂﬂ) .

A
Ebbdl az my, polinomok linedris fiiggetlensége miatt adédik a tétel allitasa. O

2.5.7. MEGJEGYZES A szimmetrikus fiiggvények tanulmanyozdsa sordn megismert skalar-
szorzat segitségével

[A-fln = (sa, ) -

2.5.8. FELADAT Legyen po egy Newton-féle dltalanositott hatvdnyosszegpolinom, o =
(O, 00), Y1 i =n, A,y az n szdm két tetszdleges rogzitett particidja. Az alfejezet
eredményeinek segitségével igazoljuk, hogy

1

Zm[A'Pa]X[A ‘Polp = Oy -

Szimmetrikus polinomok egyiitthatéi kozotti tovabbi 6sszefiiggésekért 1d. [13, Appendix
A.l].
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3. fejezet

A szimmetrikus csoportok
reprezentacioelmélete

A szimmetrikus csoportok a matematika legalapvet6bb objektumai kozé tartoznak, 1énye-
gében a matematika minden teriiletén és az elméleti fizikdban is fontos szerepet jatszanak.
Ily médon az is vildgos, hogy fontos a szimmetrikus csoportokat j6I megismerni, amibe
a reprezentdcidelméletiik értelemszerlien beletartozik. A fejezet sordn ezt a feladatot
végezziik el; az eddig felhalmozott ismereteink segitségével lefrjuk a szimmetrikus csoportok
irreducibilis reprezentacioit a komplex szamtest felett, €s Frobenius nyoman kiszdmitjuk az
irreducibilis reprezentaciokhoz tartozé karaktereket.

3.1. Reprezentacioelméleti alapismeretek

Az alfejezet sordn atismételjiik a csoportok reprezentacidelméletének alapfogalmait. Feltéte-
lezziik, hogy az olvasé rendelkezik idevago ismeretekkel. Ehhez kapcsoldddan hasznos lehet
a [13L,[25],[26], [35], [21], [8], [10], [32] konyvek valamelyikének az idevagd fejezeteit
atnézni. Az éttekinthetdség novelése érdekében hasznédlni fogunk elemi kategdriaelméleti
fogalmakat (kategoria, funktor, kategéridk ekvivalencidja, stb.). Amennyiben ezek nem
lennének ismertek, példdul a [28] vagy a [37] miivekbdl gyorsan el lehet sajatitani Sket.

Legyen tehat G egy csoport, nem feltétleniil véges. Mi a G csoportnak a komplex szamtest
felett értelmezett reprezentdcidival fogunk foglalkozni. Ez egydltalan nem sziikségszerd,
csoportok véges test feletti vagy a raciondlis szamtest feletti reprezentacidinak vizsgélata a
modern matematika igen fontos teriilete. Mivel azonban szamunkra a komplex test feletti
elmélet az érdekes, nem fogunk azzal t6rddni, hogy az éllitdsaink koziil melyik milyen
altalanossdgban allja meg a helyét.

A haszndlt terminoldgia rogzitése érdekében idézziik fel az alapvet6 definicidkat.

3.1.1. DEFINICIO A G csoport egy (linedris) reprezentacidja egy (p, V) rendezett pdr, ahol
V egy C-vektortér,

p:G— GL(V)
pedig egy csoporthomomorfizmus. Egy reprezentdciot igen gyakran csak a hozzdtartozo
homomorfizmussal jeloliink.
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Legyenek (p,V),(6,W) a G csoport reprezentdcioi. Egy
@:(p,V) = (o, W)

reprezentdcidk kozti homomorfizmus vagy leképezés egy olyan ® € Homg (V,W) linedris
leképezés, amelyre a
V-—2-w
P(g)l o(g)
V"W
diagram kommutativ minden g € G esetén. A csoporthatds jelélésére a p(g)(v) avagy — ha
nem kivdnjuk a reprezentdciot megnevezni — g.v vagy g(v) jeloléseket haszndljuk.
Egy (p,V) reprezentdciot véges dimenzidsnak neveziink, ha dimgV < oo.
A (p,V) és (0,W) reprezentdcidkat izomorfnak tekintjiik, ha léteznek olyan @ : (p,V) —
(o,W) és¥:(o,W)— (p,V) leképezések, amelyekre

(Wo@)((p,V)) = (p,V) és (Po¥)((o,W)) = (o,W).
Mi reprezentacio alatt csakis linedris reprezentaciot értiink, ezért ezt a tovabbiakban nem
fogjuk kiilon hozzétenni.

3.1.2. FELADAT Mutassuk meg, hogy egy adott G csoport reprezentdcioi a reprezentdciok
kozti leképezésekkel mint morfizmusokkal egy kategoridt alkotnak. Pontosabban fogalmazva
igazoljuk az aldbbiakat.

1. Ha (p,V),(c,W), és (t,U) a G csoport reprezentdcioi, ® : (p,V) — (6,W) és ¥ :
(6,V) — (t,U) leképezések, akkor a W o® : V — W linedris leképezés a (p,V) és

(t,U) reprezentdcick kozti homomorfizmust ad meg.

2. Ha ®,%Y, A reprezentdciok kozti leképezések, akkor

(PoW)oA = Do (PoA).

3. Tetszoleges (p,V) reprezentdcio esetén 1d, d:efldv € Homc(V,V) egy (p,V) — (p,V)
leképezést ad meg. Ha ® : (p,V) — (o,W) egy leképezés, akkor

Poldy = Idgo® = P .

3.1.3. FELADAT lIgazoljuk, hogy a G csoport véges-dimenzios reprezentdcioi a koztiik lévo
morfizmusokkal szintén egy kategoriat alkotnak.

3.1.4. DEFINICIO A 3.1.2. Feladatban konstrudlt kategoria a G csoport reprezentdcioinak
a kategoridja. A jele Rep”(G). A G csoport véges-dimenzids reprezentdcidinak a
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kategoridjdt Rep(G)-vel jeloljiik. Ha (p,V),(c,W) € Rep(G) (vagy € Rep”(G), akkor
Morg((p,V),(c,W)) vagy egyszeriien csak Morg(p, o) jeloli a (p,V)-bél (6,W)-be mend
reprezentdciok kozti leképezések halmazdt.

A 3.1.3. Feladat allitdsat ugy szokds fogalmazni, hogy a G csoport véges-dimenzids
reprezenticiéi Rep™(G) egy teljes részkategéridjat alkotjak.
3.1.5. PELDA Egy kozismert reprezenticié az aldbbi: legyen G = Mat,(C)* az n X n-es
invertdlhat6 komplex elem( matrixok csoportja, V = C". Ekkor az

A (vi>A-v) (AeMat,(C)*,veV)

hozzarendelés a Mat, (C)* csoport egy reprezentacidja.
3.1.6. PELDA Tetsz6leges G csoport és tetszGleges V vektortér esetén 1étezik a (1y,V) €
Rep(G) un. trividlis reprezentacid, amelyre

def
ly(g) = Idy

minden g € G-re.
3.1.7. PELDA Egy madsik kozismert példa a permutdciok paritdsa. Ezt gyakran alterndl6

L .y s 1 def . L g
reprezentdcionak is hivjak. Legyen G = S geS,az 1,2,... ,nszamok egy permuticidja, V
tetsz6leges. Ekkor tetsz6leges V vektortér esetén

ay(g) =

def ] —Idy  ha g pératlan permutaci6
Idy ha g paros permutéci6

az n-edfoku szimmetrikus csoport V-n értelmezett alternalo reprezentacioja.

A fenti két példaban koz0s, hogy nem sokat drulnak el az adott csoportrdl, hiszen a
csoportelemek nagy része a reprezentdcié mint homomorfizmus magjdba keriil.

3.1.8. DEFINICIO Egy (p,V) € Rep(G) reprezentdcio hiiséges, ha kerp = idy, azaz p
injektiv linedris leképezés.

Fontos kérdés, hogy vajon egy adott csoportnak van-e hiiséges reprezenticidja. Az aldbbi
konstrukcid6 ezt teljes dltaldnossdgban megoldja.

3.1.9. PELDA (CAYLEY-FELE REGULARIS REPREZENTACIO) Legyen G tetszSleges cso-

port,
Ve & @D Chy
heG
egy G elemszdmdval megegyez6 dimenzidji komplex vektortér, ahol a koordindtikat G
elemeivel jeloljiilk. Mdas néven legyen Vi a G-hez mint halmazhoz tartozé szabad C-modulus.
Azok az e, € Vi elemek, amelyeknek a g csoportelemhez tartoz6 koordinétdja 1, az 0sszes
tobbi pedig 0, a Vi vektortér egy bazisat alkotjak.
A G csoport (y,V) reguldris reprezentdciéjat az alabbi médon definidljuk. Ha g € G,

akkor
def

Yo (g)(en) = egh -
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Ezzel eldirtunk egy 7vg fiiggvényt Vi egy bazisan. A szabad modulusok univerzilis
tulajdonsdagdbdl kovetkezik, hogy ez a meghatdrozds egyértelmiien megad egy Ys(g) €
Homc (Vi, Vi) linedris transzformaciét. A G-beli csoportmiivelet asszociativitdsabol adodik,
hogy Y6 : G — GL(Vg) szorzattart6; rogton ldtszik az is, hogy 1¢ Vi identitdsdra képzadik.
Belattuk tehat, hogy Ys a G csoport egy reprezenticidja.

Amennyiben g # 1 tetszdleges csoportelem, akkor

Y6(8)(e1) = eq

tehdt y(g) # Idy,, vagyis Y¢ htiséges.
3.1.10. MEGJEGYZES Térjiink vissza rovid idére a csoportreprezenticiok definiciéjdhoz.
Eszerint egy (p,V) reprezentdcié nem mds, mint egy

p:G— GL(V)

csoporthomomorfizmus. Ezt ekvivalens médon ugy is mondhatjuk, hogy a V' vektortéren egy
G-modulus struktdrat értelmeziink, azaz G minden g elemére megmondjuk, hogy hogyan
lehet vele V elemeit szorozni:
def
gv=pE)N).

Innen mdar csak egy 1€pés a csoportreprezenticiok és a CG csoportalgebra feletti
modulusok kozti 0sszefliggés felismerése. Ehhez el8szor is emlékeztetiink arra, pontosan
mit értiink csoportalgebra alatt.

3.1.11. DEFINICIO Legyen G tetszdleges csoport, R tetszéleges' kommutativ gyiirii. Az RG
csoportalgebra a G halmazon vett szabad R-modulus az aldbbi szorzatstruktirdval elldtva.
Jelolje e, az RG szabad modulus g-nek megfeleld elemét. Ekkor az
def
eg-ep = egp
hozzdrendelés egyértelmii linedris kiterjesztése egy R-bilinedris miiveletet ad meg RG-n. Ez
lesz RG multiplikativ struktiirdja.

3.1.12. MEGJEGYZES Az RG csoportalgebra egy eleme ), rge, alakba irhatd, ahol rp € R
minden g € G-re. Amennyiben G nem véges csoport, akkor az r, egyiitthatok koziil legfeljebb
véges sok lehet nullatdl kiilonbozs.

3.1.13. MEGJEGYZES Tetsz6leges R kommutativ gy(rd esetén egy M RG-modulus nem
mds, mint egy V R-modulus és egy rogzitett

RG — Endg(V)

R-algebrahomomorfizmus, amely megadja, hogy RG elemeivel hogyan szorzunk.

3.1.14. FELADAT Igazoljuk, hogy RG az imént definidlt miiveletekkel egy R-algebra.
Bizonyitsuk be, hogy RG pontosan akkor kommutativ, ha G az.

A tovabbiakban a komplex test feletti csoportalgebrak fognak minket érdekelni. A CG
algebra feletti baloldali modulusok kategéridgjat CG — Mod jeloli.
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3.1.15. ALLITAS Legyen G csoport. Ekkor minden (p,V) € Rep™(G) reprezentdcio
meghatdroz egy My € CG — Mod bal-CG-modulust; tetszéleges M bal-CG-modulushoz
hozzd tudjuk rendelni a G csoport egy (py,M) komplex reprezentdcidjdt, amelyhez tartozo
vektortér maga M. A két hozzdrendelés egymds inverze.

B1ZONYITAS Legyen (p,V) € Rep™(G); M, egy olyan baloldali modulus lesz, amely

alapjdul a V vektortér fog szolgdlni. Ha o &ef Y gcGOge, a csoportalgebra egy eleme

(o, € C),v € V, akkor legyen

oy = (Y oge) b Y op(e)(v) -

geG geG

Kozvetlen szamoldssal ellendrizhetd, hogy M, valéban egy baloldali CG-modulus.
Megforditva, legyen M € CG —Mod, és tekintsiik M-et mint komplex vektorteret. A

pm : G — GL(M)

csoportreprezentaciot az aldbbi médon definidljuk: ha g € G, akkor legyen py(g) a g-vel valé
szorzds mint M linedris automorfizmusa. Fontos észrevenni, hogy M egy tetszdleges elemével
valé szorzds M-nek csak egy endomorfizmusa lesz, azaz nem feltétleniil invertdlhatd;
esetiinkben azonban a g~ '-gyel val6 szorzds mint linedris transzformécié py(g) kétoldali
inverze. Rogton kovetkezik M CG-modulus voltabol, hogy pys egy csoporthomomorfizmus.

Azt, hogy a két konstrukcié egymads inverze, legtomorebben az aldbbi médon gondolhat-
juk meg. A 3.1.13. Megjegyzés alapjan egy CG-modulus egy olyan C-vektortér, amelyen
adott egy CG — GL(V) C-algebra homomorfizmus. Mivel az e, (g € G) elemek (amelyeket
G elemeivel azonosithatunk) CG egy bazisat alkotjdk, a fenti C-algebrahomomorfizmust az
e, elemekre val6 megszoritisa egyértelmilien meghatédrozza. a

3.1.16. TETEL Tetszdleges G csoport esetén a 3.1.15. Allitdsban megfogalmazott megfe-
leltetés ekvivalencidt létesit a Rep™(G) és CG —Mod kategdridk kozott. Hasonloképpen
Rep(G) ekvivalens a véges-dimenzids baloldali CG-modulusok kategdridjdval.

BIZONYITAS A 3.1.15. Allitds bizonyitdsa sordn megadtunk egy

£ : ObRep™(G) — ObCG —Mod
és egy
R : ObCG —Mod — ObRep™(G)

megfeleltetést, amelyek izomorfizmus erejéig egymads inverzei. Még azt a kérdést kell
rendezni, hogy mi torténik a morfizmusokkal, vagyis a &, ¥ megfeleltetésekbdl funktorokat
kell gyartani. Vegyiik észre, hogy ha ®: (p,V) — (o, W) egy reprezentaciok kozti leképezés,

akkor @ rogton egy CG-modulushomomorfizmus is egyben: legyen o def Yeecrgeg € CG,
v €V tetszbleges. Ekkor

oV = (Z re€y) b Z r¢p(8)(v)

geG geG
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ésa

diagramok kommutativitdsa miatt

Plav) = DY rep(s)(v))

geG

= ) ®(p(e)(v)

geG

=) r0(8)(®(v))

geG

= (18€Greo(2)(2(v)

= B,

amint azt allitottuk; ®-t mint CG-modulushomomorfizmust £(P)-vel jeloljik.

Megforditva, legyen ¥ € Homcg—mod(V, W), és tekintsiik -t mint C-linedris leképezést,
jelolje p és 6 a 3.1.15. Allitisban V-hez, illetve W-hez hozzdrendelt reprezenticidkat.
Vilasszunk egy tetszbleges g € G elemet. Ekkor

p(e)(v) =gvv=regvv,
és
o(g)(w) =gww=egww,

amibdl
¥(p(g)) = ¥legvv) = egw¥(v) = o(g)(¥(v))

kovetkezik, hiszen W egy CG-modulushomomorfizmus, igy a csoportalgebra elemeinek
hatdsdval felcserélhetd. Ezzel belattuk, hogy W megvaldsit egy reprezenticiok kozti
leképezést, ebben a minGségében R (V)-vel jeloljiik.

Mivel mind ‘E, mind & egy morfizmust mint vektorterek kozti linedris leképezést
valtozatlanul hagynak, rogton adodik, hogy

f(q)zoq)l) = ‘Z(@Q)Of(q)l) y 'E(Idv) = IdV y
és
R(Pr0%¥)) = E(¥,) 0 E(¥), E(Idy) = Idy ,
azaz E és R funktorok. A 3.1.15. Allitds szerint
R(E((p,V))) = (p,V) és E(R(M)) =M ,

tehét az £ és R funktorok valéban megadnak a Rep™(G) és CG — Mod kategéridk kozt egy
ekvivalencidt. O
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3.1.17. MEGJEGYZES Az iménti tételnek van egy rendkiviil fontos kovetkezménye: tetsz6-
leges, CG-modulusokra értelmezett konstrukciét gondolkodas nélkiil atvihetiink a G csoport
reprezenticidinak korébe. Innent6l kezdve vildgos, hogy mit tekintiink két reprezenticid
direkt 0sszegének, tenzorszorzatanak, dudlisdnak, stb. Ezt a gondolatmenetet a kovetkezd
fejezetben a gyakorlatba is 4tiiltetjiik.

3.1.18. MEGJEGYZES Legyen G csoport, M1, M; baloldali CG-modulusok. Ekkor képez-
hetjiik M és M, direkt 6sszegét, amelyet szokds szerint M| @ M»-vel jeloliink. Mint vektortér
M| &M, az M| és M vektorterek direkt 0sszege, amin a CG csoportalgebra koordindtdnként
hat: ha a € CG, m; € M, my € M, akkor

o-(mp,mp) = (0-myp,0-my) .

A 3.1.16. Tételnek megfelelGen rogton adédik a G csoport (py,Vy),(p2, Va) reprezenticidinak
direkt 0sszege: g € G, v € V| és vy € V, esetén

(P1®p2)(vi,v2) = (P1(g)(v1),p2(g)(v2)) -

Alapvetd jelent6ségli kérdés, hogyan tudjuk egy adott csoport reprezenticioit ,,egysze-

riibb” részekbdl Osszerakni. Az aldbbi definicié természetesen tetszleges gyfir(i feletti
modulusokra valtozatlanul érvényben marad.

3.1.19. DEFINICIO Egy M € CG — Mod modulust irreducibilisnek (vagy egyszerlinek)
hivunk, ha nincsen valodi (azaz a 0-tol és onmagdtol kiilonbozd) részmodulusa. Azt
mondjuk, hogy M felbonthato, ha léteznek My, M, = 0 modulusok, amelyekre M ~ M| & M.
Ha M nem felbonthato, akkor felbonthatatlannak nevezziik.

A 0 modulus gyakran nem szoktdk irreducibilisnek tekinteni.

3.1.20. MEGJEGYZES A definici6 azonnali kovetkezménye, hogy egy irreducibilis CG-mo-
dulus felbonthatatlan. Megforditva viszont dltaldban nem igaz: egy felbonthatatlan modulus
gyakran nem irreducibilis. A reprezenticidelmélet egyik alapproblémadja a felbonthatatlan és
irreducibilis modulusok kozti kiilonbség vizsgalata.
3.1.21. PELDA Egy jol ismert példa felbonthatatlan de nem irreducibilis modulusra: tekint-
siik az egész szdmok Z gy(riijét mint onmaga feletti modulust; Z tdvolrdl sem irreducibilis,
d7Z < 7 nemtrivialis részmodulus minden d # 0,41 egész szdm esetén, amely nem direkt
Osszeadanddja Z-nek.

Ez utébbit a kdvetkezd mddon lehet egyszertien belatni: mint 1-rangi torziomentes Z-
modulust Z-t nem tudjuk két nemnulla Z-modulus direkt dsszegeként eldéllitani a végesen
generdlt abel-csoportok alaptétele miatt.

3.1.22. FELADAT Legyen V = C", és tekintsiik az n X n-es invertdlhato felsé hdromszog-
mdtrixok B, C Mat,(C)* csoportjdat. A kordbban ldtottak alapjin V egy CB,-modulus a
mdtrixszorzdsra nézve. Igazoljuk, hogy V egy felbonthatatlan, de nem irreducibilis CB,-
modulus.
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3.1.23. DEFINICIO Legyen (p,V) € Rep™(G), W C V egy altér. Azt mondjuk, hogy W
p-invaridns, ha minden g € G esetén

p(g)(W) CW.

s s ey

megszoritasdnak hivjuk.

3.1.24. MEGJIEGYZES Mivel p(g) invertdlhaté linedris transzformdcid, a p(g)(W) C W
feltételbol rogton p(g) (W) = W is kovetkezik.

3.1.25. MEGJEGYZES Vegyiik észre, hogy egy W C V altér pontosan akkor invaridns, ha
W CV rész CG-modulus a p-bél szarmaztatott CG-modulusstruktirara nézve.

3.1.26. FELADAT Legyen 0 : (p,V) — (0,W) egy G csoport két reprezentdcidja kizti
homomorfizmus. Mutassuk meg, hogy ker¢ <V és im¢p < W egyardnt invaridns alterek
az adott G-modulusstruktirdkra nézve.

3.1.27. DEFINICIO Legyen G tetszdleges csoport, (p,V) € Rep”(G). A p reprezentdciot
irreducibilisnek hivjuk, ha nincsen valodi részreprezentdcioja, telbontathaténak, ha elodll
mint két valodi részreprezentdcio direkt osszege, és felbonthatatlannak, ha ez utébbi nem

fordul elé.

3.1.28. MEGJIEGYZES Egy (p,V) reprezentacié pontosan akkor irreducibilis, ha nincsen
valédi invaridns altere.

3.1.29. MEGJEGYZES Térjiink vissza egy pillanatra a kordbban definidlt (3.1.6., illetve
3.1.7.) un. trividlis és alterndl6 reprezentdciokra. Ezek pontosan akkor voltak irreducibilisek,
ha az alapul szolgal6 vektortér egydimenzids volt. Emiatt dltaldnos szokds, hogy trivilis,
illetve alterndl6 reprezentacio alatt az egydimenzids vektortéren vett véltozatokat értik.

A nemkommutativ gy(riik feletti modulusok vizsgédlatdban kulcsfontossdgu szerep jut az
un. féligegyszeri modulusoknak.

3.1.30. DEFINICIO Legyen R tetszbleges nem feltétleniil kommutativ gyiirii, M bal-R-
modulus. Azt mondjuk, hogy M féligegyszerd, ha egyszerii modulusok direkt osszege.

3.1.31. MEGJEGYZES Az iménti definicié alapjan a O modulus féligegyszeri. Egy M R-
modulus pontosan akkor féligegyszer(i, ha minden részmodulusa direkt dsszeadando.

Altaldban is nagyon fontosak azok a gyfir(ik, amelyek felett minden bal-R-modulus
féligegyszert.
3.1.32. DEFINICIO Egy R gyirit féligegyszerlinek hivunk, ha minden bal-R-modulus
féligegyszerii.
3.1.33. MEGJEGYZES A féligegyszeri gyirik haszna tobbek kozt abbdl fakad, hogy a

felettiik vett modulusok tanulmdnyozdsat rogton visszavezethetjiik az egyszeri modulusok

vizsgélatara.
Specidlisan féligegyszeri gylirlik felett egy modulus pontosan akkor irreducibilis, ha

felbonthatatlan.
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A féligegyszerl gytriiknek igen sok ekvivalens jellemzése van (Id. [25, 1.2 Fejezet]),
ezek koziil szamunkra az aldbbi a legérdekesebb.

sy sy

3.1.34. TETEL Egy R gyiirii pontosan akkor féligegyszerii, ha R mint énmaga feletti bal-R-
modulus féligegyszeri.

BIZONYITAS [25, 2.5 Tétel]. O

3.1.35. MEGJEGYZES Ha R féligegyszeri gy(r(i, akkor az egyszerli bal-R-modulusok
izomorfia erejéig megegyeznek a minimadlis balidedlokkal.

Emellett az in. Wedderburn—Artin-elmélet igen pontosan leirja a féligegyszert gytriik
szerkezetét.

3.1.36. TETEL (Wedderburn—Artin) Legyen R féligegyszerii gyiirii. Ekkor léteznek olyan
r,ny,...,n, pozitiv egészek és Dy, ..., D, ferdetestek, amelyekre

R ~ Mat,, (D) x --- x Mat,, (D) .
Az r szdm egyértelmiien meg van hatdrozva, az (n;, D;) pdrok permutdcio erejéig.

BIZONYITAS [25, 3.5 Tétel]. O

Abban a szerencsés helyzetben vagyunk, hogy egy véges G csoport esetén a CG
csoportalgebra féligegyszeri. Ugyan ez minket kdzvetleniil nem fog érinteni, fontos tudni,
hogy a féligegyszeriiség nem csak a komplex test felett igaz.

3.1.37. TETEL (Maschke) Legyen G véges csoport, K test. Ekkor a KG csoportalgebra
pontosan akkor féligegyszerii, ha charK J|G|.

B1zONYITAS [25, 6.1 Tétel] O

Mostantdl kezdve feltessziik, hogy G véges csoport. A 3.1.33. Megjegyzés alapjan
G komplex reprezentdcidinak ismeretéhez elegendd az irreducibilis reprezentdciok leirésa.
Célunk pontosan ez, az elkovetkezd fejezetek sordn el fogunk jutni a szimmetrikus csoportok
irreducibilis reprezentacidinak meghatarozaséhoz.

Egy azonnal tisztazando kérdés az altalunk vizsgalt véges-dimenzids reprezentaciok irre-
ducibilis részreprezentacidkra torténd felbontdsanak egyértelmtisége. Maschke tétele alapjan
minden reprezenticié féligegyszerl, tehdt valéban felbomlik irreducibilis reprezenticiok
direkt 6sszegére. Amint mindjart latni fogjuk, a felbontds egyértelm, és ez a tény az alabbi
egyszerli megfigyelés kovetkezménye.

3.1.38. LEMMA (Schur-lemma) Legyen G véges csoport, (p,V),(6,W) G komplex irredu-
cibilis reprezentdcioi, ¢ € Morrep(G)((p,V),(0,W)) egy reprezentdcick kozti morfizmus.
Ekkor ¢ vagy izomorfizmus, vagy a 0 leképezés. Ha (p,V) = (c,W), akkor ¢ az identitds
egy konstansszorosa.

B1zONYITAS Mivel ker¢p <V és im¢ < W mindketten invaridns alterek, ker¢ = 0 vagy
ker¢p =V, illetve im¢ = 0 vagy im¢p = W. A lehetséges esetek vizsgdlatdbol rogton
kovetkezik az els6 allitas.
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A masodik allitds igazoldsdhoz fel fogjuk haszndlni, hogy C algebrailag zart. Eszerint
ugyanis ¢-nek van egy o € C sajatértéke V-n, azaz az emlitett o-ra

ker(o —a-Idy) # 0.

Ekkor az els6 éllitds miatt ¢ — o - Idy sziikségképpen a 0 leképezés, vagyis ¢ = o - Idy. O
3.1.39. MEGJEGYZES A Schur-lemma egy ekvivalens megfogalmazdsa az aldbbi: ha
(p,V),(o,W) a G csoport komplex irreducibilis reprezentéicidi, akkor

0 ha(p,V o, W
dim Homg((p, V), (6,W)) = 2 (p.V)# (0. W).
I ha(p,V)~(c,W)
Amint azt az elkovetkezSkben latni fogjuk, a dimHomg((p,V),(c,W)) mennyiség a G
csoport reprezentdacidinak korében a skalarszorzathoz hasonl6 szerepet tolt be.

3.1.40. TETEL Legyen (p,V) a G véges csoport egy reprezentdcidja. Ekkor V-nek létezik

e
& _ yom Dm,
V=v"o.. oV

felbontdsa, ahol a Vi-k pdronként kiilonbozo irreducibilis részreprezentdciok. V egyér-
telmiien meghatdrozza az r szamot, az irreducibilis V; reprezentdciokat, illetve ezek m;
multiplicitdsait.

B1zONYITAS Ha U <V tetsz0leges p-invaridns altér, akkor U-t automatikusan a (p|y,U)
reprezentdcionak tekintjiik.
Tegyiik fel, hogy
V=wW"o . oW

egy irreducibilis reprezentdcidkra torténd felbontds. Tekintsik a V; < V irreducibilis
részreprezentdciot, €s tetszoleges 1 < j < s esetén a ¢ -vel jelolt

Vi VM eV =V =W e a W - W,

kompoziciét. Ez minden olyan esetben a nulla leképezést adja, amikor W; % V;. Mivel V; — V
nem a nulla leképezés, lesz pontosan egy 1 < j <, amelyre V; ~ W;. Beldttuk tehat, hogy
minden 1 < i < r indexhez létezik pontosan egy olyan 1 < j <s, amelyre V; ~ W;. AV-k
és W-k szerepét felcserélve kapjuk, hogy s = r, és a két felbontdsban izomorfizmus erejéig
pontosan ugyanazok az irreducibilis reprezentaciok szerepelnek.
A tétel hatralévo része a
dimHomg(V;,V) = m;

formuldbdl kovetkezik. Ez utobbit az aldbbi médon lathatjuk be: mivel V a V; irreducibilis
reprezentdciok megfeleld multiplicitdssal vett direkt szorzata,

.
Homg(V;,V) =~ @Homg(Vi, @Zz] Vi)
j=1

HomG(‘/ia @Zl;] ‘/l)

12

mi;

€ Homg(V;, V) .
k=1

12
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Igy a 3.1.39. Megjegyzés miatt a lanc két végének dimenzi6jat véve valéban a kivéant allitast
kapjuk. O
3.1.41. MEGJEGYZES Erdemes az el6bbi bizonyitds utolsé 1épését kiilon is megemliteni:
eszerint, ha (p,V') a G csoport egy irreducibilis, (G, W) egy tetszSleges reprezentécidja, akkor

dimc Homg((p,V), (6, W))

a (p,V)-nek a (o,W) irreducibilis reprezentacidkra torténd felbontdsahoz tartozé multiplici-
tasa.

Véges csoportok reprezentdcidinak (illetve altaldnosabban csoportok véges-dimenzids
reprezentdcidinak) vizsgalatdnak az egyik legfontosabb eszkoze a reprezentacio karaktere.

3.1.42. DEFINICIO Legyen G véges csoport, (p,V) € Rep(G). Ekkor a
Xp:G — C
g — Tr(p(g))

hozzdrendelést a p reprezentdcio karakterének nevezziik.

Egy alapvetd észrevétel, hogy egy adott reprezenticié karakterének egy csoportelemen
felvett értéke csak a csoportelem konjugdltosztalyatol fiigg, vagyis a karakterek osztalyfiigg-
vények’: hag,h € G,y a (p,V) reprezentacié karaktere, akkor

x(hgh™") = Trp(hgh™") = Trp(h)p(g)p(h)~" = Trp(g) = x(g) -

A Schur-lemma, illetve a 3.1.39. Megjegyzés ortonormalitasi Osszefliggése a karakterek
korében egy valddi skaldrszorzatot eredményez.

3.1.43. DEFINICIO Jelilje Cc(G) a G-beli konjugdltosztdlyokon értelmezett komplex ér-
tékii fiiggvények vektorterét. Definidlunk a Cc(G) téren egy komplex bilinedris fiiggvényt.
Tetszoleges M, & € Cc(G) esetén legyen

def 1 <

geG

ahol a feliilvonds a komplex konjugdltat jeloli.
3.1.44. FELADAT Ellendrizziik hogy a
(,):Cc(G)xCe(G) — C
M) = |—é| Y M(8)E(s)

geG

hozzdrendelés valoban komplex bilinedris.

’Ha G egy tetszSleges csoport, S egy halmaz, akkor egy f : G — S fiiggvényt osztdlyfiiggvénynek hivunk,
ha f(g) = f(hgh™') minden h € G esetén, vagyis f-nek a g helyen felvett értékét g konjugdltosztilya
meghatarozza.
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A G csoport karakterei és az osztalyfiiggvényeken értelmezett bilinearis fiiggvény kozti
Osszefliggéseket irja le az alabbi kdzponti jelentbségl tétel.

3.1.45. TETEL A Cc(G) vektortéren imént definidlt bilinedris fiiggvény egy skaldrszorzat
(azaz pozitiv definit, specidlisan nemelfajulo), és erre a skaldrszorzatra nézve az irreducibi-
lis reprezentdcick karakterei Cc(G) egy ortonormdlt bdzisdt alkotjdk.

BIZONYITAS [13, 2.2 és2.4] O

3.1.46. FELADAT Mutassuk meg, hogy egy (p,V) reprezentdcié pontosan akkor irreduci-
bilis, ha (Xp,Xp) = 1. Tovdbbd, ha (p,V) tetszbleges reprezentdcio, (6,W) irreducibilis
reprezentdcio, akkor (Xp,Xs) egyenld c-nak a p-beli multiplicitdsdval.

3.1.47. KOVETKEZMENY A G csoport irreducibilis reprezentdcioinak szama megegyezik
a konjugdltosztdlyainak a szdmdval.

Az els6 és egyik legfontosabb kovetkezmény, hogy egy reprezentdciot a karaktere
izomorfizmus erejéig meghataroz. Ezért sokszor kozvetleniil a karakterekkel foglalkozunk
a reprezentaciok helyett.

3.1.48. ALLITAS Legyen G véges csoport, (p,V),(c,W) € Rep(G). Ekkor Xp = Xo
pontosan akkor, ha (p,V) ~ (6,W).

B1zONYITAS Egyfel6l ha (p,V) ~ (c,W), akkor minden g € G esetén p(g) és 6(g) hasonld
linearis transzformaciok (azaz matrixaik hasonldak a baziscseretranszformacion keresztiil), s
igy a nyomuk megegyezik. Ezzel az egyik irdnyt belattuk.

A madsik irdny bebizonyitdsdhoz legyen V = Vleam1 ®---dVIM™ a V reprezentacionak
a 3.1.40. Tételben szerepld felbontdsa irreducibilis reprezenticidk direkt dsszegére. Ekkor
a 3.1.45. Tétel miatt

Xv = miXy, + -+ mYy,
ahol a jobboldalon egyértelmien meg van hatdrozva V dltal. Ekkor viszont a (c,W)-hez

tartozé irreducibilis reprezentacidk és multiplicitdsok megegyeznek a (p,V)-hez tartozékkal,
amibdl (p,V) ~ (o, W) kovetkezik. O

3.1.49. ALLITAS Legyenek (p,V) és (6,W) a G csoport reprezentdcidi. Ekkor

dim@Hom((p,V),(c,W)) = <XP7XG> :

B1ZONYITAS Bontsuk fel mindkét reprezentaciét irreducibilisek direkt 6sszegére. Mivel az
allitasban szerepld képlet mindkét véltozoban additiv a direkt 0sszeg képzésére nézve, elég
abban az esetben igazolni, amikor (p,V) és (o,W) egyarant irreducibilis reprezentdcidk.
Ez viszont rogton kovetkezik az irreducibilis karakterek ortonormalitdsabdl és a 3.1.41.
Megjegyzésbdl. O
Végiil egy egyszerii de fontos médszert mutatunk be linedris reprezentaciok konstrukcio-
jéra.
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3.1.50. PELDA Legyen G csoport, X egy halmaz, o : G — Aut(X) egy csoporthomomor-
fizmus (mésképpen a G csoport egy hatdsa X-en). Az o csoporthatds alapjan készitiink
egy linedris reprezenticiot, a hozzatartozé Un. permutdcioreprezentdciot. Legyen Vx egy
C-vektortér X elemeivel mint bazissal (azaz Vx az X halmazhoz hozzarendelt szabad C-
modulus). Jelolje ex az x € X elemnek megfeleld baziselemet. A pq reprezentédciot az aldbbi
modon adjuk meg: tetszOleges g € G esetén legyen

def
Pa(8)(} Exex) = ) Exeu(g)) -

xeX xeX
3.1.51. FELADAT Ellendrizziik, hogy pe, valoban linedris reprezentdcio.

3.1.52. FELADAT Tekintsiik az X — C fiiggvények komplex vektorterét, legyen tovabbd Q. :
G — Aut(X) egy csoporthatds. Mutassuk meg, hogy az a hozzdrendelés, amely egy g € G
csoportelemhez az

[ (VxeXixm fla(g™) ()

linedris transzformdciot rendeli (ahol f : X — C tetszdleges fiiggvény), a G csoport egy
linedris reprezentdcioja.

Mi az osszefiiggés a most definidlt reprezentdcio, és az 0-hoz tartozo permutdciorepre-
zentdcio kozott?

3.1.53. FELADAT Legyen X egy n-elemii halmaz, G = S,, az n-edfokii szimmetrikus csoport,
o : S, — Aut(X) az identitds. Irreducibilis-e a po, permutdcidreprezentdcio?

A kovetkez6 fejezetekben azzal az alapvet6 feladattal fogunk foglalkozni, hogy egy
adott G (véges) csoport meglévs reprezentacidibol hogyan tudunk djakat késziteni. Két
gyakran hasznalt médszerrel ismerkediink meg, egyrészt a multilinedris algebra eszkozeinek
hasznalatdval (reprezenticidk dudlisa, tenzorszorzata, stb.), masrészt egy H < G részcsoport
reprezentdcidibdl készitett un. indukalt reprezentaciokkal.

3.2. Linearis algebrai konstrukciok

Feltételezziik, hogy az olvasé j6l ismeri a felhaszndldsra keriild6 multilinedris algebrai
fogalmakat. Adott esetben hidnypdétlasra kittindek példaul a [26],[36], [26] tankonyvek.

Az alfejezet sordn G nem feltétleniil kell, hogy véges legyen, kivéve, ha ezt kifejezetten
emlitjiik. Legyen tehdt G egy csoport, (p,V), (6,W) G reprezentdciéi. Emlékeztetiink arra,
hogy a p és o reprezentdciok direkt Osszegét az alabbi modon definidljuk: mint vektortér

legyen V & W az azonos nevi vektortér, a G-hatds pedig legyen

(P©0)(g)((v,w)) = (p(g)(v),0(g)(w))

mindenveV,we W, és g € G esetén.
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3.2.1. FELADAT Gondoljuk meg, hogy a fent definidlt p & G reprezentdciora valoban
teljesiil a direkt szorzat univerzdlis tulajdonsdga. Ez pontosabban az aldbbiakat jelenti:
tekintsiik az i : (p,V) — (pdo,VEW) és j: (o,W) — (pdo,VeW) bedgyazdsokat.
Ha (t,U) a G csoport egy reprezentdcidja, ¢ : (p,V) — (t,U) és v : (6,W) — (1,U)
reprezentdciok kozti leképezések, akkor létezik pontosan egy m : (p B o,V B W) — (t,U)
leképezés, amelyre

0 =moi,y=moj,

vagy is az aldbbi diagram kommutativ

(p,V) — (po,VOW)

(v.U)

Kovetkezdként reprezentaciok tenzorszorzatit definidljuk. A természetes oOtlet az lenne,
hogy bal-CG-modulusok tenzorszorzatinak megfeleld reprezentaciét keresiink, azonban
egy nemkommutativ gydrQ felett nem tudjuk két baloldali modulus tenzorszorzatit venni.
Ezért az alabbi mddon jarunk el: legyen M,N két baloldali CG-modulus. Ekkor értelmes
M ®c N mint baloldali CG ®c CG-modulus (ahol ez utébbi alatt a megfeleld C-algebrik
tenzorszorzatat értjiik). Ezutén a

A:CG — CGecCG
o0 — AR

diagonadlis leképezés segitségével kapunk egy természetes CG-modulusstruktirat a M @c N
vektortéren. A reprezentdcidk nyelvére leforditva a most elmondottak a kdvetkezot jelentik.

3.2.2. DEFINICIO Legyenek (p,V),(c,W) a G csoport linedris reprezentdcidi. Ekkor a két
reprezentdcio (p @6,V @c W) tenzorszorzata az a reprezentdcid, amelyhez tartozo vektortér
V ®c W, és minden g € G esetén

(poo)g) (L viow) 2

,
J=1 Jj=

(p(g))(vj) @ (o(g))(w;) -

1

Mivel egy V ® W-beli elem sokféleképpen irhat6 fel elemi tenzorok linedris kombinécio-
jaként, tartozunk még annak a magyardzataval, hogy az iménti definicié miért értelmes. Ezt
roviden a kovetkez8képpen lathatjuk be: vessziik V-nek, illetve W-nek egy {e;} illetve { f j}
bazisat, az ezek elemeibdl képzett {ei Qf j} tenzorok V @ W egy bazisat adjak. Eme bazis
elemein a most definidlt hatds egyértelmii és egyértelmien terjed ki linedrisan az egész V @ W
vektortérre. Gyorsan ellendrizhetd, hogy az eredmény megegyezik a 3.2.2. alatt megadottal.
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3.2.3. MEGJEGYZES Egy fontos specidlis esetet szolgaltatnak egy rogzitett (p, V) reprezen-
tacié (p®",V®") tenzorhatvadnyai. A 3.2.2. definiciét ismételten alkalmazva egy vi ® - ®@ v,
elemi tenzoron a G csoport hatdsa

P(g(V1 @ - ®vy) = p(g)(v1) @ @p(g)(Va) -

Egy reprezenticid tenzorhatvanyainak a definicidjdval a zsebiinkben mar nem nehéz a
szimmetrikus és alterndlé hatvdnyoknak megfelel$ reprezentdcidkat elallitani.

3.2.4. MEGJEGYZES A szimmetrikus és alternalé hatvanyok az irodalomban tobb helyen
is az adott kitevdjl tenzorhatvany altereiként vannak definidlva. Ez félrevezetd, €s pozitiv
karakterisztikdban gyakran nem is igaz (Id. [5, 12. o.]).

Ez a lehetdség a Sym"(V*) — (Sym"(V))* természetes homomorfizmuson alapszik,
amely az n! # 0 esetben (ami ha az alaptest pozitiv karakterisztikaji konnyen sériilhet)
izomorfizmus is egyben.

3.2.5. DEFINICIO Legyenek (p,V) a G csoport reprezentdcidja. Ekkor (p,V) n-edik
(Sym” p,Sym”" V) szimmetrikus, illetve (A"p, \"V) alterndld hatvdnyait az aldbbi médon
definidljuk: tetszoleges vi,...,v, €V, és g € G esetén legyen

(Sym™p) (&)1 va) Z (p()(v1) .. (p(8))(va) , illetve
(NP1 AAve) (@)1 A+ A(P(2))(vn) -

A szimmetrikus €s alternalé hatvanyok definicidja esetén is felmeriil a joldefinidltsag
kérdése, erre nézve 1d. a tenzorhatvanyokra vonatkozo indoklést.

3.2.6. MEGJEGYZES A multilinedris algebraban megismert azonossagok reprezentdciokra
is igazak maradnak, példdul az alabbiak:

PR (01602) ~ (p®O1) B (PO,
Sym"(p@06) ~ Bt j—nSym'p ® Sym’ G,
N'(p@0) ~ @iy jnNpRNo.

Kevésbé magitol értet6dd a dudlis reprezentacié definiciéja. Ehhez menjiink vissza egy
pillanatra vektorterek dudlisaihoz. Legyen most V egy véges-dimenzids komplex vektortér,
V* = Hom¢(V,C) a dudlis tere, azaz a V vektortéren értelmezett linedris funkciondlok
vektortere. Egy alapvetd tulajdonsdga a dudlis térnek, ami izomorfizmus erejéig meg is
hatdrozza, hogy a

VixV — C
def
@) = (0,v) =00
kiértékelés egy nemelfajuld parositast hatdroz meg.
Legyen (p,V) a G csoport egy reprezentacidja. A dudlis reprezentacié alaptere V dudlis

vektortere, azaz V* = Homc(V,C). ErtelemszerGien azt szeretnénk, hogyha a V-n mir
meglevé és V*-on értelmezendd G-modulus-struktirdk kompatibilisek lennének az aldbbi
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értelemben: ha (p*,V*) jeloli a p-hoz tartoz6 dudlis reprezentdciét, akkor minden v € V,

0" € V*, g € G esetén
(P"(8)(0),p(8)(v)) = (¢,v)
teljesiiljon. Mivel

(P*(8)(0).p(8)(V)) = (p(g)"P"(8)(9),) ,

lathatd, hogy ez pontosan a

véalasztéssal teljesiil.
3.2.7. DEFINICIO Legyen G csoport, (p,V) € Rep(G) véges-dimenzids reprezentdcid. A

(p*,V*) dudlis reprezentacior a

p*(2) = (p(e)") ™" € GL(VY)
vdlasztdssal definidljuk.

3.2.8. MEGJEGYZES A dudlis reprezentacié altalanositdsa a
Hom(C((p7 V)7 <G7 W))

reprezentécid, ahol is (p,V),)(c,W) a G csoport véges-dimenziés komplex reprezentacioi,
é€s a V — W linedris leképezéseket latjuk el G-hatdssal az aldbbi mddon: tetszdleges ¢ €
Homc (V,W),v €V, és g € G esetén legyen

Hom(p,5)(2)(0) £ v () (0(p(g~)())) -

3.2.9. FELADAT Ellendrizziik, hogy (Hom(p,c),Homc(V,W)) valéban a G csoport egy
reprezentdcioja.

3.2.10. FELADAT Legyenek (p,V),(c,W) véges-dimenziés G-modulusok. Igazoljuk, hogy
a Hom(p,G) és p* reprezentdcick kompatibilisek a

V*®@cW — Homg(V,W)

kanonikus vektortérizomofizmussal.

3.2.11. MEGJEGYZES Amint azt mar kordbban emlitettiik, a linedris algebrai azonossdgok
tovabbra is érvényben maradnak G-modulusokra. Ha (p,V) véges-dimenzids reprezentdcid,
akkor

Sym"(p*) = (Sym" V)", A\(V*) ~ (/\P) :

Amint azt a 3.1 alfejezetben lattuk, csoportreprezenticidk igen jellemzd invaridnsa a
karakteriik. Fontos tehdt, hogy ki tudjuk szdmitani az iménti linedris algebrai konstrukcidkkal
felépitett reprezentaciok karaktereit a (p,V), (o, W) reprezentaciok karaktereinek ismereté-
ben. Ehhez az aldbbi j6l ismert eredmény nyujt segitséget.
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3.2.12. ALLITAS Legyenek V,W véges-dimenzids komplex vektorterek, ¢ € Endc(V), y €
Endc (W) linedris endomorfizmusok. Ekkor $ &y € Endc(V @c W), 0@y € Endc(VEW),
tovdbbd

Tr(o®@y) = Tr(9) Tr(y)
Tr(9@vy) = Tr(¢)+Tr(y) .

B1ZONYITAS Azt a tényt fogjuk felhaszndlni, hogy egy endomorfizmus nyoma egyenld
a sajatértékeinek multiplicitdssal vett Osszegével. Legyenek ¢ € End(V), y € End(W)
tetsz8leges endomorfizmusok, jelolje ¢ multiplicitdssal vett sajatértékeit A, € C (1 < i <
dimV), y sajatértékeit pedig u; € C (1 < j < dimW).

Ekkor ¢ & és ¢ ®  sajdtértékei V & W-n illetve V @ W-n {&;} U {u;}, illetve {Aju;}.
Ebbdl azonnal adédik a direkt 6sszeg €s a tenzorszorzat nyomdra vonatkoz6 eredmény. [

3.2.13. ALLITAS Legyenek G egy csoport, (p,V),(c,W) € Rep(G), szokds szerint jeliiljék
Xp €S Xo a P, illetve © reprezentdciok karaktereit. Ekkor

Xpos = Xp+Xos
Xpoe = Xp Xo>
Xp* = X_p .

Tovabbd minden g € G esetén

Asymio®) = 5(Xp(&)+Xp(6)

Xp(®) = 5((p(8)~%p(&)

BIZONYITAS A reprezentaciok tenzorszorzatara illetve direkt 0sszegére vonatkozd képlet a
karakter definicigjanak és a 3.2.12. Allitasnak az azonnali kovetkezménye.
21 2 —1 coir o1 ea—1 . , . .
Hasonloképpen (p(g)*) ™" sajatértékei A; . Mivel G véges csoport, minden g € G esetén
g‘G| =1, ezért
p(e) =Tdv .

Kovetkezésképpen p(g) minden A; sajatértékére MOl =1, 1, ezért Al =1,sigy A7 = A
Ebbdl 14thatd, hogy

minden g € G esetén.
Az alternilé négyzetre vonatkozo képlet a kovetkezdképpen adédik: a (A2p)(g) endo-
morfizmus sajatértékei a A’V vektortéren

{7\,i7\.j| 1§i<j§dimV} .
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Vegyiik észre, hogy ugyanakkor p(g?) sajatértékei V-n
A7 1<i<dimV},

igy a
Z }Ll‘}\,j = l(( Z 7\ri)2_ Z 7\’12)

1<i<j<dimW 1<i<dimV 1<i<dimV

azonossagbol valoban
1
Xn2p(8) = 5 (% (8))* —1p(8*))

teljesiil minden g € G-re.

A szimmetrikus Sym?p négyzet karakterére vonatkozé allitdst ezzel teljesen analdg
modon igazolhatd. O
3.2.14. MEGJEGYZES A magasabb szimmetrikus €s alterndlé hatvdnyok karaktereit is ki
lehet szdmolni (1d. [13, Exercise A.32]). A tétel jeloléseivel

| A
Asymp (8 _Z(_I;[l

és
zj i—1 K o
Xanv (g Z HXp(gj>l" )
i j=1
ahol az 0sszegzés minden olyan i = (il,...,id) sorozatra terjed ki, ahol };ji; = dimV,
emellett wof
OERTIILET. igldid

és k; az i sorozat hossza.

Ezen Osszefiiggések gyorsan beldthatok a szimmetrikus fiiggvényekrdl latottak ismere-
tében, ti. a fenti formuldk nem mdésok, mint a teljes, illetve elemi szimmetrikus polinomok
kifejezései a Newton-féle dltaldnositott hatvanyodsszegek segitségével.

3.2.15. FELADAT Legyen V véges-dimenzios vektortér. Ekkor minden k > 1 esetén

{vk|vev}

a Sym*V vektortér egy (linedris) generdtorrendszere.

3.3. Indukalt reprezentaciok és karaktereik

Legyen G egy nem feltétleniil véges csoport, H < G. Most azzal a kérdéssel fogunk
foglalkozni, hogy miképpen tudjuk az egyik csoport egy reprezentacidjabol a masik csoport
egy reprezentacidjat elddllitani. Az egyik irdny egyszerd: ha adott G egy p : G — GL(V)
reprezenticidja, annak H-ra torténd p|y : H — GL(V) megszoritdsa automatikusan H egy
reprezentacidja lesz.
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3.3.1. DEFINICIO Az iménti jelolésekkel legyen Res$(p) € Rep(H) az a V vektortéren
értelmezett reprezentdcio, amelyre

Res; (p)(h) = p(h)

minden h € H esetén. Ha (6,W) € Rep(G) és @ : (p,V) — (0,W) egy reprezentdcick kizti
leképezés, akkor

Res (®) Yo

mint linedris leképezés.

3.3.2. LEMMA A fenti jelolésekkel Res$ (p) valoban a H csoport egy reprezentdcidja,
tovdbbd
Res% (®) : Res$ (p) — Res$ (o)

reprezentdciok kozti leképezés.

3.3.3. ALLITAS Legyen G tetszbleges csoport, H < G. Ekkor Res% : Rep(G) — Rep(H)
egy funktor.

BIZONYITAS Mivel Res(®) = ® mint linedris leképezések, ezért a funktorialitds azonnal
kovetkezik a linedris leképezések tulajdonsagaibol. O

3.3.4. FELADAT Legyen G tetszoleges csoport, H < K < G részcsoportok. Ekkor
Res§OResg = Resg

mint Rep”(G) — Rep”(H) funktorok.

3.3.5. MEGJEGYZES Azonnal létszik, hogy a reprezenticiok megszoritdsa felcserélhet6 a
direkt 0sszeg képzésével.

Tekintsiik a masik irdnyt, tételezziik fel, hogy adott H egy p : H — GL(W) reprezen-
taciGja; ekkor mdr nem ldtszik azonnal, hogyan terjeszthet ki (p,W) a G csoport egy
reprezentdciéjava. Jellemz8en a W vektortér linedris automorfizmusai korében ez nem is
tehetd meg.

3.3.6. PELDA Legyen G = S4, H = ((12),(34)) < G egy Klein-csoport, és tekintsiik az
alabbi p reprezentaciét a W = C vektortéren:

—o hah = (12)
o egyébként .

p(h)(a) = {

A (p,W) reprezentaci6 nem terjed ki Ss-re, hiszen S4-ben (12) és (34) konjugalt elemek, igy
S4 minden reprezentacidjanak a karaktere azonos értéket kell, hogy felvegyen rajtuk.

3.3.7. MEGJEGYZES Vegyiik észre azonban a kovetkezGt: ha (p,V) a G csoport egy
reprezenticidja, H < G, W C V p|g-invaridns altér, akkor tetszleges g € G,h € H esetén

p(gh)(W) = p(g)(p(R)(W)) = p(g)(W) ,
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azaz a p(g)(W) <V altér csak a #, aef gH mellékosztalytol fiigg. Esély van tehat arra, hogy
a H < G részcsoport egy (0, W) reprezentaci6jabol elkészitsiik G egy reprezenticidjat a

def
V ; EB%GG/HW%

vektortéren, ahol H, C G a g elem H szerinti baloldali mellékosztalya, W% pedig a W
vektortér egy példanya. Amint a kovetkezd tételben latni fogjuk, ez teljes dltaldnossdgban

megtehetd.

3.3.8. FELADAT Mutassuk meg, hogy az el6z6 megjegyzés jeloléseivel

Y, )W) <V
H,eG/H

egy p-invaridns altér, mdsképpen (p,V) egy részreprezentdcidja.

Mint eddig is, legyen H < G. Egy 7 = {xi,...,x,} C G részhalmazt a H részcsoport
szerinti baloldali reprezentdnsrendszernek, roviden H egy transzverzdlisdnak hivunk, ha

G = ;:]XiH .

Ha 7 a H egy transzverzdlisa, akkor |T| = |G : H|.

3.3.9. TETEL Tetszdleges H < G csoportokra és H bdrmely ¢ : H — End(W) reprezen-
tdcidjdra izomorfizmus erejéig egyértelmiien létezik G-nek egy olyan 6 : G — End(V)
reprezentdcioja, amelyre W <V és V mint G-modulus egyértelmiien irhato

V=P xw

x;i€T
alakba, ahol ‘T = {xy,...,x,} tetszdleges transzverzdlis.

3.3.10. DEFINICIO Az iménti tétel jeloléseivel (6,V)-t G-nek a (6,W)-bdl indukdlt repre-
zentdcidjdanak hivjuk, és Ind$ (o)-val jeloljiik.

3.3.11. FELADAT Ldssuk be, hogy az indukdlt reprezentdcio kanonikus izomorfizmus
erejéig fiiggetlen a H-szerinti transzverzdlis vdlasztdsdtol.
B1ZONYITAS Vidlasszunk G-ben egy H szerinti 7 = {xi,...,x,} transzverzdlist, legyen
tovabba
vE Pw,
x,-e’f

mint komplex vektortér, ahol W, ~ W mint vektorterek minden x; € 7 esetén. Mivel V a W,
alterek direkt 6sszege, minden v € V egyértelmiien irhaté

v= Y w,

xieT
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alakba.
Legyen most g € G tetsz6leges, ekkor minden x; € 7 -hez van olyan x, € 7, amelyre

gx1 = xh
valamely h € H esetén, tovabbd

g('xlwxl) = (ggxl)le = (th)wxl = Xz(hwxl) .

Definidljuk G hatdsat a V vektortéren az alabbi médon: barmely g € G, x1 € T, wy, € W
esetén legyen

g(xlw)q) = XZ(hWJQ)

ahol gx; = xph. Ezzel megadtunk egy G-bdl EndV-be mend fiiggvényt, amelyrdl azt kell
még belatni, hogy csoportok kozti homomorfizmus. Mivel az egységelem az identitds linearis
transzformdciora képzddik, elég lesz megmutatni, hogy a fiiggvény szorzattartd. Rogzitsiink
tetszdleges g1, g2 € G elemeket. Az igazoland6 Osszefiiggés

g1(g2(x1wy,)) = (g182) (x1wy, ) -

Az eddig elmondottak szerint
g1x1 = x2hy

g2x2 = x3h
valamely (egyértelmitien meghatarozott) h1,hy € H elemekre. Azonban mivel G csoport,
(8281)x1 = g2(g1x1)
= g2(x2h1)
= (g2x2)h
= (X3h2)h1
= X3 (hz/’ll) .

Ily médon

g(g1(xiwy)) = g2(x2(hiwy))
= x3((h2h1)wy,)
= (g281)(x1wy,) .

Ezzel a tételt belattuk. O
3.3.12. MEGJEGYZES Az indukalt reprezentacié dimenzidja

dimInd%(p) = |G : H|-dimp .
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3.3.13. FELADAT Legyen G véges csoport, H < G, (p,W),(c,U) € Rep(H) a H csoport
reprezentdcioi, ® : (p,W) — (0,U) reprezentdciok kozti leképezés. Taldljunk alkalmas
definiciot a Ind,G, (D) leképezésre, és igazoljuk, hogy a megfeleld vdlasztdssal

Ind% : Rep(H) — Rep(G)
egy funktor (ld. 3.3.16. Megjegyzés).
3.3.14. FELADAT Legyen G mint fent, H < K < G részcsoportok. Igazoljuk, hogy
Ind% oInd% = Ind$

mint Rep(H) — Rep(G) funktorok.

3.3.15. PELDA Egy G csoportnak nem minden reprezentdcidja dll el mint valddi egy
részcsoport egy reprezentdcidjdnak az indukaltja. Példaul a G csoport trividlis reprezen-
tacidja soha nem valddi részcsoportbdl indukdlt reprezentacid, mivel egy H < G indukalt
reprezentacié dimenzidja mindig oszthat6 |G : H|-val.

”~ 2

3.3.16. MEGJEGYZES Az elsore esetleg furcsanak tting indukalt reprezentacié egy egyszerd
konceptualis leirasat adhatjuk meg a G csoport reprezentacidi és a baloldali CG-modulusok
kozti ekvivalencia segitségével.

Az altalanos konstrukcié az alabbi: legyen ¢ : R — S egy nem feltétleniil kommutativ
gylrilik kozti homomorfizmus, M egy baloldali R-modulus, N egy baloldali S-modulus. Ekkor
N ¢ segitségével baloldali R-modulusnak is tekinthetd: ha r € R, n € N, akkor legyen

def

r-n=0(r)n.

N-et mint bal-R-modulust Ng-rel jeloljiik.
Megforditva valamelyest bonyolultabb a helyzet, de itt is megvaldsithatd, hogy M-bdl egy
S-modulust készitsiink, noha az alapjaul szolgalo abel csoport nem lesz ugyanaz:

Mg ™ S@pM .

A most ismertetett két konstrukcid specidlis esetei a reprezenticié megszoritdsa, illetve az
indukalt reprezentaci6 képzése. Legyen ugyanis i : H — G a bedgyazas, jelolje ugyancsak i
az éltala indukalt injektiv i : CH — CG gytrtthomomorfizmust. Ha M egy bal-CG-modulus,
amit G egy (p,V) linedris reprezenticidjanak felel meg, akkor

Res; (p) = Mc

ha N egy bal-CH-modulus, ami H egy (o, W) reprezenticidjanak felel meg, akkor
Ind%(6) = Neg -

Roviden, az indukdlt reprezentdcidt a

CG®cy N
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formuldval adhatjuk meg. Ha ¢ : Ny — N, CH-modulusok kozti leképezés, akkor
Idcg®¢ : CG®@cy Ny — CG @cy N2
adja meg az indukalt reprezentaciok kozt mend Indg((b) morfizmust.

3.3.17. FELADAT Az eddigi jelolések megtartdsdval igazoljuk, hogy

Ind§ (Yr) ~ 6 ,

ahol Yy és V¢ a H, illetve G csoportok reguldris reprezentdcioit jelolik. Specidlisan,
mutassuk meg, hogy a g reguldris reprezentdciot az g trividlis részcsoport trividlis
reprezentdciojdabol tudjuk indukdlni.

Az aldbbiakban ismertetjiik az indukalt reprezentaciok szdmunkra fontos tulajdonsagait.

3.3.18. ALLITAS Legyenek H < G véges csoportok, (6,W) € Rep(H), (p,U) € Rep(G)
véges-dimenzids reprezentdciok. Ekkor tetszdleges @ : (6,W) — (Res$(p),U) reprezentd-
ciok kozti morfizmus egyértelmiien terjed ki egy

® : (Ind§j(0), W) — (p,U)
G-modulushomomorfizmussd; tovdbbd az igy kapott
Homy ((0,W), (Resf;(p),U)) — Homg((Ind;(c), W), (p,U))

hozzdrendelés egy C-vektorterek kozti izomorfizmus.

BIZONYITAS Amint azt az imént lattuk, a Indg (o) reprezentacidhoz tartozé vektortér

vE D W,
HeG/H

ahol W ~ W,, minden H € G/H esetén. Ha g,  a #H mellékosztily egy tetszlleges
reprezentdnsa, akkor ®-t az aldbbi médon definidljuk a Wy, altéren:

-1
Way 6(g4r) W ® U O U

\\Nﬂ‘/

Dy,

Mivel a ® morfizmus H-linedris, @ fiiggetlen a mellékosztalyreprezentdnsok valasztasatol.
A konstrukciobodl rogton adédik, hogy a

bD— b

hozzarendelés C-linedris. B
Még tartozunk annak az igazolasaval, hogy ® — ® vektortérizomorfizmus. Vegyiik észre,
hogy a 6(g4/) linearis transzformacidk invertdlhatok, ezért @ = 0 pontosan akkor, ha @ = 0.
Misrészt ha ¥ € Homg((Ind$ (), W), (p,U)), akkor ¥ = ¥|y,,, tehdt a hozzarendelés
sziirjektiv is egyben. Ezzel az allit4st belattuk. O
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3.3.19. FELADAT Mutassuk meg, hogy adott H < G esetén a

Res : Rep(G) — Rep(H)

Ind% : Rep(H) — Rep(G)
Sfunktorok egymads adjungdltjai.
3.3.20. FELADAT A fenti jelolésekkel igazoljuk, hogy
p @ Ind% (6) ~ Ind (Resé (p) @ 6) .
3.3.21. TETEL (FROBENIUS RECIPROCITAS) Legyenek H < G véges csoportok, (G,W)
H-nak, (p,V) pedig G-nek egy reprezentdcidja. Ekkor
(Xindo>Xp)G = (Xos XResp)H

az osztdlyfiiggvények terén értelmezett

Z (8)5(8)

skaldrszorzattal.
BIZONYITAS A tétel a 3.3.18. Allitas karakterekre torténd leforditiasa a 3.1.49. Allitas
segitségével. O

3.3.22. ALLITAS Az indukdlt reprezentdcié konstrukcicjdbdl ldthatd, hogy az indukdlt
reprezentdcio képzése felcserélhetd direkt dsszegekkel. Vagyis, ha H < G véges csoportok,
(p,V) = ®icr(pi, W;) reprezentdciok véges direkt dsszege, akkor

Indf(p,V) = D Indg (p:i, W;
iel

B1ZONYITAS Kozvetlen szdmoldssal adédik az indukdlt reprezentacié definicidjabol, de
a 3.3.16. Megjegyzésbdl €s a tenzorszorzatnak a direkt Osszeggel vad felcserélhetdségébdl
is rogton kovetkezik. O
3.3.23. TETEL (INDUKALT REPREZENTACIOK KARAKTEREI) A fenti jelolések meg-
tartasa mellett legyen C A G csoport egy konjugdltosztdlya, amely H-ba esé részének
konjugdltosztdlyokra torténd felbontdsa

CNH=GgU---UG .

Ekkor c
Xindg (o) (C) = |G H]- ZICI
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BIZONYITAS A lényegi megfigyelés az, hogy tetsz6leges g € G esetén a g elem az W, alteret
a W,y altérre képezi le. Ennek megfelelden a XindS (o) karakter kiszdmitdsaban azok a H
szerinti mellékosztidlyok vesznek részt, amelyekre

gH = H

vagyis a”'ga € H valamely a € H elemre. Ebbdl kivetkezik, hogy az iménti esetben

Xind§ o) (8) = X X(ow)(a'ga) .
gH=H

A konkrét formula a konjugéltosztilyok elemeinek megszdmlalasabdl adddik. a

3.3.24. FELADAT (Fourier-transzformdcio) Legyen G véges csoport, (p,V) € Rep(G) egy
reprezentdcio, [ : G — C egy tetszdleges fiiggvény G-n. Ekkor az f fiiggvény f Fourier-
transzformaltjdr az aldbbi médon definidljuk:

7O 2Y f(e)-plg) € Ende(V).

geG

1. Adjunk példdt arra, amikor f %0, és f € Endc (V) nem invertdlhato.

2. Legyen G = S3, (p,V) az irreducibilis alterndlo reprezentdcio. Szdmitsuk ki a sgn :
S3 — C fiiggvény Fourier-transzformdltjt.

Axh)@Z Y i) HE) e

geG

Igazoljuk, hogy

~ ~

fixfa(p) = fi(p) - f2(p) -
4. (Fourier-inverzio) Mutassuk meg, hogy

1 . 1y 7
ﬂ@=rrzdmwﬂng(M,
(p>VP)

ahol az dsszegzés G irreducibilis reprezentdcioin fut végig.

5. (Plancherel-formula) Legyenek fi, f» : G — C fiiggvények. Bizonyitsuk be, hogy
il 1 . ~ ~
Y Al flg) = ek Y, dimV, - Tr(f1(p)- f2(p)) ,

geG Gl (PVp)

ahol a jobboldali dsszegzés ismét csak G irreducibilis reprezentdcioin fut végig.
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Az érdeklddd olvasé szdmdra tovdbbi részletek és egy tomor, jol haszndlhaté leirds
taldlhat6 a [38] forrds 3., 7., és 8. fejezeteiben, a Fourier-transzformécié irdnt érdekl6ddknek
pedig a [41] konyvet ajanljuk.

3.4. A szimmetrikus csoportok irreducibilis reprezentacioi

Az eldkészitd fejezetek utdn eleget tudunk ahhoz, hogy meg tudjuk hatdrozni a szimmetrikus
csoportok irreducibilis reprezentacidit. Egy kordbbi észrevételiink (3.1.35. Megjegyzés),
hogy egy G csoport irreducibilis reprezentaciéi 1ényegében (kategdridk ekvivalencidja ere-
jéig) nem masok, mint a CG csoport algebra minimalis balidealjai.

Esetiinkben tehat a CS,, csoportalgebra minimalis balidedljaira vagyunk kivdncsiak; eze-
ket fogjuk most explicit médon leirni. Munkdank sordn tdmaszkodni fogunk a particidkalkulus
és a szimmetrikus fiiggvények terén szerzett ismereteinkre.

Az alapvetd otlet az, hogy S, bizonyos specidlis részcsoportjaibdl fogunk balidedlokat
konstrudlni, amely részcsoportokat az 1,...,n szdmok particidi segitségével hatarozzuk meg.

3.4.1. DEFINICIO Legyen A az n szdm tetszdleges particidja, T egy tetszéleges \ alakii
tablo. Tekintsiik az S, szimmetrikus csoport aldbbi részcsoportjait.

d . . .,
Py, = Pr :ef{ G €S, | 0 megdrzi T minden sordt }
a A particié sorcsoportja,
def . . ,
O) =0r={0c¢€S,| cmegdrzi T minden oszlopdt }

pedig a A-hoz tartozé oszlopcsoport.
3.4.2. MEGJEGYZES A Pr, Qr < S, részcsoportok csak A-t6l fiiggenek, a T tabl6 valaszta-
satél nem, ezért A partici6tdl fiiggs invaridnsok, és ennek megfelelGen is fogjuk jeldlni ket.

A sor- illetve oszlopcsoportok jel6lésébdl gyakran elhagyjuk a A indexet, ha az a
szovegkornyezetbdl egyértelmd.

Az S, részcsoportjaibol a CS, balidedljaiba valé dtmenetet az adott részcsoportok
elemeinek a CS,,-beli 0sszegzésével érjiik el.

3.4.3. DEFINICIO

Cl)\‘ déf Z 6(57

GEP;L

by, =] Z sgn(0)eg

(SEQ;L

ahol sgn(c) a © permutdcio eldjele. *

Legyen most V tetszSleges véges-dimenziés komplex vektortér, amelynek n-edik V"
tenzorhatvanyan S, a tényez6k permutdldsaval hat. Vizsgaljuk meg, mi a hatdsa az ay , b, ele-
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meknek a V®" tenzorhatvanyon. Léthatéan a)-nak mint End(V®")-beli endomorfizmusnak a
képe
imay = Sym™ @ Sym"? ®--- @ Sym* C V& |

Hasonl6képpen, ha u = A/ a A partici6 konjugaltja, akkor

imby = AMVQA2V ®--- @ AV C VO
3.4.4. DEFINICIO A fenti jelolésekkel legyen

d
e, éfax-bx e CS,
a A particiohoz tartozo Young-szimmetrizator; a CS,, - ¢; < CS,, balidedlt pedig jelolje V.
3.4.5. MEGIEGYZES Az imc), < V@ altér V& egy 1ész-CS,-modulusa, azaz S, egy
reprezentacidja.

3.4.6. PELDA Nézziik meg az egyik legegyszer(ibb esetet: legyen A = (n), az egy sorbdl 4116
partici6. Ekkor

P?\. =S8 > Q?\, =1 ’
ennek megfelelden

a) = Zec,bx=€1,cx=ax: Zec.
cES, oES,

A ¢, € End(V®") endomorfizmus képe a szimmetrikus tenzorok altere.

3.4.7. PELDA Vailasszuk most a mdsik sz€lsG esetet: legyen A = (1,1,...,1), azaz dlljona A
partici6 egy oszlopbdl. Ekkor

Py=1,00=5,

ay=e1,by=) sgn(G)es, cp =by = ) sgn(0)es.

cES, cES,
Ebben az esetben im ¢, az alternal tenzorokbdl all.

A ¢, elemek Kkitiintetett szerepet jatszanak mind a szimmetrikus, mind az éltaldnos lineéris
csoportok reprezentdcidéelméletében. Itt csak a szimmetrikus csoportokkal foglalkozunk,
az altalanos linedris csoportok irreducibilis reprezentacidival a Schur-funktorokrdl sz616
fejezetben fogunk megismerkedni. A szimmetrikus csoportok esetében az alapvet6 eredmény
az alabbi.

3.4.8. TETEL Legyen n tetszdleges pozitiv egész, A az n szdm egy particidja. Ekkor
1. ci = my.cy, egy alkalmas ny_pozitiv egészre;
2. V. az S, csoport egy irreducibilis reprezentdcioja;

3. S, minden irreducibilis reprezentdcidja elddll V) alakban pontosan egy A particiora.
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3.4.9. PELDA Vegyiik ismét a A = (n) esetet. Ekkor
Vi=CSp- Y e6=C-) es.
]S\ cES,

Mivel minden © € S, esetén

e Yo=Y eo

ces, cesSy,
V() a trivialis reprezentdcio.
3.4.10. PELDA Madsik gyakran idézett példank a A = (1,1,...,1) partici6. Ebben az esetben
) = Z sgn(o)egs ,

GES,

igy
Vi =CS,-¢p =C- Z sgn(o)eg .
cES,
Mivel tetszdleges T € S, esetén

er- Z sgn(c)es = sgn(t)- Z sgn(o)eg ,

cES, GES,
Vi1,1,...1) az alternal6 reprezentacio.
3.4.11. PELDA Legyen A = (2,1). A (2,1) particidhoz tartozé sor- és oszlopcsoportok:

Po=A{1,(12)} , O = {1,(13)} ,
ezért
ey, = (e1+eqn))(e1 —e3)) = e1+e)—ens) —euzn) €CS, .
Ellen6rizhet6, hogy V(, 1) egy bazisa c(3 1), (13) “€(2,1) €8 V(2,1) az §3 szimmetrikus csoport
standard reprezentacidja.

A 3.4.8. Tétel bizonyitasanak lelke az ay, b, c) € CS, elemek viselkedésének ismerete a
csoportalgebraban. Az aldbbi lemmaék Osszefoglaljak a sziikséges ismereteket.

3.4.12. LEMMA Legyen A+ n. Minden p € Py és g € Q, esetén

1. pray=ay-p=a,

2. sgn(q)-q-by=0by-sgn(q)-q="by,

3. p-cy-sgn(q) - q = cy, és skaldrral valo szorzds erejéig c), az egyetlen ilyen elem CS,,-

ben.
3.4.13. LEMMA Tetszdleges x € CS,, esetén
Cp-X-C) = mC), ,

tovdbbd ha u < A a lexikografikus rendezésben, akkor

ay-x-b,=0.
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Mielétt a lemmékat beldtnank, nézziik meg, hogy miképpen tudjuk segitségiikkel a 3.4.8. Té-
telt bebizonyitani.

BI1ZONYITAS (3.4.8. Tétel) Rogzitsiik a A particiot egyszer s mindenkorra, igy elhagyhatjuk
az indexekbdl.

ElGszor is, vegyiik észre, hogy ha egy permutécié A sorait és oszlopait is fixen hagyja,
akkor egyik elemet sem mozditja meg, igy ez a permuticié az identitds kell, hogy legyen.
Azaz

PNO=1.
Emiatt |PQ| = |P|-|Q|, és minden G € S, legfeljebb egyféleképpen irhaté 6 = pg, p € P,qg € Q
alakba; ezért
c= Z +egs

o=pq
specidlisan e egyiitthatdja +1 (mivel az egységelem a két részcsoport egységelemeinek szor-
zataként all eld).
El6szor 1assuk be, hogy Vj, irreducibilis reprezentacio. A 3.4.13. Lemma szerint

aVa = a(CSn)er, € Cay
ahol ez ut6bbi vektortér egydimenzids. Ha W C V, egy részreprezenticid, akkor
C)LW g C?»VX g CC;b 5

igy W = 0 vagy ¢ = Ccy,.
Az elss esetben

W-W C (CSucp)-W = (CS,)- (W) = 0.

Minden ¢ : CS,, — W linedris vetitést egy CS,-beli idempotens dy elemmel val6 jobbszorzas
ir le, ebben az esetben
dy=dy =0,

ezért W = 0.
Ha ¢, W = Cc,, akkor

Vi = CSucp = CSucepepn = (CSuep)(CSey)
= (CSnC;L)C;LW = (CS,,C;LW cw 5

vagyis V; = W. Megadllapithatjuk tehat, hogy a V; reprezenticiok irreducibilisek.
Kovetkezdként igazoljuk, hogy kiilonbozd particiokhoz tartozé irreducibilis reprezenta-
ciok nem izomorfak. Legyen A > u a lexikografikus rendezésben. Ekkor

aVn=Ca #0,

azonban
Vu=1cp-CSpocy =0,

tehat Vy, ¢ V,,, amint azt dllitottuk.
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Hatra van még annak bizonyit4sa, hogy ci = my.cy, ahol ny, pozitiv egész szam. Ennél egy
kicsit tobbet fogunk megmutatni, nevezetesen azt, hogy

n!

AT dime vy,

Legyen ugyanis ¢ € Endc(CS,) a c)-val val6 jobbszorzas mint linedris endomorfizmus.
Ekkor
(MVx = nkId
és
¢|Ker(c;h) =0 5
tehat
TI‘(¢) = ny ~diI1’1V;h .

Azonban Tr(¢) = n!, mivel ¢, egyiitthatdja eycy-ban 1. Ezért

Tr(0) n!
n p— pr—
AT dimV,  dimVy,

amint azt allitottuk.

Ezzel belattuk, hogy van legaldbb annyi irreducibilis reprezenticidja S,-nek, amennyi
particiéja n-nek. Ez viszont megegyezik S, konjugdltosztdlyainak a szdmdval, amibdl
kovetkezik, hogy S, 0sszes irreducibilis reprezentdcidjat megkonstrualtuk. O

BizONYITAS (3.4.12. Lemma) Az els6 két allitas és a harmadik allitas elsG fele azonnal
kovetkezik a megfeleld elemek definici6jabol.
A skalarszorz6 erejéig valo egyértelmiiséget az alabbi médon lathatjuk be. Tegyiik fel,

hogy a
Z”geg
g

elemre teljesiil a (3)-beli feltétel. Ekkor minden g € S,,, p € Py, q € Q) esetén

Npgq = Sgn(Q)ng )

specidlisan n,, = sgn(g)n;. Elég tehat belatni, hogy n, = 0 minden g ¢ P, Q) esetén.
Egy ilyen g-re — azaz amelyre g ¢ P, Q) — elég egy olyan t € S, transzpoziciét taldlni,
amelyre
p=teh,q=g 'tgc O,
hiszen ekkor
8 = pgq €sigy ng = —ng,
azaz ng, = 0. Ebben segit nekiink a 3.4.14. Lemma.

Legyen t a Lemmadban szerepld két szamot felcseréld transzpozicié. Rogton latszik, hogy
megfelel a vele szemben tdmasztott kovetelményeknek. O
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3.4.14. LEMMA Ha T' = gT az a tablé, amelyet iigy kapunk, hogy az i elem el6forduldscdt
T-ben g(i)-vel kicseréljiik, akkor van két (kiilonbizd) pozitiv egész, amelyek T-nek ugyan-
abban a sordban és T'-nek ugyanabban az oszlopdban vannak.

B1ZONYITAS Amennyiben nincs ilyen szampar, akkor legyen

pPLEP ésq| € Q) =g

gy, hogy piT és ¢|T’ els6 sorai megegyeznek. Ezt a miiveletet megismételve a tablok
maradék részére végeredményiil kapunk egy

PEP .4 €0

elempért, amelyekre pT = ¢'T’. Ekkor viszont
pT =q'gT ,

fgy p=q'g ésezért g = pg,ahol g =g~ (¢) "' g € Q1. D
B1ZONYITAS (3.4.13. lemma) A mdsodik 4llitds igazoldsdra legyen el6szor x = g € S,. 1déz-
ziik fel, hogy ha b, a T’ tabl6bdl gyértott elem, akkor gbﬁ,g*1 a gT' tabl6 oszlopcsoportjanak
az elemeinak az elGjeles Osszege. El€g tehat belatni, hogy ay - b, = 0.

Ha A > u, akkor van két szdm, ami T-nek ugyanabban a sordban, T’-nek pedig
ugyanabban az oszlopdban van. Ha r az ezen két szam cseréjét végrehajtd transzpozicio,
akkor

at=a , tb,u = _b,U ,

tehdt
a)b, = ayttb, = —ay by,

azaz ayb, = 0. Az els0 allitds a 3.4.12. Lemma kovetkezménye. O

3.5. A Frobenius-féle karakterformula

Miutdn meghatdroztuk a szimmetrikus csoport irreducibilis reprezentacidit, a kovetkezd
fontos 1épés ezen irreducibilis reprezentdciok karaktereinek kiszdmitdsa. Most ezt fogjuk
megtenni; bebizonyitunk egy Frobeniustdl szarmazo képletet, ami megadja egy irreducibilis
reprezentacio karakterének értékét S, egy adott konjugaltosztalyan. A bizonyitasban nagy
szerepe lesz a szimmetrikus fliggvényekrdl szerzett ismereteinknek.

Ismert, hogy S, konjugaltosztdlyait a ciklusszerkezetiik egyértelmlien meghatdrozza;
pontosabban, egy konjugdltosztily az Osszes adott ciklusszerkezeti permutaciébol All.
Legyen o egy ciklusszerkezet, azaz egy o = (0., ...,0,) természetes szamokbdl 4116 szam
n-es, ahol

Az o sorozat azokat a permutdciokat irja le, amelyekben o) darab 1-ciklus, o, darab 2-ciklus
van €s igy tovabb. Az S, csoport konjugéltosztalyait a fenti tipusd a sorozatokkal fogjuk
indexelni; az o ciklusszerkezetl permutaciokbol all6 osztély jele Cy.
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Rogzitsiink egy |A| = n particiét, legyen tovabba k olyan természetes szam, amely
legaldbb akkora, mint A sorainak a szdma (példdul £k = n mindig j6 vélasztds). Tekintsiik

az
R =Cllxi,....x] 2 Clxi,...,.x]

formadlis hatvanysor gytrtt. Jelolje

nx) = ]ﬁpxi(@ és
Ax) = ] xi—xj),

1<i<j<k
ahol x = (x,...,x;).
3.5.1. MEGJEGYZES EmlékeztetGiil,
d d
Pa(X1y.. X)) = X7+ x5,

Alxp,y..oxx) = V(xr,...,x)
pedig a k-vdltozés Vandermonde-determindns. A k = 1 specidlis esetben A(x;) = 1.

Amint az a szimmetrikus polinomokr6l sz616 fejezetben szokds volt, tetszSleges f(x) € R,
1= (l,...,I}) € NF esetén

[f(x)] &f egyiitthat6ja f-ben .

Ismét csak megtartva az emlitett fejezet konvencidit, adott |A| = n particiéra legyen

A M k=100 k=2, )

Léathato, hogy A szintén egy particio.
A szimmetrikus csoportok karaktereire vonatkozé f6 eredményiink az aldbbi.

3.5.2. TETEL (FROBENIUS-FELE KARAKTERFORMULA) Az iménti jelolésekkel

X (Ca) =

A<x>1"1pj<x>°w]
=1

A
Miel6tt igazoljuk a tételt, nézziik meg par példan a miikodését.
3.5.3. PELDA Legyen n tetszleges, A = (n); ekkor A = (n), k = 1-nek valaszthatd, legyen

tovabba a = (a,...,0,) tetszbleges ciklusszerkezet. Mivel k = 1, Osszesen egy véltozonk
van, x1. Nézziik meg, mint mond a Frobenius-képlet:

Xy (Ca) = ll'ﬁ((xl)")w]
(n)
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ahol a kozépso egyenldségnél azt hasznéltuk ki, hogy ZTZI io;; = n. Az eredmény pontosan
az, amint vartunk, mivel az (n) partici6hoz a triviélis reprezentacid tartozik, amelynek a
karaktere az azonosan 1 fliggvény.

3.5.4. FELADAT Tetszdleges n mellett szdmitsuk ki a A = (1,...,1) particichoz tartozo
karaktert a Frobenius-formula felhaszndldsdval.

3.5.5. PELDA Legyenn=5,A=(3,2),a=(0,1,1,0,0), k = 2. Azaz, a

|

particidhoz tartozé irreducibilis reprezentdcié karakterének értékét fogjuk kiszamolni az egy
transzpoziciébol és egy harmas ciklusbdl all6 permutéacidk konjugéltosztalyan. A tétel szerint

%32)(Ca) = [A(x)ﬁPJ(X)“f]
=1 (4,2)

= [AX)P2(x)p3(N)]a2)

= [0 —x)(f+x2)(x +2)] )

= 1.

3.5.6. FELADAT A Frobenius-féle karakterformula segitségével szdmitsuk ki az Sq szim-
metrikus csoport (2,2), illetve (3,1) ciklusszerkezetekhez tartozo irreducibilis reprezentdci-
Ok karaktereit.

3.5.7. MEGJEGYZES Léteznek mas mddszerek is a szimmetrikus csoportok karaktereinek
a meghatdrozasdra. Ilyen példaul az in. Murnaghan—Nakayama-szabdly (1d. [13, Problem
4.45]), ami rekurziv médon szdmolja ki a karaktereket. Ez ut6bbi szdmitdsi szempontbol
hatékonyabb a Frobenius-képletnél.

3.5.8. KOVETKEZMENY

Xn—1,1)(Ca) =01 — 1.

B1ZONYITAS

X(n—1,1)(Ca) = [A(x) ﬁ Pj(x)aj]
(n,1)

=1
= [ —x) (e +x) ()™

Mivel Y  io; = n, x{x monomot csak tgy kaphatunk, hogy az elsé zdr6jelbdl xo-t
valasztunk, a tobbibdl mind xi-et, illetve ha az elsé zardjelbdl xj-et valasztunk, ekkor
azonban a mdsodik zdrdjelbdl az x»>-ben linedris tagot kell vdlasztani, mindenhol méshol
pedig az x; megfeleld hatvanyat.

Az elsd esetben az x| x; monom egyiitthatéja —1, a masodik esetben pedig o lesz. Ezzel
a kovetkezményt belattuk. O
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3.5.9. FELADAT Ldssuk be az iménti érvelés megfelelé modositdsdval, hogy

X(n—2,1,1)(Ca) = %(Oﬁl —(x—1)—as.

3.5.10. MEGJEGYZES A Frobenius-féle karakterformulat megfogalmazhatjuk Schur-poli-
nomok segitségével is:

n
[Tt ) = Y X (Co)s, -
J=1 |X\|=n , A-nak legfeljebb k sora van

Miel6tt a 3.5.2. Tételt igazoljuk, mutatunk egy tovabbi érdekes nem-trividlis alkalmazast:
kiszamoljuk segitségével a V) irreducibilis reprezenticidk dimenzidit.

3.5.11. ALLITAS Legyen A = (A; > --- > A az n szdm egy particidja, ekkor

d!
A

dimVy, = 5
1 --- e i,

(A —Aj) .

B1ZONYITAS Ismert, hogy egy reprezentacié (pontosabban a hozza tartozé vektortér)
dimenzidja megegyezik a reprezentdcié karakterével kiértékelve az identitds (egyelem)
konjugéltosztalyan.
Mint altaldban tehat,
dimV;\_ = X?\.(C(n)) .
A 3.5.2. Tétel szerint
dimV, = [A(x) (X1 +--- —|—xk)”](x) ,

ezt fogjuk most részletesen kiszdmolni.
A jobboldalon szerepld els6 tényez6-t, a V (xq, ..., x;) Vandermonde-determindnst kifejtve

Alx) = Z sgn((j)xg(l)f1 ~~~~~ x?(k)fl ,
cES,
valamint a polinomidlis tételt felhasznélva kapjuk, hogy
n n' I Tk
(xp 4 Fx)" = Z —x Xt

ril...rg!
”17-~-7"k725‘<:1 ri=n

Ezek alapjan A(x)(x; 4 --- +x;)" -ben az x* monom egyiitthatja
Y. senlo) :
sgn ,
ocs, (M —ok)+D!... (M —oc(1)+1)!

ahol ly_;11 —6(i)+ 1 > 0 minden 1 <i <k esetén. Utdbbi dllitds helyességét az aldbbi
moédon l4thatjuk be: azt kell megvizsgélni, hogy

o(1)-1 o(k)—1 _r Tk
Xk ...Xl ‘Xl ...Xk
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mikor lesz egyenld xlll . .xf(k -val. Ez pontosan akkor kovetkezik be, ha

ry = ?ul—G(k)—i—l

ry = 7\,](—6(1)—1—1

¢és ezek mind nemnegativak.

Tovabbmenve, A(x)(x; +--- +x)" -ben az x* monom egylitthat6ja
Y. sen(o) !
= sgn(c
cES) ¢ (7”1 _G(k)+1)!...(7hk—(5(1)+1)!
! k
= Y sen(@) [ —1) .. (Aj—o(k—j+1)+2)
7\‘1!"'7\'/‘!665,( i
I A (A —1)
n! o .
TR :
1 ¢ I A AM(A—1)
n!
T [T -3,

oA |<icj<k
ahol utols6 egyenl&séget oszlopredukcid segitségével kaptuk. Ezzel az éllitast belattuk. [

3.5.12. FELADAT Mutassuk meg, hogy dimV, megegyezik a A particion megadhato stan-
dard Young-tablok szamdval.

A karakterformula bizonyitdsdhoz még egy eszkozre lesz sziikségiink.

3.5.13. DEFINICIO Legyen A = (Ai,...,A\) az n szdm egy tetszbleges particidja. A hozzd
tartozo vigynevezett Young-részcsoport

S, E 5y X xSy, S,

Legyen U, az baloldali CS,-modulus, amely az S Young-részcsoport trividlis reprezen-
tacigjardl indukdlt reprezentacionak felel meg. Az el6z0d fejezet alapjan konnyen lathato,

hogy
Uy = CS,ay ,

tovabba
Vi C Uy,

hiszen V), = CS,a) b ~ CS,b)a) C CS,ay = U,. Jelolje 1, az U, reprezenticid karakterét.
3.5.14. LEMMA Az eddigi jelolésekkel
!

p-
r )
con'enpp |

1 n! L3
C,) = . .
M (Co) ICal Al-... Ay Zpl 1717,

Kiironya Alex, BME tankonyvtar.math.bme.hu
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ahol az 0sszegzés minden olyan
{rpg | 1<p<k,1<qg<n}
szamhalmazra kiterjed, amelyre

Fig+ - +Tkg = Og

rpl+2rp2+"‘+nrpn:7\'p
minden 1 < g<nésl1 < p<kesetén.

3.5.15. FELADAT lIgazoljuk, hogy

Co| = .
Cal 1% (0u)! -+ - - n% (or,)!

B1ZONYITAS Az indukélt reprezenticiok karakterére vonatkoz6 képlet alapjan

1
m(Ca) = @!Snisxl |Co NSy -
Ttt '
n!
Sn:S = ———
[Sn: 83l Ml A

|Co,N S| kiszamitdsa valamennyivel tobb er6feszitést igényel.

Irjuk fel Co,NS;, p-edik komponenseinek az elemeit, mint rp1 darab 1-ciklus, > darab
2-ciklus, stb. Ily médon

|ICaNSy| = ) | {G | S3,-ben rpq darab g-ciklus Van}|
Yy pq=0 > Lgqrpa=Mp
Ap! Ax!

1ir !0y, 1L nery, !

Y 7pg=0% » Xqqrpg=hp

k !
- ZH 1"P1y ykp'nrpnr 1
p=1 pr---- Pn

ahol az 0sszegzés azokon a
{rpq\ 1<p<k, lgqgn}
szamhalmazokon fut végig, amelyekre
Figh -+ 1g = O
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és
Fpt +2rp 4+ nrp, = Ay

minden 1 <g<nésl < p <kesetén. O
3.5.16. ALLITAS

M(Co) = [Palr
azaz x egyiitthatdja p*-ban.
BIZONYITAS Az el6z6 lemma szerint

M (Co) = 1 Z H
|C | 7»1 7\,/( lr”lr rPnl”p 1’
az ott emlitett indexhalmazra osszegezve. Ebbdl kis egyszertsitéssel azt kapjuk, hogy
Z H [ T1g) -+ Thg
ahol az 0sszegzés a korabbi indexhalmazra torténik. Tekintsiik most a
Po = (x4 4x)% (6 g™

altalanositott Newton-féle hatvinyosszegpolinomot. Ebben xt egyiitthat6ja

I
Ezzel az allit4st beldattuk. a

B1zONYITAS (Frobenius-féle karakterformula) Az eddigi jelolésekkel azt szeretnénk belatni,

hogy

A (Ca) = [A'P(a)]x

illetve a 3.5.16. Allitds szerint

[Paly = [A'P(a)]i

Alkalmazzuk a szimmetrikus polinomok egyiitthat6irdl szol6 2.5.5. Tételt a p, dltalanositott
hatvanydsszegpolinomokra: eszerint

Mivel

ezért

Kiironya Alex, BME

Pocx—z xA poc]y

K 1 had=yu
M0 had<pu,

M(Ca) = [pal = [A-pali + Y
u>Ah

Kp[A- paln
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Ebbdl a 3.5.15. és a 2.5.8. Feladat felhasznéldsaval az adodik, hogy
1
E Z ’COC’ [A ’ p(x]i[A ’ pOﬂ],fl = Sk,u )
0

mads széval, hogy a

A pa]i
kifejezések mint osztalyfiiggvények kielégitik ugyanazokat a merdlegességi reldcidkat, mint
az irreducibilis reprezenticiok karakterei. EbbOl az irreducibilis karakterek tulajdonsdgai
miatt kovetkezik, hogy a [A- pg]5 osztlyfiiggvények az S, csoport irreducibilis reprezentaci-
6hoz tartoz¢6 karakterei.

Vegyiik észre, hogy a Tétel dllitdsdnak egy rész még hidnyzik: meg kell mutatnunk azt is,
hogy [A- pql; a Vy-val jeldlt irreducibilis reprezentdciohoz tartozé karakter.

Ehhez tekintsiik a V; C U, reprezentdciokat. Lattuk, hogy Vi C U,; ennél tobb is igaz,
hiszen mint minden véges csoportnak, S,-nek is minden reprezenticidja teljesen reducibilis,
ezért minden részreprezentécid direkt 0sszeadando.

Ezért

M = Zm,,xy
u
alakba irhato, ahol az egyiitthatoknak teljesiteniiik kell a rp, > 0 €s ryy, > 1 feltételeket. Az

M(Ca) = [pala = [A- pal5 + Z A palp
u>A

egyenl&séggel osszevetve az kovetkezik, hogy [A- pql; a ¥, karakterek Z-egyiitthat6s linedris
kombinaci6ja*:
[A'pa]i = ZVX,uX,U (VX,u € Z) .
u

Lattuk, hogy a [A- pg]; elemek ortonormdlt bazist alkotnak az osztalyfiiggvények terében,
amibdl az

1 = ([A-pals, [A- polj, thy
Osszefiiggésre jutunk; ez viszont azt jelenti, hogy

[A‘Pa]i = £X

az S,, csoport valamely irreducibilis y karakterére. A A partici6kra vonatkozé lexikografikus

indukcidval tegyiik fel, hogy
def

[A-paly = Xv = Av,
minden v < A partici6 esetén. Ekkor viszont az indukci6s feltevés szerint

M(Ca) = [A pali+ Y KalA-pols
u>A

= [A'pG]X+ZKy7LXy )
u

4Egy csoport karaktereinek egészegyiitthatds linedris kombindcidit virtudlis karaktereknek hivjuk.

tankonyvtar.math.bme.hu Kiironya Alex, BME



3.6. SCHUR-FUNKTOROK 123

amibdl
nh:ZrMXy F;WZOéS rM21
u

€s az irreducibilis karakterek linedris fiiggetlensége miatt

[A‘Poc]i =X

kovetkezik. O

3.6. Schur-funktorok

A szimmetrikus csoportok reprezentacioirdl szerzett ismereteinket most komplex vektorterek
GL(V) dltaldnos linedris csoportjai reprezentdciéelméletének vizsgdlatara fogjuk felhaszndl-
ni. Mint 4ltaldban, a f6 feladat egy adott csoport irreducibilis reprezentacidinak leirdsa, majd
ezek multiplicitdsainak meghatdrozasa tetszdleges reprezentdcioban. Fontos tudni, hogy
altaldban nem minden csoport teljesen reducibilis, azaz sokuknak van olyan reprezenticidja,
amely nem 4ll el irreducibilis reprezenticidk direkt osszegeként.

Igaz azonban az alébbi.

3.6.1. TETEL Legyen V egy véges-dimenzick komplex vektortér. Ekkor GL(V) minden
komplex linedris reprezentdcioja teljesen reducibilis, azaz a tényezok sorrendjétdl eltekintve
egyértelmiien felbomlik irreducibilis reprezentdciok direkt osszegére.

B1zONYITAS Egy geometriai jellegii bizonyitds taldlhaté a [23] II. fiiggelékében. a

Legyen V egy d-dimenziés komplex vektortér. A GL(V) csoportnak konstrukcigjabol
adéddéan van egy
p:GL(V) — GL(V)

természetes hatdsa V-n: tetszSleges g € GL(V) ésv € V esetén

p(e)(v) E gv.

Masképpen,
p = IdgL(v) -

Ez a csoporthatés természetes médon kiterjed V sszes tenzorhatvanydra. Ha g € GL(V),
Vi,...,v, €V, akkor a

def
=P

P& ©@---@vy) = p(e)(v1) ©---@p(g)(Va)

leképezés egy
pn: GL(V) — GL(V®")

reprezentaciot definidl. Az attekinthetGség kedvéért gyakran a
gV ®--®v,)
jelolést fogjuk haszndlni, erre definici6 szerint

g(V®--®v) =gV RgV, .
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3.6.2. FELADAT Ellendrizziik, hogy p,, : GL(V) — GL(V®") valéban a GL(V) csoport egy
reprezentdcioja.

Az S, szimmetrikus csoport természetes médon hat a V®" vektortéren az indexek
permutécidjaval. Ezt a
T, 0 Sy — GL(V®")

hatdst szokasunkkal és az imént tekintett GL(V )-hatassal ellentétben jobboldali hatasként
fogjuk fel; ha o € S, és vy,...,v,, akkor ismét csak az egyszerliség okan legtobbszor a

(M@ @m).6 & 1, () (1 @ @)
jelolést alkalmazzuk. Ily modon 7, az alabbi médon adhat6é meg:
(Vl ®- .. ®Vn)-c — vG(l) ® PP ®v6(n) X

Egy fontos elemi tény, hogy a m, permuticidreprezenticié felcserélhet6 a p, baloldali
GL(V)-hatéssal.

3.6.3. LEMMA Tetszdleges g € GL(V), 6 € Sy ésvy,...,v, €V esetén

g((vi®--®v).0)=(g(M® --®v)).c.

BIZONYITAS

g((M®@--®@v).0) = g(s1)®@ V()
= (gvs(1)) ® "+ ®(8Vs(n))
= ((gv1)®@---®@(gvn)).0
= (g(n®-®w)).c.

Legyen A az n szam egy particidja, c) € CS, a hozz4 tartozé Young-szimmetrizitor. A
c), elemek természetes médon V®" egy endomorfizmusa (nem feltétleniil lesz invertdlhat6
linedris transzformacio), ezek segitségével meg fogjuk adni GL(V) sok irreducibilis repre-
zentaciojat.

3.6.4. DEFINICIO Az n szdm A particidjdhoz tartozé Schur-funktor
def .
SxV :eflmCMV@n o

a GL(V) csoport egy reprezentdcidja’.

3.6.5. PELDA Elsé példaként vegyiik a A = (n) particiét. Amint azt kordbban lattuk,

S Zec,

ceSy,

igy
SV = Sym"V .
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3.6.6. PELDA Legyen A= (1,...,1) az n darab 1-esbdl all6 particié. Ekkor

Cp = Z (—1)066

ceS,

SV =A'V.
3.6.7. PELDA Legyen most A = (2,1). Ebben az esetben

o = L+eqz) —eus) —e(123)
ezért
S)LV = imcx|v®3

V®3 azon altere, amelyet a
VI@V2@V3+V2 @V @V —Vv3R@ V2 Qv —v3 RV KV

alaku vektorok feszitenek ki.
3.6.8. MEGJEGYZES Egyszerl szamolassal igazolhatd, hogy

3
V®3 = Sym3V@/\ V@S(Z,l) .

3.6.9. MEGJEGYZES A Schur-funktorok definicidja sordn hasznalt terminolégia — noha
a reprezentacidelméleti irodalomban teljes mértékben megszokott, pontositdsra szorul. A
tulajdonképpeni funktor az
S?» W SxW

hozzdrendelés, amely a véges-dimenzidés komplex vektorterek kategéridjabol képez a C-
algebrék kategoridjdba.

Természetesen ahhoz, hogy a S, funktor definidlva legyen, meg kell mondanunk, hogy
mit rendeljen hozzd egy ¢ : V — W linedris leképezéshez. Ez nem lesz mds, mint a

VIR @V = 0(v]) @+ R(vy)

hozzarendelés kiterjesztése.

Vegyiik észre, hogy S,V fiigg V-t6l. Példdul S,V = 0, ha A sorainak szdma nagyobb,
mint dimV'.

Az ismertetett eljards minden G < GL(V') linedris csoportra alkalmazhat6. A G = GL(V)
esetben a kapott reprezenticiok irreducibilisek lesznek.

3.6.10. FELADAT Mutassuk meg, hogy az iménti értelmezéssel Sy valoban egy funktor.

3.6.11. MEGJIEGYZES Az alfejezet elején ismertetett médon minden ¢ € End(V) egyértel-
mien kiterjed S,V egy endomorfizmusava. Legyen

10.(8) € 1s,v ()

ennek az endomorfimusnak a nyoma.
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Tekintsiik ismét a A = (n), S)V = Sym”" V esetet. Legyenek g € GL(V) sajatértékei oy, ..., 0
(mivel az alaptest algebrailag zart, minden endomorfizmusnak (multiplicitdssal szdmolva)
pontosan d = dimV sajatértéke van).

3.6.12. ALLITAS A fenti jelilésekkel
X(@)(8) = hu(auy,...,0)

ahol hy, a megfeleld teljes szimmetrikus polinom.

B1zONYITAS Els6 1épésben tegyiik fel, hogy g € GL(V) diagonalizdlhat6 és vy,. .., vy V-nek

az a bazisa, amelyben g = diag(a., ... ,0,) diagondlis mdtrix a sajatértékekkel mint féatlébeli
elemekkel.
Ekkor a
Vigtee Vi = Y Vo(i) ® - ® V(i)
cESy,

elemek, ahol 1 <iy,...i, <d, Sym"V egy bazisét alkotjak. Vizsgdljuk meg g hatdsat ennek
a bazisnak az elemein.

giyovi)) = Y (&) @ @ (8Ve(iy))

cEeSy,
=} Go(i)Vo(i) @ ® Coiy) Vo(iy)
ceS,
= O -0y, Z Vo(i) X ®V6(in) .
ceSy,
Lithatéan a v;, -...-v;, bazisban g|s,y diagonilis,

g‘g}hv = diag(...,(xl-l---a,-n,...) .

Ebbdl kovetkezik, hogy

Tr(gls,y) = Y, Oy Gy = (0., 0) -
1<ijoin<d

Mivel a diagonalizdlhat6 endomorfizmusok egy siirli halmazt alkotnak az endomorfizmusok
kozott, az allitast belattuk. O
3.6.13. MEGJEGYZES A bizonyitast g Jordan-féle normélformdjanak segitségével is befe-
jezhetjiik.

3.6.14. PELDA Legyen A= (1,...,1), S,V = A"V. A szimmetrikus hatvanyokra vonatkozé
allitassal teljesen analég médon beldthatd, hogy ha g € GL(V) sajatértékei oy, . .., oy, akkor

X(l,...,l)(g) = en(ala' . .,(Xd) )

ahol e, az n-edik elemi szimmetrikus polinom.

7 7

Az iménti két példa messzemend altaldnositdsa az aldbbi eredmény, ami a fejezet kozponti
mondanival6ja.

tankonyvtar.math.bme.hu Kiironya Alex, BME



3.6. SCHUR-FUNKTOROK 127

3.6.15. TETEL A fenti jelilésekkel S,V a GL(V) csoport egy irreducibilis reprezentdcidja,
amelynek karaktere

x}.(g) = S}b((XI,...,(Xd) )

ahol sy a A particiohoz tartozé Schur-polinom, A, . . ., 0g pedig a g € GL(V) endomorfizmus
sajdtértékei.
AN= (N >--- > Ay) particichoz tartozo S)V reprezentdcio dimenzidja
: Ai—Aj+
dimS,V = s3(1,...,1) = Az Ajt il
1<i<j<d J—i

3.6.16. TETEL Jelolje dy a Vi = (CS,)c; komplex vektortér dimenzidjdt. Ekkor V"
irreducibilis reprezentdciokra torténd direkt osszeg felbontdsa

V®n — @ (S}\’V)@dk )
|A|=n

3.6.17. KOVETKEZMENY Ha A # u két particié legfeljebb dimV sorral (azaz a hozzdjuk
rendelt reprezentdciok nem trividlisak), akkor

S\V £S,V .

B1ZONYITAS A két reprezentdci6 karaktereire s # s,, igy a reprezentdciok sem lehetnek
izomorfak. O

3.6.18. MEGJIEGYZES Az {S)V} halmaz nem tartalmazhatja GL(V) 6sszes irreducibilis
reprezentécidjat, hiszen példaul ezek dudlis karakterei nincsenek benne a fenti halmazban.
Belathat6, hogy a

{Sviu{sywv)}

halmaz mar tartalmazza GL(V') 6ssze irreducibilis reprezentdcijt.

3.6.19. KOVETKEZMENY Legyen ¢ € CS,, (CS,)c = @y (V3)®™ mint CS,-modulusok.
Ekkor
=D Ev)™
A
mint GL(V )-modulusok, tovdbbd
g‘V@’” Zrksk LI PR ) 0

Az egyik alapfeladat csoportreprezentdciok lefrdsdnal reprezentdcidk tenzorszorzatainak

felbontdsa irreducibilis reprezentaciok direkt 0sszegére (ennek egy fontos specidlis esete
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a 3.6.16. Tétel). Ezért nagy jelentdsége van az alabbi eredménynek, amit mi nem fogunk
bebizonyitani.

3.6.20. TETEL (LITTLEWOOD-RICHARDSON-SZABALY) A fenti jelolésekkel

SV @S,V ~ P SV
A%

ahol v végigfut az dsszes |A| + |u|-elemii particion.

A 3.6.15. és a 3.6.16. tételek bizonyitasdhoz sziikségiink lesz az aldbbi technikai jellegli
lemmadkra. Ebben a formédban fogjuk a féligegyszerii algebrdkra vonatkozé Wedderburn—
Artin-féle elméletet felhaszndlni.

3.6.21. LEMMA Legyen G véges csoport, U véges-dimenzios jobb CG-modulus,

Bd:efHomG(U,U) ={0:U—=U|VgeGveUod(vg) =0(v).g} .

Ekkor minden ¢ € CG esetén

1. a szorzds
U ®cq CGe S Uc

egy bal-B-modulus izomorfizmus.

2. Ha W = (CG)c irreducibilis bal-CG-modulus, akkor U @cg W = Uc irreducibilis
bal-B-modulus.

3. HaW; = (CG)c; kiilonbozd irreducibilis bal-CG-modulusok (1 <i < k), m; dzefdimWi,
akkor
U ~ @;(U ®cc W)®™ ~ @;(Uc;)®™

U-nak egy irreducibilis bal-B-modulusokra torténd felbontdsa.

A lemma bizonyitasat kés6bbre halasztjuk. A tételek bizonyitdsa sordn az iménti lemmat
az G = S,, U = V®" szereposztdssal fogjuk alkalmazni. Ily médon meg tudjuk hatdrozni,
hogy V®" mint B-modulus hogyan bomlik fel irreducibilis részmodulusok direkt dsszegére.
A V& vektortér azon endomorfizmusai, amelyek V endomorfizmusaibdl indukalédnak, mind

B-ben vannak. Tipikusan B jéval nagyobb, mint End(V) képe, azonban End(V) elemei
bizonyos értelemben siirtin helyezkednek el B-ben.

3.6.22. LEMMA B-nek mint End(V®") linedris alterének End(V) egy generdtorrendszere.
Egy T < V®" altér pontosan akkor bal-B-modulus, ha T invaridns GL(V )-re nézve.

B1zONYITAS Ha W egy véges dimenzids vektortér, akkor
Sym"W = (w@---@w|weW) C W,
Alkalmazzuk ezt a tényt a W = End(V) = V* ® V esetben. A lemma elsG allitasdnak
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belatdsdhoz ekkor elég azt megmutatni, hogy
B = Homg, (V" V") = (g®" | g € End(V))gna(v) -
Multilineéris algebrdbdl ismert, hogy

End(V)®" ~ (V*@V)*"
~ (VP gyen
~ End(V®")

mint CS,-modulusok (azaz az S, hatdsok végig kompatibilisek), ezért

Homg, (V" V") = End(V®")5
(Endven)r
~ Sym"End(V) .

12

Ezzel az els6 4llitast bebizonyitottuk®.

A masodik allitds kovetkezik az els6bol annak ismeretében, hogy GL(V) sirl (az
euklideszi topoldgidra nézve) End(V)-ben. O
BIZONYITAS (a 3.6.15. és 3.6.16. tételeké) Amint azt emlitettiik, a bizonyitds a 3.6.21.
lemmaén alapul, az G = S, és U = V" vilasztdssal. Definicio szerint

S;LV = V®nck = UC;w

igy a 3.6.21. lemma miatt S,V irreducibilis, tovabba rogton adodik a 3.6.16. tétel allitasa.
Szintén a 3.6.21. lemma alapjan

SV = (V") op 2 V" @cg Vo = V" @cg (CG)ey,
és az U, & (CG)ay, vélasztassal
SymMV @ -+ ®@SymM™V ~ V" @cq Uy, .
Azonban Uy, ~ &K, ,V, mint CG-modulusok, igy V®"_nel tenzorszorozva azt kapjuk, hogy
Sym7Ll VR--® SymM V =~ @K, S,V

mint GL(V)-modulusok. A g € GL(V) elem nyoma a baloldalon A (a,...,0,) (az oy
szamok a g linedris transzformécio sajatértékei). lly médon

h (o, .., 00) = Y Ky, Tr(gls,v) -
u

A szimmetrikus fliggvényekr6l sz616 fejezetben lattuk, hogy az iménti egyenldségek teljesiil
a Tr(gls,v) fiiggvények helyett az sy Schur-polinomokkal. Mivel (a particiSkat megfelelSen

°Az End(V®™)S kifejezés az End(V®") vektortérnek az adott S,-hatds szerinti fixpontjait jelenti.
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rendezve) a K, matrix haromszogmatrix csupa l-essel a fGatlojan, ezért invertédlhato. Ebbdl
kovetkezik, hogy

x.(8) = Tr(gls,v) = sa(ou,...,04)

adddik. Ezzel a karakterekre vonatkozo éllitast belattuk.
Hatra van még a S,V reprezenticiok fokainak meghatirozdsa. Azonban az S)V
karakterére vonatkoz6 eredménybdl

ki—%,j—l—j—i

dimS,V = s, (1,...,1) = ] :
1<i< j<d J— O

3.6.23. MEGJEGYZES Ha a A particiénak d = dim(V')-nél tobb sora lenne, akkor

X)\,(g) = Tr(g|ng) = SA_(OCl,...,OCd,O,...,O) .

A g =Id vélasztassal S,V = 0 adddik.
Az alfejezet hatraléve részében a 3.6.21. lemmat fogjuk bebizonyitani.

B1ZONYITAS Véges csoport 1évén G teljesen reducibilis, azaz minden reprezenticidja
egyértelmiien felbomlik irreducibilis részreprezentaciok direkt 6sszegére. Ebbdl kovetkezik,
hogy a CGc modulus CG-nek, mint bal-CG-modulusnak direkt 6sszeadandéja.

Tekintsiik el6szor a lemma els6 allitasat. Belatjuk, hogy minden ¢ € CG esetén

U ®@cgCGe =5 Uc

egy bal-B-modulus izomorfizmus. Vegyiik az aldbbi kommutativ diagramot:

U ®c6CG —% U ®cg (CG)e ——U ©c6 CG

| P,

U < Uc U,

ahol az i és j leképezések injektivek, és az Osszes fliggdleges nyil az
uRXarru-a

homomorfizmust jeloli.

Az abréan ¢-vel jelolt leképezésrdl kell megmutatni, hogy bal-B-modulus izomorfizmus.
Mivel i bedgyazas, ha ¢(x) = 0 valamely x € U @ CGc esetén, akkor a diagram jobboldali
négyzetének kommutativitdsa miatt i(x) = 0, igy x = 0, tehat ¢ injektiv. Ezzel anal6g médon,
a bal négyzet kommutativitdsanak felhasznaldsaval adodik, hogy ¢ sziirjektiv is egyben.

Misodikként bebizonyitjuk, hogy ha W = (CG)c irreducibilis bal-CG-modulus, akkor
U ®@cg W = Uc irreducibilis bal-B-modulus lesz. Eldszor tekintsiik azt a specidlis esetet,
amikor U irreducibilis CG-modulus, igy B = C. Ez esetben elég belatni, hogy

dimcU ®@cgW < 1.
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A Wedderburn—Artin-tétel miatt
CG ~ @ie[Eﬂd(]}) = @leMml(C)

teljes matrixalgebrak direkt osszege, ezért W az CG féligegyszer(i algebra egy minimadlis
balidedljanak felel meg. Matrixalgebrak direkt Osszegének egy minimadlis balidedljanak az
elemei

(My,....M,),

alakuak, ahol egy adott iy index kivételével M; = 0 minden 1 < i < r esetén, €s M;, elemei
mind nulldk egy oszlopot kivéve.
Hasonléképpen, U az CG algebra egy minimalis jobbidedljanak felel meg, amelyek
elemei
(My,....M,),

alakuak, ahol egy adott iy index kivételével M; = 0 minden 1 < i < r esetén, €s M;, elemei
mind nulldk egy sort kivéve.
Ily médon
UQcgW = (0,...,CEij,...,0)

ha mindkét tényez6ben ugyanaz a nemnulla faktor, illetve 0 egyébként. Ezzel az irreducibilis
esetet belattuk.
Az altalanos esetben U = @iUi@"", ahol minden U; irreducibilis jobb-CG-modulus. Ekkor

U®(CGW e @i(Ui ®(CG W)@Vli = (an

valamely k-ra; ekkor U @ W irreducibilis B = @; M, (C) felett.
Végiil igazoljuk, hogy ha W; = CGg; kiilonbozd irreducibilis bal-B-modulusok, m; =
dim W;, akkor
U = @i(UccW;)™™ =~ P (Uci)™

1

az U bal-B-modulus egy irreducibilis bal-B-modulusokra torténd felbontasa.
Ez gyorsan adddik abbdl, hogy

U ~U @c6CG~U®cg (GiW,™) ~ &(U ®ce W)™ . O

Kiironya Alex, BME tankonyvtar.math.bme.hu






4. fejezet
Schubert-kalkulus

Az utolsé fejezet mind szerepében, mind felépitésében jelentSsen eltér az eddigiektSl. A
particidkalkulus algebrai geometriai alkalmazdsat mutatjuk be, az un. Schubert-kalkulust.
Precizen megfogalmazva, a Schubert-kalkulus a Grassmann-varietisok kohomolégiagyi-
riiben torténd szdmitdsokat takarja, a gyakorlatban ezzel egyiitt leginkdbb leszamlalé
geometriai problémdk metszéselméleti eszkozokkel valé megolddsat értjiik alatta.

Leszamldlé geometriai feladat alatt itt azt a jellegli kérdésfelvetést értjiikk, hogy hata-
rozzuk meg egy projektiv tér adott tulajdonsdgu altereinek a szdmat. Egy konkrét példa:
rogzitsimk négy kiilonbozé egyenest a hdrom-dimenzids projektiv térben. Hany olyan
egyenes van P3-ban, amely a négy elére adott egyenes mindegyikét metszi?

Részben mar a kérdések pontos megfogalmazisahoz, de a felhaszndlt médszerekhez
mindenképpen sziikség van egy-két félévnyi algebrai geometriai és algebrai topoldgiai
tanulmdnyokra. Lathat6 tehat, hogy az elvart el6ismeretek 1ényegesen komolyabbak a
korédbbi fejezetekhez sziikségesnél. Terjedelmi okokbdl kifolydlag kisérletet sem tesziink
az igényelt elGismeretek lefrdsdra, mar csak azért sem, mert a nemzetkdzi matematikai
irodalomban béségesen fellelheték bevezet6 algebrai geometriai, illetve algebrai topoldgiai
miivek. Az algebrai geometridval val6 ismerkedéshez (a teljesség igény nélkiil) a [6], [9],
[14], [18], [30], [39] konyveket ajanljuk, mig az algebrai topoldgiai elGismereteket (sok egyéb
forras mellett) tartalmazzak a [4], illetve [19] m{ivek.

Tovébbi eltérés az eddigiektdl, hogy er6sebben tdmaszkodunk a feltételezett elismere-
tekre, €s az esetek egy részében a megszokottndl kevesebb részletet adunk meg. Tovabbi
informdciot példaul a [12] vagy a [24] irdsokban taldlhat az olvaso.

4.1. Grassmann-varietasok

A magunk elé tizott feladat projektiv terek adott tulajdonsdgu altereinek (egyeneseinek,
sikjainak, stb.) ,,szdmdnak” meghatdrozdsa. Ahhoz, hogy ezt szisztematikusan kivitelezni
lehessen, sziikséges, hogy az iménti kérdést precizen meg tudjuk fogalmazni. A tovabbiakban
(kevés, amde explicit médon megemlitett kivételtdl eltekintve) a komplex szamtest felett
fogunk dolgozni.

OTLET Paraméterezziik az adott dimenziés L C P" alterek halmazat egy megfelels algebrai
sokasdg pontjaival, majd az igy kapott sokasidgon értelmezziik geometriailag a kivant
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134 4. FEJEZET. SCHUBERT-KALKULUS

feltételeket. O

A P" projektiv tér d-dimenziés altereibdl (vagy ekvivalens médon az A™t! affin tér
origébn atmend d + 1-dimenzids linedris altereibdl) 4ll6 projektiv algebrai sokasdg az un.
Grassmann-varietds. Ez egy sima komplex sokasag is egyben, amelyet G(n,d)-vel jeloliink.

4.1.1. FELADAT Legyen V egy n-dimenzios vektortér a q-elemii véges test felett. Tetszole-
ges 0 < k < n esetén adjuk meg V k-dimenzios linedris altereinek a szamdt.

El6szor tekintsik G(n,d)-t mint halmazt. Megadjuk G(n,d) egy bedgyazdséit egy
alkalmas sokdimenziés projektiv térbe. Legyen P" = P(V), V egy (n+ 1)-dimenzids
vektortér, L CV (d + 1)-dimenzids altér, vy, ..., v, az L altér egy bazisa. Tekintsiik az alabbi
leképezést:

®: G(n,d) — Plin)-!

L o A---Avgl € P(ATTIY)
Linedris algebrabdl ismert, hogy P injektiv.

4.1.2. FELADAT Legyenekvy,...,vq €V, illetvevyy,...,v., kiilon-kiilon linedrisan fiiggetlen
halmazok. Igazoljuk, hogy
(Vo -sva) = (Vg .oy Vi)

pontosan akkor teljesiil, ha

VIA-Avg) = (A AV .

im® C P(AY1y) = PV & p(it) -1

ponthalmaz egy projektiv varietds, amit PV-en értelmezett homogén polinomok k&zos
nullhelyeként adhatunk meg. Az iménti konstrukciobol meg tudunk hatdrozni egy homogén
polinomokbdl 4ll6 egyenletrendszert, amelynek megolddsai pontosan a Grassmann-varietds
(pontosabban im ®) pontjai.

Rogzitsiink y(0),...,y(n) homogén koordinitakat P"-en. Legyen L C PV egy linedris
altér, amelyet egy By, € W[(n+1)x(n—d) matrixszal adunk meg. Az L altér pontjai a

Y baj(3(j))=0 1<a<n—d
Jj=0

egyenletrendszer megoldasai.

Mivel dimL = d, a By métrix rangja maximélis, azaz rk By = n —d. Ekkor van d + 1
darab L-beli pont, amelyek kifeszitik L-t. Legyen po,...,ps egy ilyen ponthalmaz. A p;
pontok koordindtdi egy (d + 1) x (n+ 1)-es matrixok alkotnak, ennek bizonyos maximalis
négyzetes minorait fogjuk felhasznélni.
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Jelolje p(jo,---,Jjq) annak a d X d méretd minornak a determindnsét, ami a jy-adik, ...,
Ja-edik oszlopokbdl all, azaz
po(jo) --- po(Ja)
. .y def . .
p(jos---,Jja) = : :
pa(jo) --- palja)

ahol p;(j) a p; pont j-edik koordindtdja. Mivel a (jo,...,jq) sorozatban két szomszédos
elemet felcserélve a megfeleld p szam ellentettjére valt:

p(j07"'7jk7jk+17"'7jd) = _p(j07'"ajk—Flajk?"'ajd) 3

elég a szigortian novekvd jy < --- < jg sorozatokat tekinteni.
A p(jo,---,ja) determindnsok szdma N + 1 és legaldbb egy koziilik nem nulla, mivel a
pi pontok linedrisan fiiggetlenek. Ezeket lexikografikusan elrendezve egy

L— ("‘7p(j07"'7jd)7"')EPN

leképezést kapunk.

Vizsgéljuk meg, mi torténik, ha egy masik, ¢qo,...,qq L-beli fiiggetlen pont d-est
vélasztunk referenciaként. Linedris algebrabdl ismert, hogy ekkor létezik olyan nemszin-
guldris C € GL(A*!V) linedris transzformaci, amelyre Cg; = p; minden 0 < i < d esetén
(természetesen C tavolrol sem egyértelmii). Rogton lathatd, hogy

q(j(),...,jd) = detC-p(jo,...,jd) ,
sigy
(..osgUos--sja)s--) = (s p(os s ja),-..) € PV
A fenti konstrukci6 lathaté médon jéldefinialt.

4.1.3. DEFINICIO A G(n,d) Grassmann-varietdsnak az ily modon megadott projekt-
iv bedgyazdsdt Plicker-beagyazasnak, a p(jo,...,ja) koordindtdkat pedig Pliicker-
koordinétdknak nevezziik.

4.1.4. FELADAT Mutassuk meg, hogy a Pliicker-bedgyazds megegyezik a kordbbi, ékszor-
zat segitségével megadott bedgyazdssal.

4.1.5. MEGIEGYZES Felmeriilhet a kérdés, hogy az imént megadott kétségkiviil elegdns
bedgyazas mennyire ad hoc; illetve, hogy a G(n,d) halmazt nem lehet-e vajon mas
"természetes’ algebrai varietdsstruktirdval elltni. Erre a kérdésre a vélaszt, miszerint a most
ismertetett médszer bizonyos szempontbdl az egyetlen értelmes véalasztas, a reprezentalhaté
funktorok elmélete adja meg (1d. [17]).

4.1.6. PELDA Legyen d = 0. Ekkor

n+1

®:G(n,0) — P("1)1 = pr |

Masrészt a ® leképezés sziirjektiv, hiszen az A" !-beli egydimenzi6s linedris alterek halmaza
definici6 szerint nem mas, mint P”. Ezért

G(n,0) = P" .
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4.1.7. PELDA Hasonléképpen lathat6 be, hogy
G(n,n—1) = (P")* ~P".

Az utols6 izomorfizmus mint projektiv algebrai varietdsok kozti izomorfizmus értendd.

4.1.8. PELDA A legkisebb példa, amelyre G(n,d) nem izomorf egy projektiv térrel, G(3,1),
a hdromdimenzids projektiv tér egyeneseinek halmaza. Az imént elmondottak alapjan egy L
egyenest egy
_ ( po(0) po(1) po(2) po(3) )
p1(0) pi(1) pi(2) pi(3)

matrix hatdroz meg. A hat Pliicker-koordindta:

plo1) = | PO PO po0)p (1) = pof1)p1(0)
(0) po(2)

p(02) = | o) D) | = Po@n(2) = po()pi(0)
(2) po(3)

p23) = |5 T3y | = r@nG) = p(3)m (@),

ezek G(3,1)-et P>-be dgyazzik be.
Fontos kérdés, hogy vajon
®:G(n,d) - PN

sziirjektiv-e, illetve ha nem, akkor hogyan jellemezhetSk PV azon pontjai, amelyek az adott
Grassmann-varietdshoz tartoznak. Erre ad vélaszt a kovetkezd tétel.

4.1.9. TETEL Legyenx=(...,p(jo,---,ja),--.) € PV tetszéleges pont. Ekkor x € G(n,d)
pontosan akkor ha minden jo < --- < jg_1 és ko < --- < kg1 indexsorozatra

d+1

Z (_1)lp(j07"'7.jd*l7kl)p(k07'"7]’%17"'7jd+1) =0.
=0

4.1.10. MEGJEGYZES A tételben szerepld egyenleteket Pliicker-reldcioknak hivjuk.

4.1.11. PELDA Vegyiik el6 ismét a projektiv térbeli egyenesek példajat és szamitsuk ki a
G(3,1)-et megadé egyenleteket. Mivel d — 1 =0, ezért jo = 0, 1,2, 3 az Gsszes szambajohetd
J-sorozat. Valasszuk eldszor a jy = 0 esetet, legyen a k indexsorozat 1 < 2 < 3. Ekkor

2
Z <_1)lp(j07kl)p(k07"'7kl7--~>k2)

[=0
= p(01)p(23) — p(02)p(13) + p(03) p(12) .
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Vegyiik most az 1 < 2 < 3 sorozat helyett a 0 < 1 < 2 sorozatot. Ez esetben

2
Z (_l)lp(j07kl)p(k07'"7kl7"-7k2)

[=0
= p(00)p(12) — p(01)p(02) + p(02)p(01) =0,

tehat nem kaptunk dj egyenletet. Végigmenve az Osszes tovdbbi lehetdségen, arra az
eredményre jutunk, hogy diszjunkt jo és kg < k1 < ko sorozatok esetén a

p(01)p(23) = p(02)p(13) + p(03)p(12) = 0

egyenletet kapjuk, nem diszjunkt j, k sorozatok esetén meg a 0 = 0 egyenletet. Megéllapit-
hatjuk tehat, hogy

G(3,1) = V(p(01)p(23) — p(02)p(13) + p(03)p(12)) < P¥

egy kvadratikus hiperfeliilet az 6tdimenziés projektiv térben.

BI1ZONYITAS (4.1.9. Tétel) ElGszor belatjuk, hogy a G(n,d) Grassmann-varietds pontjai
kielégitik a Pliicker-relacidkat. Legyen tehét po,..., ps € L olyan ponthalmaz, ami kifesziti

L-t. A
d+1

Z <_1)lp(j07"'7.jd—lakl)p(k07"'7]%lv'~'7kd+l)
=0

Pliicker-relaciot masként

d+1 l : : - polkr)

Y (=1 piCio) - pilja—r) pilki) :

=0 : : : Palkr)
alakban irhatjuk fel.

Fejtsiik ki az els6 determindnsokat az utolsd, k; indexti oszlopuk szerint,

d+1 d . 5 :
Y DY 0 pio) e piliaar) [ pitk) |
=0 i=0 : :
polkr)
X : )
Palki)
majd cseréljiik meg a két szummat:
J : : d+1 + bolk)
Z(—l)d+i pi(jo) -+ Pi(ja-1) ‘Z(—l)lpi(kl) :
i=0 : : [=0 -+ palki)
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138 4. FEJEZET. SCHUBERT-KALKULUS

Vegyiik észre, hogy a bels6 szumma minden esetben nulla, mivel

- polky) - pi(ki)
di‘.l (—1) pilky) : __ pO(:kl)
1=0 oo palky) - e pall)

és ez utdbbi determindns elsd és i 4 2-edik sora megegyezik. Ezért

d+1 : : oo Polky) ...
Y 0| piljo) ... piliar) pilki) |- : =0,
= : : : Pakr)

azaz a Grassmann-varietds pontjaira valoban teljesiilnek a Pliicker-relaciok.

Tekintsiik most a mdsik irdnyi tartalmazést, lissuk be, hogy ha egy x € PV pont minden
Pliicker-relaciét kielégit, akkor x € G(n,d). Ehhez bizonyos értelemben ,,megoldjuk” a
Pliicker-egyenleteket. Legyen x(ko, . . .,ks) # 0 (mivel az ilyen tipusu kifejezések x homogén
koordinatdit alkotjak, ilyen biztos lesz). Be fogjuk latni a 4.1.12. sordn, hogy az

X(k(),...,l%l--wkd?j)

tipust koordinatdk meghatirozzak az 6sszes tobbit. Egyenlére fogadjuk el a lemma allitasat
és bizonyitsuk be segitségével a tétel hatralévo részét.
ElGszor is, észrevehetjiik, hogy a (d +1)(n—d) + 1 darab

.X'(k(),...,]%[,--')kd?j)

alakud koordindta mar egyértelmtien meghataroz egy L C PN d-sikot. Hiszenha 0 <i<d ,0<
J < n, akkor — feltéve, hogy x(ko,...,ks) =1—a

 def .
pi() = x(kos - ki1, jokivts - ka)

véalasztdssal kapott
(pi(0),...,pi(n))

pontok értelmesek (nem minden koordindtijuk nulla) és linedrisan fiiggetlenek (mivel
pi(k;) = &), ezért a py, ..., py pontok kifeszitenek egy L d-sikot.

Lathatd, hogy L Pliicker-koordinatdi pontosan a megfeleld kiinduldsi x(jo, ..., jg) ér-
tékek, hiszen a (jo, ..., jqs)-hez tartozé egyenld dety<;<yo<p<q pi(Jjp)-val. Mdrmost ha a
{jos---Jja} és{ko,...,kq} pontosan egy A helyen térnek el, akkor

(Pi(jp)) = 1d
a A-adik oszlop kivételével, igy L (jo,...,jq)-hez tartozé Pliicker-koordinatdja py (j)) =
x(joy---,Ja). A 4.1.12. Lemma szerint a fenti tipusd koordindtdk mar meghatdrozzak az

0sszes tobbit.
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Ha L' C PN egy masik d-sik ugyanazokkal a Pliicker-koordinatakkal, akkor elérhetd, hogy

det pi(ky) # 0

legyen, ily médon azt is biztosithatjuk, hogy

(Pﬁ(kv)) =Id = (Pi(kv)) ’
azaz L' = L. O

4.1.12. LEMMA Az
x(koy- - ky .. ka, J)

alakii koordindtdk meghatdrozzdk az 0sszes tobbit.
B1ZONYITAS Teljes indukciét fogunk haszndlni az

def : .
m= d+1—{jo,...,ja} N {ko, .., ka}|

mennyiségre, azaz arra a szdmra, amely megadja, hogy a két indexhalmaz hany helyen
kiilonbozik egymastdl. Az m = 1 eset magatdl értet6dd. Tegyiik fel, hogy az 1,...,m—1
szdmokra mdr tudjuk a lemma allitasat.

Tekintsiik a (jo,..., jﬁ’ .. Ja)» (ko,---,ka, jg) sorozatparnak megfelels

d+1

Z (_l)lp(j07"'7jd—17kl)p(k07'"a]%la"'akd-i-]) =0
=0

Pliicker-rel4ciét. Atrendezve azt kapjuk, hogy
p(j()a cee 7.;[37' . 7jd7jB)p(k07' . 7kd)

d
= ZZ (_1)lp(j07"'7jB7"'7jd7kl)p(k07"'7kl""7kd7jB) *
=0

Ha k; € {jo,..., ja}, akkor
p(j07"'7.j[37"'7jd7kl) =0.

Amennyiben k; € {jo,...,ja} akkor jo,.. .fB, ..., Jd,k; koziil pontosan m — 1 nincs benne
{ko, ... ,kq}-ben. Ebbdl kovetkezik, hogy ki tudjuk fejezni a

p(j()a"'7fB7"'7jd7j[3) 'p(k07"'7kd)

szorzatot olyan p(ig,...,is) koordindtdkkal, ahol

{io,,ia} és {ko,... ka}

legfeljebb m — 1 helyen kiilonbozik egymastdl. Az indukcids feltevés szerint

p(j07 s 7jd>p(k07 cee 7kd)m71

kifejezhet$ olyan koordinatdkkal, amelyek legfeljebb egy indexben térnek el (ko, . .., kq)-t0l.
Mivel p(ko,...,kq) # 0, ez igaz lesz p(jo, ..., ja)-re is. Ezzel a lemmadt igazoltuk. O
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4.1.13. MEGJEGYZES A fenti tétel algebrai geometriai szempontbdl pontos verzidja az
alabbi: A G(n,d) C PV Grassmann-varietdson elt{ind homogén polinomok ide4ljat a Pliicker-
relaciok generdljdk. Ezt nem bizonyitjuk be.

4.1.14. MEGJEGYZES A G(n,d) varietds egy alternativ jellemzése:
G(n,d) ~U(n+d)/U(n) xU(d),

ahol U(n) = U(n,C) az adott vektortéren haté komplex unitér linedris transzformaciok
csoportja. Ebbol az is kovetkezik, hogy G(n,d) sima és irreducibilis.

Tekintsiink most Ggy G(n,d) halmazra/projektiv varietdsra, mint egy n + 1-dimenziés V
vektortér d 4 1-dimenzios altereinek a halmazdra. Rogzitsiink egy ey, ...,e,4+1 bazist V-ben
(azaz egy V ~ C"*! izomorfizmust). Ekkor adott W € G(n,d) alteret megadhatunk d + 1
darab C"*!-beli wy,...,wq vektorral, amelyek kifeszitik W-t. Ezek egy

Wil ... Wil
My = .

Vd+1,1  --- Vd+1,n+1

(d+1) x (n+ 1)-es d + 1-rangii matrixot adnak meg. TetszSleges ilyen matrix leirja G(n,d)
egy elemét és két fenti alakd M,M’ matrix pontosan akkor reprezentédlja ugyanazt az alteret,
ha létezik C € GL(W) = GL(C,d + 1), amelyre M = CM'.

Vilasszunk egy I = {i,...,ig+1} € {1,...,n+ 1} k-elem{ indexhalmazt; legyen

f : ) e )
Uj & {ei | i € I} halmaz dltal kifeszitett altér ,
és

u (W eGnd) | WnU; 0} .

Madsszéval Uy azon W alterek halmaza, amelyekre az I-edik f6minor valamely matrixrep-
rezentdcioban nemszinguldris. TetszOleges W € U altérnek van pontosan egy olyan matrix
leirdsa, amelyben az I-edik fominor az identitdsmatrix.

4.1.15. MEGJEGYZES Egy fenti tipust matrix sorvektorai nem masok, mint a W N (Uf + ej)
metszetek elemei (ahol j € I).

Megforditva, barmely olyan (d + 1) x (n+ 1)-es M matrix, amelynek /-edik féminora az
identitds, megad egy W € U alteret. A fentiekbdl kovetkezik, hogy M-nek az I-t kiegészitd
(n—d) x (n+ 1)-es méretli minora W-t egyértelmiien meghatarozza, és egy

¢I S U — C(d+1)(n—d)

bijektiv leképezést valdsit meg. Az (Us, ;) parok a Grassmann-varietds egy algebrai (vagy
komplex analitikus) atlaszit adjdk meg. Konnyen ellendrizhet6, hogy az atmenetfiiggvények
linedris fliggvények.

Ez a lokdlis jellemzés megkonnyiti a Grassmann-varietdsok érintdtereinek leirasat.
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4.1.16. ALLITAS Egy W <V (d + 1)-dimenzids altér esetén jelilie W] € G(n,d) a
Grassmann-varietds neki megfeleld pontjdt. Ekkor Minden W] € G(n,d) esetén

TiwG(n,d) ~ Hom¢(W,V /W) .

B1ZONYITAS Rogzitsiik a
[W] e U C G(I’l,d)

pontot. Ekkor tetszéleges [W'] € U elem egy
o:W-—Uj
linedris leképezés grafja, ily médon

‘U] = Hom(c(W, Uf) s

amibdl
TiwG(n,d) = Homc(W,U;) ~ Homc (W,V /W)
kovetkezik, amint azt allitottuk. O

Korébban lattuk, hogy G(n,d) C P(A%*1V) azon elemek halmaza, amelyek el&allnak
VIA-AVgi

alakban. AtV ilyen elemeit feljesen felbomionak hivjuk. Ezek egy jellemzésének a
segitségével G(n,d) egy ujabb leirdsat kapjuk.

4.1.17. ALLITAS Az eddigi jeloléseink megtartdsdval o, € ATV pontosan akkor teljesen
felbomlo, ha a

0V — AUy
vV =  OAV

linedris leképezés rangja n —d.

BIZONYITAS Vegyiik észre, hogy egy o € A?T!V elem pontosan akkor oszthaté a v € V
vektorral, ha o Av = 0. Emiatt o pontosan akkor lesz teljesen felbomld, ha az 6t osztd
vektorok terének dimenzidja k + 1. Ez ekvivalens a bizonyitand6 éllitassal. O

4.1.18. FELADAT Legyen P € P3 egy tetszdleges pont; jelolje
p C G(3,1)

azon P3-beli egyenesek halmazdt, amelyek dtmennek a P ponton. Mutassuk meg, hogy a
Pliicker-bedgyazdsban Xp egy kétdimenzids P3-beli siknak felel meg.
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4.1.19. FELADAT Tekintsiink egy H C P3 sikot. Legyen
Tu C G(3,1)

azon P3-beli egyenesek halmaza, amelyek benne vannak a H sikban. Igazoljuk, hogy a
Pliicker-bedgyazds sordn Ly egy P3-beli sikra képzédik bijektiven.

4.1.20. FELADAT Az el6z0 két feladat megforditdsaként mutassuk meg, hogy tetszoleges
ECG@3,1)CP

kétdimenzios sikhoz vagy létezik olyan P € P* pont, amelyre E = Xp, vagy pedig taldlhaté
olyan H C P3 sik, amelyre E = X.

4.1.21. FELADAT Régzitsiink most egy P € P pontot és egy H C P? sikot. Jelilje
Lpw C G(3,1)

azon L C P2 egyenesek halmazdt, amelyek dtmennek P-n és benne vannak H-ban. Bizonyit-
suk be, hogy Xpp-nek a Pliicker-bedgyazdsndl vett képe egy P>-beli egyenes.

Megforditva, ldssuk be, hogy minden { C P>-beli egyeneshez, amelyet G(3,1)-nek a
Pliicker-bedgyazdsndl vett képe tartalmaz, létezik olyan P € P3 pont és H C P3 sik, hogy

¢ = Ypp-nak a Pliicker-bedgyazdsndl vett képe.

4.1.22. FELADAT Hatdrozzuk meg két adott Ly, L, C P3 egyenest metszé P3-beli egyenesek
halmazdnak a képét G(3,1) C P>-ben.

4.2. Komplex sokasagok axiomatikus kohomologiaelmélete

Az alfejezet sordn legyen X egy n-dimenzids sima irreducibilis komplex projektiv algebrai
varietds, illetve, ami a céljaink szempontjabol egyenértéki, egy 0sszefiiggd kompakt komplex
sokasdg. Ekkor értelmezhetiink X-en két sorozat funktort, az Gin. komplex egyiitthatés ho-
moldgia, illetve kohomoldgiafunktorokat, amelyek véges-dimenzids komplex vektortereket
rendelnek X-hez. Ezeket a vektortereket

Hi (X, C)-vel, illetve H*(X,C)-vel

jeloljiik, és a neviik X k-adik komplex egyiitthatés homoldgia- illetve kohomolédgiacsoportja.

Az alabbiakban ismertetjiik ezen csoportok szdmunkra legfontosabb tulajdonséagait. Az
additivan irt csoportstruktira (vagyis az adott komplex vektortérbeli 6sszeadds) mellett a
kohomolégiacsoportok kozott van egy asszociativ és esetiinkben kommutativ szorzds, az
un. sapka-szorzds, ami a kohomoldgiacsoportok direkt 6sszegét fokszamozott kommutativ
gylrlvé teszi.
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Az aldbbiakban tomoren, bizonyitdsok nélkiil Osszefoglaljuk az algebrai varietdsok
kohomoldgiaelméletének azon tulajdonsigait, amelyekre az elkdvetkezGkben sziikségiink
lesz. Feltételezziik, hogy az olvasénak rendelkezik alapvetd jartassdggal a szinguldris
homolégiacsoportok elméletében. Homoldgiaelméletrdl részletesen tobbek kozott a [4]
€s a [19] miivekben, algebrai varietdsok topoldgidjardl pedig a [12] konyv fiiggelékében
olvashatunk. Fontosnak tartjuk hangsulyozni, hogy az itt kovetkezd leirds sokkal inkédbb a
késobb felhaszndlt fogalmak Osszefoglaldsa, és nem egy 6ndll6 bevezetés.

A tovabbiakban X egy n-dimenziés sima irreducibilis komplex projektiv varietds, sza-
munkra elsésorban X komplex egyiitthatés kohomolégiacsoportjai lesznek érdekesek.

0. TULAJIDONSAG. Minden k < 0 és k > 2n esetén

Hi(X,C) = H*(X,C) = 0.

1. TULAJDONSAG. A sapkaszorzattal mint multiplikativ struktiraval ell4tott

H*(X,C) = ®o<ecnH*(X,C)

2 2

fokszdmozott vektortér egy fokszdmozott kommutativ gylrt. Ha k paratlan szam, akkor
H(X) = H"X)=0.
4.2.1. MEGIEGYZES Ha X =P", akkor

H*(P",C) ~ C

H*(X,C) ~ C[t]/(t”“) .
mint fokszamozott gytirik.

2. TULAJDONSAG. Tetszbleges Y C X irreducibilis (nem feltétleniil sima) c-kodimenzids
részsokasdghoz definidlhaté egy nullatdl kiilonbZé

[Y] € HZ(nfc)(X7(c) = HZC(X7(C)

kohomoldgiaosztaly', Y tgynevezett fundamentdlis osztdlya. A fundamentélis osztily az
elvardsoknak megfelelden transzformalédik morfizmusok mentén torténd elérenyomads és
visszahuzas esetén.

3. TULAJDONSAG Homotopikusan ekvivalens részvarietdsok ugyanazt a fundamentélis
osztalyt adjak.

4.2.2. MEGIEGYZES Haegy G 6sszefiiggd topologikus csoport hat X -en, akkor [g(Y)] = [Y]
minden g € G-re.

! Az iménti homoldgia- és kohomolégiacsoportok kozti izomorfizmust a Poincaré-dualitds biztositja.
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4. TULAJDONSAG Tegyiik fel, hogy 1étezik X -nek zart algebrai halmazokbdl all6 olyan
XXy 2Xp12...2X0=0

filtracidja, hogy minden X; — X;_ kiilonbséghalmaz

Xi—Xi—1 = ;Ui ,
diszjunkt uni6 alakba irhatd, ahol
Uij ~ (Cuij .
Ekkor az
[U,‘j] € H*(X,C)

kohomoldgiaosztalyok a H* (X, C) kohomoldgiagytirid egy Z-bazisat alkotjak:
H*(X,C) = @, ;Z[U;;] .
4.2.3. MEGJEGYZES Az n-dimenzids projektiv tér esetén egy tetszbleges
PPOoP!D. . DP' =0
teljes zaszl6 egy megfeleld filtraciot szolgéltat. Ekkor
PP = U~ A

és

H'(X,C) = C[U] .
5. TULAJDONSAG Legyenek Y,Z C X részvarietasok, amelyekre
YnX =wu---uw;
részvarietdsok diszjunkt uniéja, oly médon, hogy
codim(W;) = codim(Y) + codim(Z) ,

és minden i-re W; érintStere Y és Z érintStereinek metszete. Ekkor a megfelel6 fundamentalis
osztalyokra az alabbi egyenlség teljesiil a H* (X, C) gyftirtiben:

Y]-[2] = W]+ + W]

Ami szdmunkra érdekes lesz, az a Grassmann-varietisok kohomoldgiagytirtje. Latni
fogjuk, hogy a rajta értelmezett algebrai struktirdnak geometriai jelentdsége is van.
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4.3. Schubert-osztalyok

Mostanra eljutottunk oda, hogy egyrészt pontosan értelmezni tudunk leszdmlalé geometriai
kérdéseket, masrészt a tablo-kalkulusrdl szerzett ismereteink segitségével ezek koziil egy-
szerlibbeket meg is tudunk oldani. Az a struktdra, amelynek keretei kozott a megoldas
zajlani fog, a Grassmann-varietdsok kohomoldgiagyftirtije. A benne végzett szadmitdsokat
Osszefoglalo néven gyakran Schubert-kalkulus néven emlegetik.

Az tugynevezett Schubert-varietdsok a Grassmann-varietdsok bizonyos részhalmazai,
amelyek fontos szerepet jatszanak a kombinatorikai és geometriai alkalmazasokban. Jelentd-
ségiik tobbek kozott abbdl adddik, hogy a Grassmann-varietdsok kohomolégiagy(riiinek egy,
az el6z6 fejezet sordan (4. Tulajdonsag) leirt bazisat alkotjak.

Legyen

F.Z(F()QF] g...an):IP”
egy teljes zdszlo, azaz linedris alterek olyan egymadsba dgyazott sorozata, amelyekre dim F; =
i. Valasszunk tovabba egy

A=n—d >N\ > ...27\,‘14_1 >0
Young-diagramot legfeljebb (d + 1)(n —d) dobozzal.
4.3.1. DEFINICIO Az (F.,\) pdrhoz tartozé Schubert-varietds

def

U(F)={LeGnd)|V0O<i<d dm(LNF,_ 4 ,)>i} .

4.3.2. MEGIEGYZES Az Q) (F.) C G(n,d) Schubert-varietds irreducibilis, tovabba
dimc Q) (F.) = (d+1)(n—d)—|A|.

4.3.3. ALLITAS Ha F.,G. C P" két zdszl6, akkor létezik olyan C € PGL(N + 1,C) inver-
tdalhato linedris transzformdcio, amelyre

CG(n,d) = G(n,d)

CF.=G. .

B1zONYITAS Elemi linedris algebra n-re vonatkozo6 teljes indukciéval. O

Az el6z0 éallitds szerint barmely két F.,G. zdszl6 egymadsba vihetd egy alkalmasan
valasztott linedris transzformacié segitségével amely G(n,d)-t invaridnsan hagyja, igy Q) (F.)
és , (G.) homotdp ekvivalensek. Az axiomatikus kohomoldgiaelmélet 3. tulajdonsdga
alapjan ekkor a hozzarendelt fundamentdlis osztalyokra

[@.(F.)] = [(G.)] € H*M(G(n,d),C)

ad6dik. Ertelmes tehat az aldbbi.
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4.3.4. DEFINICIO Az eddigi jeloléseinkkel

o, 2 [0 (F.)] € HM(G(n,d),C)

a A particiohoz tartozé Schubert-osztély.

4.3.5. TETEL A {0y} osztdlyok a H*(G(n,d),C) kohomoldgiagyiirii egy Z-bdzisdt alkot-
Jjdak. A H*(G(n,d),C)-beli multiplikativ struktirdt a

— \%
OpOu= ) €3,4Ov
v, [VI=[A+ |y

Littlewood—Richardson-szabdly hatdrozza meg.

B1ZONYITAS A tételt nem bizonyitjuk be, noha ennek csupan technikai akaddlya van:
lényegében a tablokalkulus sordn beldtott Littlewood—Richardson-szabalyt kell leforditani
az algebrai varietdsok kohomoldgidjanak a nyelvére. O

A Tétel egy jol ismert specidlis esetét kiilon kiemeljiik.

4.3.6. ALLITAS (PIERI-FORMULA) Legyen 1 < h < n—d, \ tetszbleges particié. Ekkor
G G(n) = Y,Ov
v

ahol az dsszegzés olyan Vv particickon fut végig, amelyeket tigy kapunk, hogy A-hoz
hozzdadunk h dobozt, mind kiilonbozd oszlopba.

A fenti Pieri-formula a tablogytirtibeli Pieri-formuldnak a kovetkezménye.

4.3.7. PELDA Kidolgozzuk a G(3, 1) Grassmann-sokasdg esetét. Ez esetbend +1=n—d =
2, tehét a legnagyobb lehetséges particid

A tovabbi el6fordul6 eseteket az alabbi tablazat tartalmazza:

tankonyvtar.math.bme.hu Kiironya Alex, BME



4.3. SCHUBERT-OSZTALYOK

147

A particié | geometriai leirds dimc oy,
0 nincs feltétel, 6, = G(3,1) 4
D metsz egy adott egyenest 3
Dj atmegy egy rogzitett ponton 2
H benne van egy rogzitett sikban 2
‘ atmegy egy rogzitett sikban 1év6 rogzitett ponton 1

egy rogzitett egyenes € G(3,1) 0

A tételbdl kovetkezben a oy elemek kozti szorzdsi szabdlyok az aldbbiak:

(TIH-o.
D-D=E+H:O,

(-

Ezek alapjan konnyen ellendrizhetd, hogy

() =2

Mis széval, ha rogzitiink négy dltaldnos helyzetii egyenest P>-ben, akkor pontosan két olyan

egyenes van, amelyik mind a négyet metszi.

Befejezésiil bizonyitds nélkiil bemutatunk két tovabbi Osszefiiggést Schubert-osztalyok

kozott.
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4.3.8. ALLITAS (GIAMBELLI-FORMULA) Tetszdleges
— (7b1 Z"'ZM)

particio esetén

Oy, On+1 -+ Ontd-1
On,—1 O, -+ Ont(d-2)
o) = . . .
G?»d—(d—l) Gy,

4.3.9. TETEL (DUALITASI TETEL) Legyenek u, A= (A > --- > Ay) tetszdleges particiok,
AM=m—-d—Ag>--->n—d—\)
a A-nak megfeleld dudlis particié. Ha ||+ |u| = (d+1)(n—d), akkor
O) Ou = Opr iy O(n—d,..n—d) »

ahol 6(,_q.... n—q) €8y P"-beli egyenes osztdlya H2d+D(=d)(G(n,d))-ben.
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