VEGES TESTEK ES ALKAMAZASAIK / 2006 0sz / KURONYA ALEX

1. HAZI FELADAT

1. o Jeloljék 0,1, a,b az Fy véges test elemeit. Adjuk meg a test szorzéd- és Gsszeadotablajat.

2. (a) Legyen G tetszéleges Abel-csoport, a,b € G véges rendli elemek. Mutassuk meg, hogy ha
ord a = m,ord(b) = n, akkor van G-nek olyan c eleme, amelynek rendje (m,n).

(b) Igazoljuk, hogy ha G egy k-exponensli Abel-csoport, akkor van G-ben k-rendii elem.

(c) Igaz-e, hogy egy G csoportban barmely két véges rendii elem szorzata véges?

3. (a) Léteznek-e kiilonboz6 karakterisztikaju testek kozott homomorfizmusok?
(b) Milyen esetben létezhet kiilonboz6 karakterisztikaju integritdsi tartomanyok kozott homomor-
fizmus?

4. Van-e hatelemi integritasi tartomany?

5. * Legyen p primszam, n pozitiv egész. Mutassuk meg, hogy

(a) egy f € Fp[X] irreducibilis polinom pontosan akkor osztja az X?" — X polinomot, ha deg f|n;
(b) XP" — X egyenld az Gsszes olyan egy féegyiitthatés irreducibilis [, [X]-beli polinom szorzataval,
amelyeknek a foka osztja n-et.

6. ** Igazoljuk, hogy a g-elemii véges test feletti n-edfoki egy f6egyiitthatds irreducibilis polinomok

szama )
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ahol p a Mobius-fliggvény.

7. * Legyen K test, f,g € K[X] tetsz6leges polinomok. Adjunk O((len f)(len g)) K-beli miiveletet
hasznél6 algoritmust annak eldéntésére, hogy g € K[X]/(f) invertdlhat6-e, illetve ha igen, akkor
(multiplikativ) inverzének kiszamitéséara.

8. ** (Kinai maradéktétel) (i) Legyen R tetszéleges (kommutativ) gytird, I,. .., I, € R paronként
relativ prim idedlok (azaz minden i # j esetén I; + I; = R). Jeldlje m; : R — R/I; a kanonikus
homomorfizmust. Ekkor a

¢:R — R/ x---xR/I,
x —  (m(x),...,m(x))

homomorfizmus sziirjektiv, magja ker ¢ = I1 N --- N I, és ily médon egy

,
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izomorfizmust indukél.
(7i) Legyenek fi,... fx,91,...,9x € K[X] tetsz6leges polinomok, amelyekre igaz, hogy az fi-k
paronként relativ primek, egyikiik sem konstans, tovdbbd mindent 1 < i < k esetén deg(g;) <
deg(f;). Mutassuk meg, hogy O(len(f)?) K-beli miivelettel meg tudjuk hatdrozni azt a h € K[X]
polinomot, amelyre

(1) deg(h) < deg(f) , és

(2) minden 1 < ¢ < k-ra h = g; (mod f;),

def

ahol f < [T, f:.



