VEGES TESTEK ES ALKAMAZASAIK / 2006 6sz / KURONYA ALEX

2. HAZI FELADAT

1. o (Véges test feletti polinominterpolécié) Hatdrozzuk meg azt a negyedfoku foki f € Fr[X]
polinomot, amelyre f(0) =0,f(1) =3,f(2) =1,f(3) =2, f(4) = —1.

DEFINiCIO: Legyenek E C F véges testek, E ¢ elemmel, F pediq ¢* elemmel. Tetszéleges a € F
esetén az a elem nyomat, illetve normdjat az aldbbi mdédon definialjuk:
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2. * (1) Igazoljuk, hogy az imént definidlt nyom egy E-linedris leképezés, ami valéban E-be képez.
Mutassuk meg tovabba azt is, hogy a nyom sziirjektiv.

(7i) Hasonl6képpen bizonyitsuk be, hogy a norma jéldefinidlt, multiplikativ, k-adfoki homogén, és
E*-t F*-re képzi.

3. * Legyen p primszam, ¢ = p¥, ¢ € C egy primitiv p-edik egységgyok. Jeldlje 1 : F,—Ca
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fliggvényt. Mutassuk meg az alabbiakat:
(1) Minden a,b € F, esetén ¢(a + b) = (a)y(b).
(2) Létezik olyan a € F,, amelyre ¢(a) # 1.
(3) uce, (@) = 0.

4. Tekintsiik véges testek bovitéseinek egy E C F C K sorozatdt. Mutassuk meg, hogy minden
a € K-ra

(1) Trg/e(a) = Trg/p(Trg/r(a))
(2) NmK/IE(a) = NmIF/IE(NmK/JF(a)) .

5. Legyenek ismét E C F véges testek, [F: E] = n, a € F tetszbleges. Jelolje

FOE X X 44 (<1) g € E[X]

az a elem minimalpolinomjat E felett. Bizonyitsuk be, hogy
n

/d
y .

Tre/p(a) = —c1, Nmgg(a) = ¢

6. Irjuk le az F3 C Fy bévitéshez tartozé nyomot és normat.

DEFINICIO: Legyen E C F véges testek egy bévitése. A hozza tartozé G(F/E) tn. normagrdfot
az alabbi mdédon definialjuk: a graf csucspontjai az F test elemei, és az a,b € F pontok kozott
pontosan akkor megy él, ha Nmy g (a +b) = 1.

7. * Szamitsuk ki az F3 C Fg, és az Fy C Fg testbOvitésekhez tartozé normagrafokat.

8. ** Legyen ¢ primhatvéany, n természetes szam, amelyekre ¢ = 1 (mod n). Legyen tovabbd K/F,
n-edfoku testb&vités. Mutassuk meg, hogy minden a € F* esetén az ™ = a egyenletnek van n
K-beli megoldasa.

9. Legyen K tetszOleges test, f € K[X] 1-féegytitthatés n-edfoki polinom, A & K[X]/(f) az f
szerinti faktor-K-algebra. Adjunk O(n?) K-beli mfiveletet haszndlé algoritmust egy o € A elem K
feletti minimalpolinomjanak kiszdmitaséra.



