VEGES TESTEK ES ALKAMAZASAIK / 2006 0sz / KURONYA ALEX
5. HAZI FELADAT

MINDEN GYURU KOMMUTATIV EGYSEGELEMES.

DEFINiCIO: Legyen B kommutativ gyliri, A C B részgylirii (beleértve, hogy 1p = 14). Azt
mondjuk, hogy egy b € B elem egész A felett, ha teljesit egy
b +ab b =0

egyenletet, ahol a; € A minden i-re; tovdbba B-t egésznek hivjuk A felett, ha minden b € B egész
A felett.

1. Az iménti jelolésekkel mutassuk meg, hogy B pontosan akkor lesz végesen generalt A-modulus,
ha végesen generalt A-algebra, és egész A felett.

2. Legyen A C B C ( részgyitiriik egy sorozata. Igazoljuk, hogy ha B egész A felett, C' egész B
felett, akkor C egész A felett is.

3. * (Nakayama-lemma) Legyen M egy végesen generdlt modulus az A gyiri felett, I
tetszOleges idedl. Tegyiik fel, hogy minden a € 1 + I elem esetén ha aM = 0, akkor M
is egyben. Bizonyitsuk be, hogy ha IM = M, akkor M = 0.
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4. Legyenek A C B gytrilk ugy, hogy B véges A-modulus, legyen tovabba I C A tetszdleges idedl.
Mutassuk meg, hogy ha I # A, akkor IB # B.

DEFINiCIO: Egy A integritdsi tartomany normdlis, ha a hanyadostestjének minden eleme egész A
felett.

5. * Legyenek A normélis K hényadostesttel, L/ K véges algebrai bovités. Igazoljuk, hogy egy u € L
elem pontosan akkor egész A felett, ha a K feletti minimalpolinomjanak egytitthatéi mind A-beliek.

6. Mutassuk meg, hogy ha K tetszéleges test, akkor K[x] normalis, mig K[x,%]/(z? — ®) nem.
7. Igazoljuk, hogy minden UFD normalis.

8. Legyenek A C B integritdsi tartomanyok, B egész A felett. Ekkor A pontosan akkor test, ha B
test.



