GALOIS-ELMELET / 2006 TAVASZ

1. HAZI FELADAT

1. Legyen (X, 7) egy topologikus tér. Mutassuk meg, hogy az X-beli zart halmazokra teljesiilnek
az alabbiak:

(1) 0 és X zart halmazok.
(2) Véges sok zart halmaz uniéja szintén zart.
(3) Zért halmazok tetsz6leges metszete zart.

Emellett igazoljuk, hogy egy X-beli halmazrendszer pontosan akkor lesz valamely topolégidra nézve
a zart halmazok Osszessége, ha a fenti harom kitételnek megfelel.

2. (Részhalmazok lezardsénak és belsejének tulajdonsdgai) Legyen X egy tetsz6leges topologikus
tér, A, B C X részhalmazok.

(7) Mutassuk meg, hogy int(A) = {z € X |3U C X nyilt halmaz, amelyre z € U C A} .

(ii) Bizonyitsuk be, hogy A = {z € X | VU nyilt halmazra X-ben UN A # 0 }.

(i71) Igazoljuk, hogy A pontosan akkor nyilt, ha A = int(A), és pontosan akkor zart, ha A = A.
Mutassuk meg tovabba, hogy X —int(A4) = X — A4, és X — A = int(X — A).

(iv) Igazoljuk az aldbbi azonossigokat: int(A) Nint(B) = int(AN B), AUB = AU B. Léassuk be,

hogy
ﬂint(Aa) D int (ﬂ Aa> = int <ﬂint(Aa)> , Uint(Aa) Cint (U Aa> .
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(v) Mutassuk meg, hogy abbdl, hogy A C B kovetkezik, hogy int(A) C int(B), and A C B.

3. *Legyen f : (X,d) — (Y, d’) egy metrikus terek kozti fiiggvény. Mutassuk meg, hogy f pontosan
akkor folytonos a hagyomanyos e-9 definicié szerint, ha minden nyilt halmaz &sképe nyilt.

4. Tekintsiink egy L/K véges normalis testbévitést. Ekkor
|Autg (L) =[L: K|s <[L: K] .
Specidlisan |Autg (L)| = [L : K| pontosan akkor all, ha L/K szeparabilis.

5. Legyen L/K egy algebrai testbovités. Igazoljuk, hogy L/K pontosan akkor Galois, ha
K = LAutK(L) )

6. Adjunk meg egy olyan L testet és G C Aut(L) részcsoportot, amelyre L/L% nem Galois.

7. * Legyen L/K egy véges Galois-bévités, H C Gal(L/K) egy részcsoport.

(1) Igazoljuk, hogy létezik olyan o € L elem, amelyre igaz, hogy minden o € Gal(L/K) esetén
o(a) = a pontosan akkor, ha o € H.

(ii) Mutassuk meg, hogy L = K(a).

8. * Legyen L algebrailag zart test, o € Aut(L). Jeldlje K 41 10 a o testautomorfizmus fixtestét.
Lassuk be, hogy K minden véges bovitése ciklikus Galois-bovités.

9. ** Igazoljuk, hogy ha pi, ..., p; paronként kiilonb6z6 primszémok, akkor L = Q(,/p1, ..., /Pk)
Galois-b6vités, amelynek a Galois-csoportja

Gal(L/Q) = (Z/2Z) .



