GALOIS-ELMELET / 2006 TAVASZ

3. HAZI FELADAT

1. * Legyen G topologikus csoport, jelolje G° G-nek az egységelemet tartalmazd Osszefluggdségi
komponensét. Igazoljuk, hogy G° zart normaloszté G-ben.

2. Adjuk meg (izomorfia erejéig) az Osszes nyolcelemii csoportot.

3. ** Legyen G egy topologikus csoport, H < G egy zart részcsoportja. Mutassuk meg, hogy a H
szerinti baloldali mellékosztdlyok

G/H = {gH|ge G}
halmaza a 7 : G — G/H természetes projekcié altal indukalt hanyadostopolodgidval ellatva Haus-
dorff topologikus tér. Igazoljuk tovabba, hogy 7 nyilt leképezés.

4. Hatarozzuk meg az aldbbi polinomok Galois-csoportjait:

(1) X* - X4 -3 eF5[X],

(2) X* - X4 -3 eF;[X],

(3) X*+7X% -4 € F3[X].
5. * (Normadlis bévitések ekvivelens jellemzései) Igazoljuk, hogy az aldbbi allitdsok ekvivalensek
minden L/K algebrai testbévités esetén:

(1) Tetszéleges L — L K-homomorfizmus megszorithaté L egy automorfizmusava.

(2) Ha az f € K[X] polinomnak van nullhelye L-ben, akkor f felbomlik L felett linedris
tényezok szorzatara.

(3) L egy K[X]-beli polinomhalmaz felbontési teste.

6. Tekintsiik a racionélis szamok testének az L = Q(v/2,14) bévitését.

(1) Igazoljuk, hogy L az X* — 2 polinom felbontési teste Q felett.
(2) Szamoljuk ki L/Q fokat.

(3) Hatarozzuk meg L 6sszes Q-automorfizmusat.

(4) Mutassuk meg, hogy L = Q(v/2 + i).

7. Legyen L/K egy n-edfoku b&vités. Legyen tovdbba a € L olyan elem, amelyre léteznek o; €
Autg (L) automorfizmusok minden 1 < i < n esetén gy, hogy

Ui(a) = Uj(Oé) = i1=7.
Mutassuk meg, hogy L = K(«).

8. Legyen p tetszOleges primszam, és tekintsiik a p feletti kétvaltozés L = Fp(X,Y") fiigvénytestet.
Jeldlje tovabba ¢ : L — L, ¢ : f — fP a Frobenius-homomorfizmust, és legyen K = ¢(L).

(1) Szamoljuk ki az L/K bévités fokat és szeparabilitdsi fokat.

(2) Igazoljuk, hogy L/K nem egyszer(i bovités.



