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4. HAZI FELADAT

1. * Az aldbbi 1épések segitségével mutassuk meg, hogy egy L/K algebrai testbévités pontosan
akkor egyszerii, ha véges sok koztes teste van.
(1) Igazoljuk az allitdst arra az esetre, ha K véges, innentdl kezdve tegyiik fel, hogy végtelen.
(2) Legyen L = K(«a), f € K[X] pedig o minimdlpolinomja K felett. L&ssuk be, hogy
L/K koztes testjei azonosithaték f osztéinak mint L[X]-beli polinomoknak egy bizonyos
részhalmazaval.
(3) Tegyiik fel, hogy L/K-nak csak véges sok koztes teste van. Eldszor is vezessiik vissza a
kivant &llitdst arra az esetre, amikor L két elemmel generalt K felett, majd az L = K(«, 3)
esetben tekintsiik a K (a + ¢f3) testeket, ahol ¢ € K.

2. Legyen g € K[X] szeparabilis egy féegytitthatés polinom, L/K g egy felbontési testje; jelolje
tovabbd 1, ..., x, g gyokeit L-ben. Tekintsiik L/K Galois-csoportjdt mint S & Sym({z1,....2n })
részcsoportjat, és rogzitsiink egy tetszéleges H C S részcsoportot. Legyen tovabba f € Z[ X1, ..., X,],
és
def
FE{oeS|f(Xoqy Xom) = F(X1,..., Xn) }
A g polinomnak az f polinomra és H-ra vonatkozé Ry (f,g) rezolvens polinomja
def

RH(fa g) = H (X - f(xcr(l)z s )xo(n))) :

ocFeH/F
Mutassuk meg, hogy amennyiben H C Gal(L/K), akkor Ry (f,g) € K[X].

3. ** Tekintsiink egy k testet, és jelolje K def kE(X) a k-egyiitthatds raciondlis fliggvények testét.
Igazoljuk, hogy

Auty(K) = PGL(2,k) ( ¥ GL2,k)/k* ) .

4. Legyen L/K véges Galois-b6vités G Galois-csoporttal; tekintsiik G természetes hatdsat L-en.
Irjuk le egy a € L elem esetén a stabilizatorat és orbitjat, illetve hatarozzuk meg ezek elemszamat.

5. * Legyen X egy véges halmaz, G egy véges csoport, ami hat X-en. Egy g € G elem esetén jelolje
Fix(g) a g elem fixpontjainak a halmazit.

(1) (Burnside-formula) Mutassuk meg, hogy G-nek pontosan
1 .
=1 2 IFix(g)]
|G|
geG
orbitja van X-en.

(2) Igazoljuk, hogy
1 . 2
&1 2 [Fix() = 2.

geG

6. ** (Cameron—Cohen) Az eléz6 feladat jelolésével tegyiik fel, hogy G tranzitivan hat X-en.
Léssuk be, hogy G legalabb |G|/|X| elemének nincs fixpontja.

7. Legyenek K C L C M algebrai testbévitések, M /K normélis. Mutassuk meg, hogy
[L: Kl]s = #Homg (L, M) .

8. Legyen L/K egy testb&vités, ahol char K = p > 0. Igazoljuk, hogy egy K felett algebrai o € L
elem pontosan akkor szeparabilis K felett, ha K(a) = K(aP).



