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5. HAZI FELADAT

1. Legyen G egy csoport, X pedig G részcsoportjainak a halmaza. Mutassuk meg, hogy az
a:GxX — X
(9.H) +~— gHg™
hozzarendelés a G csoport egy hatdsa X-en. Adjuk meg egy H < G részcsoport palyajat. Igazoljuk
tovabba, hogy ha |G| = p¥, G nem abel, akkor
| { G részcsoportjai } | = pm - | { G normélosztéi } |

valamely m természetes szamra.
2. Legyen p egy primszam, G egy csoport, |G| = p* (k > 1 egész szdm). Lassuk be, hogy Z(G) # 1.

3. * Tekintsiink egy L/K normalis algebrai testbovitést, és legyen f € K[X] egy egy f6egyiitthatds
irreducibilis polinom. Jeldlje f L-beli irreducibilis polinomokra torténd felbontéasat

f=Ffe

ahol az f;-k is mind egy féegytitthatés polinomok. Mutassuk meg, hogy minden 1 < ¢ # j < r
indexpérra létezik olyan o € Autg (L) automorfizmus, amelyre f; = f7.

4. Mutassuk meg, hogy az aldbbi allitdsok minden X topologikus tér esetén ekvivalensek:
(1) X Hausdorff
def

(2) Ad: X - X x X, d(x) = (z,x) leképezés zart (azaz zart halmazokat zért halmazokra
képez).
(3) Bérmely két f,g: X — Y folytonos fiiggvényre a
def
K(f.9) ={zeX|f(x)=9g(x)} C X

halmaz zart.

5. Igazoljuk, hogy az aldbbiak tetszdleges G topologikus csoportra ekvivelensek:

(1) G Hausdorff topologikus tér.

(2) 6:G— G xG, d(x) = (x,x) zart leképezés.

(3) Barmely f,g : G — H homomorfizmusokra K(f,g) = {z € G| f(z) =g(x)} C G zart

halmaz.

(4) Bérmely f: G — H homomorfizmus esetén ker f C G zart részcsoport.

(5) {1} C G zért részcsoport.

(6) G T topologikus tér.

(7) G Ty topologikus tér.

(8) Az egységelem Osszes kornyezetének metszete {1 }.
(Mivel a fenti tulajdonsagok igen természetes feltevésnek tiinnek egy topologikus csoportra, ezért
sokan a topologikus csoport definicigjaban eleve kikotik a Hausdorff tulajdonségot.)

6. * Legyen G topologikus csoport. Ekkor

(1) G minden nyilt részcsoportja zart is egyben; minden zart és véges indexli G-beli részcsoport
nyilt.

(2) Minden olyan H < G, ami 15 egy nyilt kdrnyezetét tartalmazza, nyilt.

(3) Ha H < G, akkor G/H pontosan akkor diszkrét, ha H C G nyilt.

(4) Egy 0sszefliggé topologikus csoportnak nincs valédi nyilt részcsoportja.



