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6. HAZI FELADAT

1. Legyenek G, { G;|i € I} topologikus csoportok, H < G. Igazoljuk az aldbbiakat:

(1) Ha G Hausdorft, akkor H is Hausdorff.

(2) G/H pontosan akkor Hausdorff, ha H C G zart részcsoport.

(3) II;c;r Gi pontosan akkor Hausdorff, ha minden i € I esetén G; Hausdorff.
(4) Ha G osszefiiggd, akkor G/H is az.

(5) Ha H és G/H 0&sszefliggd, akkor G is Gsszefiiggd.

(6) [I;c; Gi pontosan akkor &sszefiiggé, ha minden i € I esetén G Gsszefiiggd.

2. Tekintsiink egy tetszSleges X halmazt, legyen tovabba { X; |7 € I } X részhalmazainak egy rend-
szere. Minden olyan X;, X; halmazparra, amelyekre X; C X;, jelolje f;; : X; — X, a természetes
inkliziot.
(1) Legyen i < j, ha X; C X;. Igazoljuk, hogy (X, fij) halmazok egy projektiv rendszere.
Lassuk be, hogy az iménti rendszer projektiv limesze (;,c; X
(2) Legyen most ¢ < j, amennyiben X; C X;. Mutassuk meg, hogy (X, fﬂ) halmazok egy
induktiv rendszere, tovabba hogy az iménti rendszer direkt limesze | J

3. * Létezik-e olyan L/K Galois-b&vités, amelyre Gal(L/K) ~Z ?

zGI

4. * (p-adikus szamok 1.) Legyen p egy tetsz6leges primszam. Jelolje | < m pozitiv egészek esetén
Tim : Z)p"Z — Z/p'Z
t+p"Z — z+pZ

a természesetes leképezést. Mutassuk meg, hogy (Z/p*Z, m;) projektiv rendszer. Ennek a rendsz-
ernek az inverz limeszét p-adikus egész szamoknak hivjuk, jele Zj,.

5. (p-adikus szémok II.) Egy a € Z, p-adikus egészre legyen v(a) az a legnagyobb természetes

szém, amelyre az a elem Z/p*(YZ-beli képe 0. Az a = 0 esetben legyen v(a) f . Definialjuk
tovdbba a € Z, p-adikus abszolutértékét az aldbbi mdédon:

lal,, < )

Igazoljuk, hogy minden a,b € Z, esetén

(1) |a|, = 0 pontosan akkor ha a =0,

(2) |a- b’p = ’a‘p' ’b’p )
(3) la+ b‘p < max { ’a‘w ‘b‘p} .

Vegyiik észre, hogy a d(a,b) dof la — b, valasztassal Z, metrikus térré tehetd.

6. Igazoljuk, hogy a p-adikus abszolutérték a Z, topologikus gyfirin a provéges topoldgidt adja.
7. Mutassuk meg, hogy minden a € Z,, amelyre |a|, = 1, egység Z,-ben.

8. Legyen L/K Galois-b8vités, H C Gal(L/K). Igazoljuk, hogy az alabbi allitdsok ekvivalensek:

(1) H nyilt Gal(L/K)-ban.
(2) H zért Gal(L/K)-ban, és L7 /K véges testbévités.



