M1c Differencialegyenletek gyakorlatok
(Gyakran a Toth J—Simon P.: Diff. egyenletek kényvbdl valo a példa, jel.: [T-S].)
1. gyakorlat: Kis ismétlés integralasbol. Szétvalaszthatéo KDE-k.

Kis ismétlés integralasbol. Par fontos tipus cimszavakban:

1. Elemi fiiggvények primitiv fiiggvényei:

onl 1
[a:"‘dx: T+e (ha a # -1), f—dx:1n|x|+ci, [e”da:ze$+c,
x
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fcosmd:vzsinerc, fsin:vdxz—costrc.
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2. Linearis helyettesités: f flax+b)dr=—F(ax+b)+c, haa+0és F'=f.
a
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Példak: [2x+3dm:§ln|2x+3|+c, /4_xda::—ln|4—x|+c,
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/eQxdx=562x+c, /e‘xdmz—e_erc.

3. Nevezében polinom:
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4. Parciélis integralés: [ flg=fg- [ fq'.
PL.: xe’ dx:xem—fe‘”dxzxe”—em+c.
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Szétvalaszthato KDE-k.

0. Elemi feladatok: #(t) = v allando, ill. Z(t) = a allando [T-S 24. old.].
Megoldéas:  z(t) =vt+c, ill.  z(t) =512 +crt+cy .

Fizikai jelentés: egyenletes ill. egyenletesen gyorsuldé mozgas.

Szétvdlaszthato KDE fogalma:
y' () = h(y(2)) 9().

Megolddsi modszer: "dx"-es formalizmussal. (Ennek jogossagat az eladason latott preciz levezetés
adja, amit itt nem hasznalunk.)

1. lépés: konstans megoldasok keresése. Ilyenkor y'(z) =0, igy a 0 = h(y(x))g(x)
egyenletbdl fejezziik ki az y(z) = ¢ megoldéasokat.



2. lépés.  Atirjuk a KDE-t "dz"-es formalizmussal: y/(z) helyett Z—g-et frunk és y-t is val-
tozoként kezeljiik. Ezutan feltessziik, hogy h(y) # 0 egy I intervallumon, és osztunk vele.
Ezekkel

Pohe@) e plmg@ds e [ o

Integralas utéan egy H(y) = G(z) + ¢ alakt egyenletet kapunk (c € R tetsz6leges konstans),
amibdl ki kell fejezniink y-t x fiiggvényeként.

Gyakori specidlis eset az autondm KDE:  y'(z) = h(y(z)). Ez a fenti tipust, ha g(z) := 1.

Sokszor a valtozo nem x, hanem t (id6), ekkor %—vel dolgozunk.

Feladatok.

1. Baktériumok korlatlan szaporodasa [T-S 22. old.|:
y'(t) = Ky(1),

ahol K > 0 allando és csak az y > 0 megoldasokat keressiik. Adjuk meg az altalanos megoldast!
Oldjuk meg y(0) = yo kezdeti feltétellel is.

Megoldds.
e Konstans megoldas: 0= Ky(t) = y(t)=0 (azaz ha nincs bakt., de ez nem tul érdekes).
e Erdemi eset: ha y > 0. Ekkor:

d d 1
Y _ Ky < Y _ Kdt < integralva: f —dy = / K dt
dt y y

< Iny=Kt+ec, ahol ceR tetsz. (most nem kell In|y|, mert y > 0)

<  y=eltre=ecelt = ¢ elt ahol ¢; > 0 tetsz.
Az 1-2. eseteket egyesitve ¢; > 0 tetsz., és itt ¢; helyett ¢ betd is irhato. Osszefoglalva,
valamint feltlintetve, hogy y val6jaban fiiggvénye a t valtozonak, az dltaldinos megoldds az
alabbi fliggvényhalmaz:
y(t) = ceXt, ahol ¢ > 0 tetszbleges.
Megoldds az y(0) = yo kezdeti feltétellel:  ekkor a fenti képletbsl yo = cef0 azaz ¢ = yq, tehat
y(t) = yo et

2. Oldatok. Egy tartalyban 10 1 viz van, percenként 2 1 30%-os so6oldat 6mlik be és 2 1 elkevert
oldat folyik ki. Ekkor a s6 y(t) mennyiségére

y'(£) = 0.6-0.2y(t),

mert 0.6 1/perc folyik be és a s6 0.2 része folyik ki. [T-S. 80. old.|

(a) Adjuk meg az altalanos megoldast!
Mutassuk meg, hogy kozos egyensilyi helyzethez (a konstans megoldéashoz) tartanak, ha ¢ — oo!



Megoldas.

e Konstans megoldas: 0=0.6-0.2y(t) = y(t)=3. (Ezarendszer dinamikus egyensulyi
helyzete.)

e Tegyiik fel, hogy y(t) # 3. Ekkor:
1

d d
Y _0.6- 02y < YW _p2dt o integréalva: f ——dy= [ 0.2dt
dt 3-y 3-y

< -In|3-y|=0.2¢t+c, ahol ceR tetsz.
< [3-y|=e02tc=¢e 02t ahol ¢; >0 tetsz.

<  3-y=zxce 02t azaz y=3+cye 02t ahol ¢y := Fey tetsz.

Az 1-2. eseteket egyesitve ¢, € R tetsz. és itt ¢, helyett ¢ is irhato. Osszefoglalva, az altalanos
megoldés:
y(t) =3+ce V2t (c € R tetsz.)

Mivel ¢t - oo esetén e 02t — 0, igy barmely megoldasra y(t) - 3. (Azaz barmely allapotbol
indulva hosszt id6 utan kb. 3 1 lesz az oldott so térfogata.)

(b) Ha a kezddpillanatban a vizben nincs s6, azaz y(0) = 0, akkor mennyi s6 lesz 5 perc milva?

Megoldds: a fenti képletbsl 0=15(0) =3 +ce020=3+¢, azaz c = -3. Igy a megoldas
y(t) =3-3e702t Ebb6l y(5) =3-3e925=3-2 ~1.806 1 lesz az oldott s6 térfogata.

3. Baktériumok korlatozott szaporodasa egy M eltartoképességii teriileten |T-S 22. old.]:
y'(t) = Ky(t)(M - y(t)), ahol K, M >0 &llandok és csak a 0 <y < M megoldasokat keressiik.

Adjuk meg az altalanos megoldast, és abrazoljuk is a grafikonjaikat!

e 1. lépés: konstans megoldasok y(¢) =0 (nincs bakt.) és y(t) = M (egyensulyi allapot).
e 2. lépés: ha 0 < y(t) < M, akkor
dy dy dy
—=Ky(M-y) < ————=Kdt < ———=-Kdt.
dt y(M -y) y(y - M)
Integralunk: a bal oldal nevez§je y-nak mésodfokt polinomja, igy a ma tanult képlet hasz-
nalhaté a = M és b =0 mellett, ahol most 0 < y < M miatt az abszolut érték felbonthato:
1. M-y

7 In =-Kt+c (ceRtetsz.) Ebbdl kell kifejezniink y-t:
)

M-
Y KMt cpe BME () > 0 tetsz.) Ez y-nal szorozva linearis egyenlet. Ezt

M
1 +ce KM

Grafikonon: y idében névé fliggvény, amely ¢t — oo esetén tart az M eltartoképességhez.

megoldva, a t valtozot beirva és ¢y helyett c-vel: y(t) = (¢>0 tetsz.)



4. Oldjuk meg az alabbi nem autoném egyenleteket!

() y(x) = 5,

x2 >

(b) E'(r)= —% E(r) (itt E(r) >0 egy térbeli tomegpont eréterének nagysaga r tavolsagban).
Megoldasok.

(a) Konstans megoldas: y(x)=0.
. dy _y° 2 0 — 2 -2 g _ -2
Ha y(x) # 0: =32 © yldy=ridz < y dy= | x7%dx
1

< —ylt=-zl+c (ceRtetsz.), igy y(r)=+ (c R tetsz.)

~—c
x

(b) Konstans megoldas:  nincs, mert csak E(r) =0 lehetne.

E(r) > 0 mellett: (fl—f =2 o pPUE=-2'dr < f E1'dE =-2 f rdr

r

< InE=-2lnr+c (ceR) < E=cr? (c>0).

Végiil is:  E(r) = r%, ahol ¢> 0 tetsz. (mivel a pont témegét nem adtuk meg).



Hazi feladatok.

1.

Egy radioaktiv izotép bomlési sebessége egyenesen aranyos a meglévs tomeggel, igy a t id§ fiigg-
vényében a tomeg N(t) értékét az N'(t) = =AN(t) egyenlet hatarozza meg, ahol A > 0 az un.
bomlasi allandé [T-S 79. old.|.

(a) Adjuk meg a fenti egyenlet altalanos megoldasat! (Itt N(¢) > 0.)

(b) Mutassuk meg, hogy értelmes a felezési id6 fogalma, azaz van olyan T > 0 id&tartam, hogy
barmely ¢ > 0 esetén az y(t +T') érték épp fele az y(t) értéknek! Fejezziik ki T' értékét A-val!

(c) Ha az id6t 6raban mérjiik, A = 1073 és a kezdeti tomeg N(0) = 271 kg, mennyi lesz az N(t)
tomeg 1000 6ra mulva?

(d) Ha a radium felezési ideje 1600 év, hany éves az a minta, amelynek vizsgalata alapjan a
kiindulasi anyag 4.2%-a bomlott el?

Fényelnyelés hatésara egy homogén oldatba belépd fény intenzitasa a megtett uttal aranyosan
csokken, éspedig az  I'(x) = —kcl(x) egyenlet szerint alakul, ahol I(z) a fény intenzitisa z 1t
megtétele utan az oldatban, és k, ¢ > 0 allandok (c a koncentracio, k aranyossagi tényezd). Jeldlje
Iy:=1(0) >0 a belépéskor mért kezdeti intenzitast. |T-S. 80. old.]

(a) Szamitsuk ki [(x)-et!

(b) Ha a fénysugar d ut megtétele utan lép ki az oldatbol I; intenzitassal, akkor igazoljuk az
In % = ked Osszefiiggést (Lambert-Beer-torvény)!

Modellezziik egy =(t) fiiggvénnyel egy nagy halastoban a nagymeéretd halpopulaciot az idé fligg-
vényében. Tegyiik fel, hogy "lehalaszas" nélkiil a vizsgalt id6tartamban az #(t) = Kx(t) egyenlet
szerinti korlatlan szaporodasi modell érvényesiilne. Ha H > 0 allandé halészati kvotat engedé-
lyeznek, akkor az egyenlet @(t) = Kux(t) — H alaku lesz. Legyen a t = 0 kezdeti id6pontban a
halak mennyisége x(0) =: z5. Mekkora H kvota engedélyezhets az xy kezdetiérték és a K > 0
szaporodasi rata fliggvényében, hogy ne pusztuljanak ki a halak, azaz x(t) értéke pozitiv korlat
folott maradjon minden t > 0 esetén?

Egy test lehtilési sebessége egyenesen aranyos a test és kornyezete hdmérsékletének kiilonbségével,
azaz T'(t) = K (Tk ~T(t)), ahol K >0 és Ty > 0 allandok. (Itt T(t) és T rendre a t idSpontbeli
és a kiilsg allando hémeérséklet, az id6t percekben mérjiik). Ha egy kenyér kezdetben 120°C-os, a
levegs Ty, = 30°C-o0s és K = 0,0366, mekkora lesz a kenyér hémérséklete 60 perc mulva?

. A szabadon es6 test sebességére mo(t) = mg — kv?(t), ahol m, g,k > 0 allandok.

(a) Adjuk meg az altalanos megoldast!

(Megj.: a cstunya konstansok elkeriilésére jeloljiik az elején kapott konstans megoldéast v,-gal.

d
Ekkor a beosztas utan a 5 Y 5 = ——dt egyenletet kell integralni.)
v? —v? m

(b) Mutassuk meg, hogy v(t) — v., ha t > +00, azaz a sebesség hosszt id6 utan kb. allando!

c stz

. Az y'(t) = y'*P(t) egyenlet (p > 0 allando) egy anyag y(t) > 0 koncentraciojat jellemzi az idé fiigg-

vényében. Ez olyan autokatalitikus kémiai reakciot ir le, melyben az anyag lineérisnal gyorsabb
mértékben gerjeszti onmagat. Mutassuk meg, hogy az anyag ilyenkor véges idén beliil "felrobban",
azaz barmely y megoldas esetén van olyan 1" > 0, hogy tlir%l y(t) = +oo!

Oldjuk meg az alabbi nem autoném egyenleteket:
2
’ _ X .
(a) y'(z) = ()
(b) a 6. feladatban p = 3 mellett periodikus fényhatés is érvényesiil, pl.  y'(t) = y*(¢) (1 +cos 2t).



A hazi feladatok eredményei.

1.

1
. Az y(t) > 0 megoldasok:  y(t) = ——

a) N(t)=ce™ (c>0 tetsz.)

(

(b) Bérmely t >0 esetén ce T = %ce‘)‘t < 2eMeM=eM o 2= o T= th2
(
(

¢) N(t)=N(0)eM, igy N(1000)=271e !~ 99.7 kg.

d) A (b) feladat alapjan 1600 = IHTQ, igy A= 112—020 ~ 0.00043. Ha a minta kora ¢, akkor N (1)

95.8%-a N(0)-nak, igy az N(t) = N(0) e~ képlet miatt 0.958 = e~ ~ 7000043t Ehhd] :
0.00043t = —1In0.958 ~ 0.043, azaz a minta kb. 100 éves.

(a) I(x)=1Ipe e,

(b) I = Iye ™ azaz %’ = eked ennek logaritmusat véve megkapjuk a keresett torvényt.

A KDE és megoldasa hasonlo a gyak. 2. feladatahoz, csak most z(t) egyiitthatoja pozitiv.

Altalanos megoldas:  z(t) = % +ceft (ceR tetsz.)
. , H P H H
A kezdeti feltétellel: x9 =7 +c, fgy  z(t) =% + (2o - ?) ekt
Ez akkor marad a % érték folott, ha xg > %, hiszen pont ekkor a szig. novs eXt fliggvény
egyiitthatoja nemnegativ. Ellenkezs esetben a populécié szig. csokken, amig eléri a 0 értéket. Az
engedélyezhets kvotak tehat a H < Kz értékek.
A KDE és megoldasa hasonlo a gyak. 2. feladatahoz.
Altalanos megoldas:  T(t) =Ty +ce 5Kt = 30+ ce 00366t (ceR tetsz.)
A kezdeti feltétellel: 120 = 30 + 7003660 joy ¢ =90 és T(t) = 30+ 90e~0:0366¢,

Igy T(60) = 30 + 90 e~0:036660 40 fokos lesz a kenyér.

. (a) Konstans megoldas: v(t) = v, = \/%2.

L

V= | _ _ﬁ
0. mt+c.

V+U. |

Ha v(t) # v,, akkor a nevezébeli méasodfoka polinomot integralva

Ebbél v-t kifejezve a megoldas:

_ 2vuxk

1-cye

v(t) <v, esetén  v(t) = v, - Ry ill. v(t) > v, esetén font lesz + és lent —.

l+cge ™m

(b) Ha t - +o0, akkor az exp. tagok 0-hoz tartanak, igy a hatarsebesség v,.

- (¢>0 tetsz.).
(c-pt)»
Adott ¢ > 0 paraméterhez tartozo y(t) megoldas a t < g idGintervallumban van értelmezve, és a

T := ]—(j idéponthoz kozelitve y(t) - +oo.

(2) y(z) = i(% 3+ C)A11 (c € R tetsz.);

(b) y(t)=0 & y(t)= (c € R tetsz.)

W=

Noje |

(c-3t-5 sin2t)



2. gyakorlat. FElsdrendi linedris KDE. Mdasodrendd homogén linedris KDE.

I. Els6rendi linearis KDE-k. Ezek altalanos alakja:

y'(t) = a(t)y(t) + b(t). (L)

(a) A megoldas menete altalanos esetben :

o Az y/(t) = a(t)y(t) homogeén feladat megoldasa: y,(t) = ceA® (ceR tetsz.), ahol A'(t) = a(t).
(Tehat A(t) = / a(t)dt, ahol elég egy primitiv fiiggvény, azaz nem kell +c.)
o Az dllandck varidldsdnak mddszere: keressiik az (L) egyenlet egy (tn. partikularis) y, megoldésat
yp(t) = C(t)e'™

alakban. Ekkor az altalanos megoldas y(t) = yn(t) + y,(t) alaka. (Ha C(t) kiszamitasakor meg-
hagyjuk a +c konstanst, akkor egybdl a fenti 6sszegalakhoz jutunk.)

Példak.

1. Tegytik fel, hogy a korabbi séoldatos feladatban a befoly6 sémennyiség exponencialisan csokken.
Az egyenlet: y/(t) =0.6e7t —0.2y(t).

Megoldds. 1tt a(t) =-0.2, b(t) = 0.6e".
e A homogén egyenlet megoldasahoz A(t) = f(—0.2) dt =-0.2t (nem kell +c), igy

yn(t) =ce®? ahol ceR tetszoleges.

e Az eredeti egyenlet egy megoldasat y,(t) = C'(t)e %2t alakban keressiik. A C(t) kiszamita-
sdhoz ezt behelyettesitjiik az eredeti egyenletbe:

C'(t)e "2 - 0.2C(t)e " = 0.6 - 0.2C (t)e " = C'(t)e** =0.6e”" = C'(t) =0.6e "%,

Tehat C(t) = [ 0.6e08dt = —-3e708¢ (egy megoldas elég). Azaz y,(t) = C(t)e 0% = -3¢t &3
az altalanos megoldas:

3
y(t) = ce 2 Ze‘t, ahol c € R tetsz6leges.
2. y/(t) = @ +1.

Megoldas. Lathato, hogy t # 0. Tegylik fel, hogy ¢t >0, a t <0 eset hasonléan végigszamolhato.
e A homogén egyenlet megoldasahoz A(t) = f %dt =Int, igy
yn(t) =ce™t =ct, ahol ceR tetszoleges.

e Az eredeti egyenlet egy megoldasat y,(t) = C'(t)t alakban keressiik:
C't+C)=Ct)+t = C'(t)=1 = C(1) =t.
Azaz y,(t) = t? és az altalanos megoldas:
y(t) = ct +t?, ahol c € R tetszéleges.

(A t <0 esetben ugyanez a végeredmény).



(b) A 2. lépés egyszertsitése a(t) = k allando egyiitthatos esetben, azaz ha y/(t) = ky(t) + b(t):

ekkor egyes elemi b(¢) fiiggvények esetén y,(t) integralas nélkiil megkaphat6 mint b(¢)-hez hasonlé
alakt, de ismeretlen egyiitthatos fliggvény, an. prébafiiggvény. Az egyiitthatokat behelyettesités
révén szamitjuk ki. (Ugyanezen elvet latjuk majd masodrendd KDE-knél is, ott b&vebben.)

Néhény példa probafiiggvényre:

(i) Ha b(t) n-edfokd polinom = y,(¢) is n-edfoka polinom.

(i) Ha b(t) =rcosft+ssinft = y,(t) = Acosft+ Bsin fit.
(Ha r vagy s nulla, akkor is kell A és B is.)

(iiii) Ha b(t) = ret = y,(t) = Ae®t, ha a# k;
yp(t) = Ateot = Ate*, ha a = k.

Az o = k eset az tn. kiils6 rezonancia, amikor b(t) és Ae®* a homogén KDE-nek is megoldasai,
igy utobbi nem lehet egyben az inhomogén KDE-nek is megoldésa. Szerencsére ekkor a ¢
szorzoval pont jo lesz.

Példa: az el6z6 1. (sooldatos) feladat.
1. Eredeti alakban: y/(t) = 0.6~ = 0.2y(t).
Itt b(t) =0.6et és a:=-1#k:=-0.2,igy y,(t) = Aet. Behelyettesitve:
~Aet=0.6et-024ct = -A=06-024 = A= —%, azaz  Yp(t) = —%e‘t.
2. Valtoztassuk meg igy a befoly6 somennyiséget: '(t) = 3e792t - 0.2y(¢).

Itt b(t) =3e02t és a=k=-0.2, igy y,(t) = Ate 02t. Behelyettesitve:
Ae 02t — 0.2 Ate 02t = 3702t - 0.2 Ate 02t = Ae02t=3e02t = A=3, vy,(t)=3te 02"

II. Masodrendid homogén linearis KDE-k. Ezek altalanos alakja:
ay” (t) + by’ (t) + cy(t) =0

vagy toémorebben ay” + by’ + cy =0, ahol a,b,c € R,a £ 0 allandok. Az dltaldnos megoldds mindig
Y =c1y; + oy alaki (c1,co € R All.), amit a kovetkezdképpen kaphatunk meg. Tekintsiik az

aX*+bA+c=0 (K)
méasodfoku karakterisztikus egyenletet. Harom esetet kiilonboztetiink meg.
(i) Ha a (K) egyenletnek két valos gyoke van: A; # Ag, akkor

y(t) = creMt + cpetet (c1, ¢ € R konstansok).

(ii) Ha a (K) egyenletnek egy db kétszeres valos gyoke van: A, akkor

y(t) = cre™ + cote™ (c1, ¢z € R konstansok).

(iii) Ha a (K) egyenletnek két komplex gyoke van: a +if3, akkor

y(t) = c1e* cos Bt + cpe™ sin it (c1, ¢ € R konstansok).
A kar. egyenlet gyokei alapjan a harom megoldoképlet valamelyikét hasznéljuk.

Megjegyzés. Ha a kar. egyenlet gyokei komplexek, akkor a fenti (iii) megoldoképlet felirhaté az alabbi
alakban is:  y(t) = Ae*cos(ft — o) (A>0, ¢gel0,2m) tetsz.)
Ha itt a =0, akkor ez a harmonikus rezgést, ha pedig a < 0, akkor az alulcsillapitott rezgést irja le.



Példak

(a) y"+y'-6y=0.
A karakterisztikus egyenlet, (K): A2+ A -6=0; gyokei: \; =-3, A\oa =2 = (i) eset.

Az altalanos megoldas: y(t) = cre™3t + ce?®  (cq, ¢ € R konstansok).

(b) y"—4y" +4y =0.
(K): A2-4X+4=0; gyoke: A=2 = (ii) eset.

Az altalanos megoldas: y(t) = c1e?* + cote?®  (cq, o € R konstansok).

(c) y" -6y +13y=0.
(K): A2-6A+13=0; gydkei: \j5=3+2i = (iii) eset.
Az altalanos megoldas: y(t) = cre3t cos 2t + cpedtsin2t (¢, ¢ € R konstansok).

Masik alak: y(t) = Ae3cos(2t — ) (A >0, poe€[0,27m) tetsz.)

(d) y"+4y =0 (harmonikus rezgés).
(K): A2+4=0; gyokei: \jo=+2i = (i) eset.
Az altalanos megoldas: y(t) = c1cos2t + cosin2t  (cq, co € R konstansok).

Masik alak: y(t) = A cos(2t — o) (A>0, ¢ge€[0,27) tetsz.)

(e) y"-4y=0.
(K): A2-4=0; gyokei: \y =-2, Ay =2 = (i) eset.
Az altalanos megoldas: y(t) = cre™2 + ce?t (1,9 € R konstansok).

(f) Kezdetérték-feladat a (d)-esbsl: ¢y +4y =0, y(0)=0, 3'(0)=6.
Az &ltalanos megoldas: y(t) = c1cos2t + cosin2t  (cq, co € R konstansok).

Az &ltalanos megoldas derivaltja: y'(t) = —2¢q sin 2t + 2¢5 cos 2t.

Behelyettesitve a kezdeti feltételeket:

0=y(0)=c; és 6=9'(0) = 2¢,.

Tehat ¢ = 0 és ¢y = 3, igy a kezdeti feltételeket kielégits megoldas: y(t) = 3sin 2t.



Hdzi feladatok.

1. RC-aramkorokben az aramerdsséget a t id6 fliggvényében az I(t) fiiggvény irja le. Az alabbi KDE
all fenn:  RI'(t) + £I1(t) = F(t), ahol R,C >0 allandok (C' a kondenzétor kapacitésa és R az
ellenéllas), és F'(t) irja le a kiils6 gerjesztést.

(a) Adjuk meg a megoldast, ha I(0) =: I, adott, és nincs kiils§ gerjesztés, azaz F(t) = 0!
(b) Adjuk meg az altalanos megoldast, ha R=C =1 és F(t) = Fysint periodikus gerjesztés, ahol
Fy > 0 allando! Mutassuk meg, hogy hosszt id6 utan I(t) is kb. periodikus!
2. Oldjuk meg:
(a) ta(t) —2x(t) =2t*  (el6szor osszunk t-vel!)
(b) E'(r)= —% E(r)+ % (itt E(r) > 0 egy térbeli tomegpont erdtere %—es kiils§ erd mellett).

reakcidval alakul at a masodikba, amely kozben ettdl fiiggetlentil u sebességgel lebomlik, akkor ezt
az @(t) = -kx(t) és y(t)=kx(t) - py(t) egyenletek irjak le. Adjuk meg az x és y fiiggvényeket,
ha k > p, és kezdetben csak az els6 anyagbol van jelen egységnyi, azaz x(0) =1, y(0) = 0.

(Utm.: el6bb az elsét, majd a méasodikat oldjuk meg.)

4. Tekintsiik a fent emlitett aramkort, ha tekercset is betettiink (melynek L > 0 az indukcios egytitt-
hatoja), és ha nincs kiils6 gerjesztés. Ekkor az LI"(t) + RI'(t) + £1(t) = 0 egyenletet kapjuk.

Adjuk meg ennek altalanos megoldasat az aldbbi esetekben! Ha ez tartalmaz sin- ill. cos-
fiiggveényt, akkor mindkét tanult alakban (c; és co, ill. A és g konstansokkal is) irjuk fel!

a) Ha nincs ellenallas (azaz R =0), altalanos L, C' > 0 mellett.

b) Ha nincs ellenallas (azaz R=0), L=C=2.

(

(

(c) HaL=1, R=3 ¢ C=0,4.
(d) HaL=2, R=10 és C =0,08.
(

e) HaL=2, R=4,56s C=1.

5. Szivargé talajviz vizszintes daramlasa esetén a vizallas eltérését a fels6 referenciaszinttsl egysze-
rid (homogén és csak egyetlen iranyban valtozo) esetben egy olyan h fiiggvény irja le, melyre a
T2h"(z) — h(x) = 0 egyenlet teljestil, ahol z a kezd&ponttol mért tavolsag, 7> 0 a medencemére-
tekbdl és ateresztGképességekbdl szarmazd paraméter.

(a) Adjuk meg a KDE é&ltalanos megoldasat!

(b) Legyen T =100 m. Adjuk meg a KDE megoldasat a h(0) =0, h’(0) = 0.04 kezdeti feltétel
mellett!

6. Adjuk meg 4.(a) feladat egyenletének megoldéaséat az y(0) =1, y'(0) =1 kezdeti feltétel mellett!



A hdzi feladatok megolddsa.
1. (a) I(t)=Iye or'.
(b) I(t)=cet+ %(sint - cost) (ceR).

Ha t — +oo, akkor lim ce™t

—+00

2. (a) a(t)=ct2+t* (ceR); (b)) BE@r)=1+5% (c>0).

£
3. w(t)=eM, y(t) = (et - ),

4. (a) I(t)=¢ COS(\/%) +Cy sin(\/%) (c1, ¢z € R konstansok).

Masik alak:  I(t) = A cos( A20, @oe[0,2m) tetsz.)

\/% = %0) (
(b)  I(t)=cicos(%)+cosin(s) (c1, e € R konstansok).

Masik alak:  I(t) = A cos(f—¢o) (A>20, ¢oel0,27) tetsz.)
(c) I(t)=cre 2t cos(%) + coe73! sin(£) (1, ¢ € R konstansok).

Masik alak:  I(t) = Ae‘%tcos(% —po) (A>0, ¢gel0,2m) tetsz.)

(d)  I(t) = cre 3" + cote st (1, ¢ € R konstansok).

(e) I(t)=cre ' +ce 2 (c1,co € R konstansok).

z z
5. (a) h(x)=ceT +ce’T (e, cy € R konstansok).
(b)  h(x)=2(et — e T0) = 4 sinh &

100°

6. I(t) =cos(\/%_c)+\/wsin(\/%_c).

=0, igy hosszt id6 utan a megoldés kb. I(t) %(sint - cost).



3. gyakorlat. Madsodrendid inhomogén linedris KDFE-k.

Az egyenlet:
ay"(t) +by'(t) + cy(t) = f(2),
ahol az f(t) tn. jobboldal (vagy inhomogenitas) irja le a kiils gerjesztést. A fenti inhomogén egyenlet
altalanos megoldasa
y(@) = yn(t) + yp(t)

alaku, ahol y;,(f) a homogén egyenlet altalanos megoldésa és y,(¢) az inhomogén egyenlet egy db (un.
partikularis) megoldésa. Utobbit a probafiiggvény modszerével keressiik meg. Az eladéson az alabbi
tablazatot tanultuk:

0 50
1. 1épés: probafv. 2. lépés: rezon. ell.
redt Ae® w=a
P(t) n-edfoku pol. Q(t) n-edfoku pol. w=0
r cos bt Acosbt + Bsin bt p=1b
ssin bt Acosbt + Bsin bt p=1b
rcosbt + ssin bt Acosbt + Bsin bt p=1b
e (rcosbt + ssinbt) | e (Acosbt + Bsinbt) p=a+1ib

Ennek jelentése, hogy két 1épésben keressiik meg a probafiiggvényt:

e Az elsG lépésben kivalasztjuk az "1. 1épés" oszlopabodl a megadott alaka f(t) jobboldalhoz javasolt
y,(t) fliggvényt.

e A 2. lépésben megnézziik, hogy a megadott u érték gyoke-e a (K) karakterisztikus egyenletnek.
Ha nem gycke, akkor az eddigi y,(t) jo lesz probafiiggvénynek. Ha gydke, akkor viszont a pro-
bafliggvényt még meg kell szorozni: vagy t-vel (ha p egyszeres gyoke (K)-nak), vagy t2-tel (ha p
kétszeres gyoke (K)-nak)

Végiil a probafiiggvényben 1évG6 ismeretlen egyiitthatokat az egyenletbe vald behelyettesitéssel szamoljuk
ki.

Megjegyzések. A 2. 1épést a rezonancia ellenérzésének hivjuk. Ha ui. p gyoke (K)-nak, az épp azt
jelenti, hogy az f(t) jobboldal maga is megoldasa az inhomogén egyenletnek, azaz a gerjesztés rezonal
a homogén egyenlet ("belsé") megoldasaival.

A tablazat még folytathato lenne e P(t) és e® P(t)(rcosbt + ssinbt) alaka jobboldalakra is (tn.
kvazipolinomok), ahol ugyanilyen alaktiak a probafiiggvények is. Ilyenekkel itt nem fogunk széamolni.

A tablazatban r cos bt és ssin bt redundansan szerepel, ezek amugy specialis esetei az 7 cos bt + s sin bt
alaknak, ha s vagy r nulla. Ezzel is hangstlyozzuk, hogy a probafiiggvényben mindig mindkét taggal
inditando a keresés.



Példak:
1. Oldjuk meg:  y”(t) -2y'(t) +y(t) = f(t), ahol: (a) f(t)=e%, (b) f(t) =¢t.
Megoldés.

Homogén egyenlet. A karakterisztikus egyenlet: (K) A2-2X+1 =0, amibdl ;5 = 1. (Egy db
kétszeres gyok, azaz belss rezonancia van.) A homogén egyenlet altalanos megoldasa

yn(t) = cre’ + cyte (c1,c3 €R).

Inhomogén egyenlet.
(a) f(t) =e¥. Tablazatunk alapjan a probafiiggvény az 1. lépésben y,(t) = Ae3. Itt p = 3 nem
gyoke a (K) kar. egy.-nek, igy ez az y,(t) jo lesz. Ezt az eredeti egyenletbe irva azt kapjuk, hogy

9Ae% — 6Ae3 + Aedt = 3,

Itt oszthatunk e3-vel (ami nem 0), amibsl (9-6+1)A =1, azaz A = 1/4. Tehat az altalanos megoldas
t t 1 3t
yi,a(t) =c1e +cote + 4_1 € (Cl, Co € R)

b) f(t) =e!. Tablazatunk alapjan a probafliggvény az 1. lépésben y,(t) = Aet. Itt p =1 kétszeres
gyoke a (K) kar. egy.-nek, igy ezt a probafliggvényt még meg kell szorozni t2-tel, azaz y,(t) = At2el.
Ezt beirva az eredeti egyenletbe kapjuk, hogy

A(2+4t + 1) - 2A(2t +t2)e! + At?el = ¢!

[tt oszthatunk e’-vel (ami nem 0), majd lathato, hogy a t2-es és t-s tagok kiesnek, és pusztan 24 = 1
marad. Igy A =1/2, tehat az altalanos megoldas

1
Yia(t) = cre’ + cote’ + B t2e! (c1,c2€R).

2. Gerjesztett RLC-dramkorokben az id6ben valtozo I(t) aramerdsséget az alabbi KDE irja le:
LI"(t)+ RI'(t) + &1(t) = F(t),
ahol R, L,C' > 0 allandok (az ellenallas nagysaga, a tekercs induktivitasa, ill. a kondenzéator kapacitasa).
Legyen L=1, R=3, C'=0.5.

[rjuk fel, milyen alakban keresend6 az I,(t) partikularis megoldas, valamint az (a), (b), (g) esetekben
oldjuk is meg (azaz szamitsuk ki a paramétereket), ha F(t) := ...

(a) el (b) et (itt mutassuk meg azt is, hogy nem jonne ki a megoldas a ¢ szorzo nélkiil);
(c) 2t+1; (d) t; (e) t% (f) 3; (g) sin2t; (h) e tsin2t;

(i) e*—-cost; (j) 4+et.

Megoldés.

Az egyenlet: I"(t) +31'(t) + 2I(t) = F(t).

Homogén egyenlet. A karakterisztikus egyenlet: (K) A2 +3X+2=0, gyokei: A;=-1, \y=-2.

A homogén egyenlet altalanos megoldésa

Ina(t)=cre +cee™  (c1,c0 € R).



Inhomogén egyenlet.

(a) f(t) =et. Az 1. lépésben I,(t) = Aet. Ez jo lesz: rezonancia nincs, mert g = 1 nem gyoke
K)-nak. Az eredeti egyenletbe frva (A + 3A +2A)e! = et adddik. Tehat A = 1/6 és igy az altalanos
( gy gy
megoldés

2t

1
Lio(t) =cre + e + éet (c1,c9 €R).

(b) f(t) = e Az 1. lépésben I,(t) = Ae7t. Itt az el6z6 ponthoz képest az a kiilonbség,
hogy rezonancia van, mert p = —1 gyoke (K)-nak, mégpedig egyszeres, igy a helyes probafiiggvény
I,(t) = Atet. Az eredeti egyenletbe beirva

A(—Q +t+3(1-t)+ 2t)e‘t =e™,

itt a t-s tagok kiesnek és A =1 adddik. Tehat az inhomogén egyenlet altalanos megoldésa

2t

Lia(t) =cre”t + e + te” (c1,c3 €R).

(Ha hibasan csak I,(t) = Ae t alakban kerestiik volna, akkor az A(1 -3 +2) = 1 egyenletet kaptuk
volna, azaz A-0 =1, és ilyen A nincs.)

(c) f(t) =2t+1. Ez elssfoku polinom; rezonancia nincs, mert p = 0 nem gyoke (K)-nak. A jo
probafiiggvény [,(t) = At + B.

(d) f(t)=t. A c) ponthoz hasonléan a j6 probafiiggvény I,(t) = At + B.

(e) f(t) =t2.  Ez masodfoka polinom; rezonancia nincs, mert x4 = 0 nem gyoke (K)-nak. A jo
probafiiggvény 1,(t) = At> + Bt + C.

(f) f(t) =3. Ez nulladfok polinom; rezonancia nincs. A jo probafiiggvény I,(t) = A.

(g) f(t) =sin2t. Tablazatunk alapjan a probafiiggvény az 1. lépésben I,(t) = Acos2t + Bsin 2t.
Ez jo lesz: rezonancia nincs, mert p = 2it nem gyoke (K)-nak. Itt

I(t) =-2Asin2t+2Bcos2t
IN(t) =-4Acos2t-4Bsin2t,

amit az eredeti inhomogén egyenletbe beirva
—4Acos2t —4Bsin2t + 3(-2Asin 2t + 2B cos 2t) + 2(Acos2t + Bsin2t) = sin2t

adodik. Innen cos 2t és sin 2t egylitthatoit egyenlévé téve a
-2A+6B =0
-6A-2B =1

kétismeretlenes linearis egyenletrendszert kapjuk. Ennek megoldasai A = -3/20, B = -1/20, igy az
inhomogén egyenlet altalanos megoldasa

2t

1
Lio(t) = cre™ + coe™ - 20 <% 2t - 20 sin 2¢ (c1,c2 € R).

(h) f(t)="tsin2t. A jo probafiiggvény I,(t) = e7t(Asin2t + B cos2t).
(i) f(t) =e* —cost. A jo probafiiggvény [,(t) = Ae* + Bcost + Csint.
G) f(t)=4+et. A jo probafiiggvény I,(t) = A+ Be.



Hazi feladatok.

1. Egy inga gerjesztett lengését az 3" (t) +4y(t) = f(t) KDE irja le. Mi az altalanos megoldas, ha:
() F() =2, () F() =42 (¢) f(£)=cos2t?

2. Irjuk fel egy lecseng@en gerjesztett RLC-aramkort lefrd LI7(t)+ RI'(t)+ £1(t) = Foe " egyenlet
partikularis megoldasat altalanos R, L,C > 0 esetén! (Kiilon kell vizsgalni aszerint, hogy —v
gyoke-e a kar. egy.-nek, és hanyszoros.)

A hazi feladatok megoldasa.

1.
Homogén egyenlet: A karakterisztikus egyenlet (K) A2+4=0, ennek két gyoke \; o = +2i ésigy a
homogén egyenlet altalanos megoldasa

Yna(t) = c1cos 2t + cosin 2t (c1,02 € R).

Inhomogén egyenlet:

(a) Rezonancia nincs, y,(t) = At + B. Innen 4( At + B) = 2t adodik, amibsl A = 1/2, B = 0. Tehat
az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa

1
Yia(t) = 1 co82t + ¢y sin 2t + §t (c1,c0 €R).

(b) Rezonancia nincs, y,(t) = At? + Bt + C. Innen 2A + 4(At? + Bt + C') = 4t? adodik, amibdl
A=1,B=0,C=-1/2. Tehat az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa

1
Yia(t) = c1 cOs2t + cosin 2t + 2 — 5 (c1,02 €R).

(c) Rezonancia van, u = 2i egyszeres gyoke (K)-nak. Az y,(t) = Acos2t+ Bsin2t (tablazat 1. lépése
szerinti) probafiiggvényt igy t-vel szorozzuk:

yp(t) = At cos2t + Btsin 2t.

Ezt az eredeti egyenletbe beirva az egyiitthatokra a —4A =0, 4B = 1 kétismeretlenes linearis egyenlet-
rendszert kapjuk, melynek megoldasa A = 0, B = 1/4. Tehat az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa

1
Yia(t) = 1 c0o82t + cosin 2t + 2 tsin 2t (c1,c0 € R).

2.
Homogén egyenlet: A karakterisztikus egyenlet: LM% + R\ + % =0.

Inhomogén egyenlet:

1. eset. Ha —v nem gyoke a karakterisztikus egyenletnek, azaz L~y? — Ry + % # 0, akkor az
inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat I,(t) = Ae™' alakban kereshetjiik. Ezt az eredeti
egyenletbe irva

A(Lv2 - Ry + %)e‘”’t = Fpe ",

ebbdl A = L»YLFT?M% (a nevezd nem 0), a keresett partikularis megoldas pedig
F
I(t) = ————e .
Ly? -~ Ry+ &



2. eset. Ha —v egyszeres gyoke a karakterisztikus egyenletnek, akkor az inhomogén egyenlet egy
partikularis megoldéasat I,(t) = Ate™* alakban kereshetjiik, amit az eredeti egyenletbe irva

1
A L72—R7+6 t—-2Ly+R|e = Fpe

[ —

=0

gyoke kellene, hogy legyen a karakterisztikus egyenletnek, ezt viszont feltettiik, hogy nincs igy. Ebbdl
tehat A = %,

adodik. Itt Ly? - Ry + % =0és -2Ly+ R # 0, hiszen ha ez utobbi nulla lenne, akkor v, 5 = % kétszeres
a keresett partikularis megoldas pedig

Fy
I(t) = ———te
o) 2L+ R C

eset Ha —v kétszeres gyoke a karakterisztikus egyenletnek, akkor az inhomogén egyenlet egy
partikularis megoldasat [,(t) = At?e™* alakban kereshetjiik, amit az eredeti egyenletbe irva

3.

—_—
—_—

1
Al LV - Ry + ol 2+ 2| 2Ly +R|+2L e = Fype !
=0
=0
adodik. Itt Ly% — Ry + P% =0é -2Ly+ R = 0, hiszen 75 2}2 a karakterisztikus egyenlet kétszeres
gyoke. Innen tehat A = 32, a keresett partikularis megoldés pedig

Fo o
L(t) = Zt% vt



4. gyakorlat. A hatvdnysor-mddszer. Linedris rendszerek.

I. A hatvanysor-modszer.

Ez a modszer az xq koriili kezdetiérték-feladat y(z) megoldéasat allitja el az xg pont koriil Taylor-
sorral, ha a KDE-bdl felithato egy rekurzid az egyiitthatokra. Altalaban a megoldast csak kozelitjiik
Taylor-polinommal, amihez az elsé néhény egyiitthatot szamitjuk ki.

Feladatainkban az xg = 0 pont koriili sort kozelitjiik max. 4 tagig:
/ " " (4)
y(0) L y"(0) o, y"(O0) 5, yD0O) 4

y() wy(0) + o+ ot + = A

Az y(0), y'(0) ... értékeket az adatokbol ill. a KDE ismételt derivéalasa segitségével szamitjuk ki.

Feladatok
1. y'(x)-2xy(z)=1, y(0)=1. Szamitsuk ki a kozelits polinomot az z*-es tagig!

Megoldds. A kozelit6 polinom felirasdhoz az y(0), y'(0), y”(0), y"(0), y(0) értékekre lesz
sziikséglink. A KDE-t y'(x) =2z y(z) + 1 formaban hasznaljuk.

e A kezdeti feltételbsl:  y(0) = 1.

e Az eredeti KDE-ben x = 0 értéket helyettesitve: 4'(0) = 2-0-y(0)+1= 1.

A tobbi értéket a KDE ismételt derivaldsaval szamithatjuk ki, rekurzivan felhasznélva a mar
kiszadmolt O-beli értékeket.

Derivaljuk az y/'(z) = 2zy(x)+1 KDE mindkét oldalat! Mivel (2zy(z))’ = (2z)'y(x) +2xy'(z) =
2y(x) + 2xy'(x), 1gy

y'(r) =2y(x) +2xy'(x) +0,  igy  y"(0)=2y(0)+2-0-4(0) = 2.

Az imént kapott y”(x) = 2y(x) + 2xy’'(x) egyenletet derivalva:

y" (@) =2y (x) + (20)"y' (2) + 20y"(2) = 4y (x) + 229" (),

igyhaz=0 = ¢"(0)=4y'(0)+2-0-y"(0)=4-1+0= 4.

Az imént kapott y"(x) = 4y'(x) + 2z y"(x) egyenletet derivélva:
y W (2) = 4y" () + 29" () + 229" (),
fgyhaz=0 = y¥(0)=6y"(0)+2-0-4"(0)= 12.
Osszegezve: y(0) =1, y'(0) =1, y”(0)=2, y"(0) =4, y™¥(0) =12, igy

12, 4, 12, , 2., 1,
y(x)~1+ﬂa:+5w tg® +Zx—1+x+x +3e 5



2. y'(z)=vy*(z), y(0)=9y'(0)=1. Szamitsuk ki a kozelité polinomot az z3-0s tagig!
Megoldds. A kozelit polinom felirasahoz az y(0), v'(0), y”(0), y"(0) értékekre lesz sziikségiink.
o A kezdeti feltételbsl:  y(0) = y'(0) = 1.

e Az eredeti KDE-be z =0 értéket helyettesitve: y”(0) =4%(0) =12 =1.

e Az eredeti KDE-t derivalva (felhasznalva az Osszetett fiiggvény derivalasi szabélyat):

y"(x) = 2y(x)y' (), igy har=0 = 9"(0)= 2y(0)y'(0)=2-1-1= 2.

.. 1 1 2 1 1
Osszegezve: y(r) v 1+ —o+ =22+ =2 =1+x+ =22+ -2>.
1 2 3! 2 3

3. y'(t)-y(t)sint=¢t, y(0)=2. Szamitsuk ki a kozelits polinomot a ¢3-6s tagig!

Megoldds. Ezen feladat annyiban tér el az el6z6 kett6tsl, hogy itt a valtozo t lesz x helyett, igy a
sorban ¢ hatvanyai lesznek. A kozelité polinom felirasahoz az y(0), y’(0), y”(0), y""(0) értékekre lesz
sziikséglink. A KDE-t y/(t) = y(t)sint + t formaban hasznaljuk.

e A kezdeti feltételbsl:  y(0) = 2.
o Az eredeti KDE-be t = 0 értéket helyettesitve: ¢/(0) =¢(0)sin0+0=2-0+0= 0.
o Az eredeti KDE-t derivalva

y"(t) =y (t) sint+y(t) cost+1, igyhat=0 = 4"(0)=y'(0)sin0+y(0)cos0+1 = 0-0+2-1+1 = 3.

e Derivalva az el6bbi egyenletet:
y"'(t) =y"(t)sint +y'(t) cost +y'(t) cost — y(t) sint,

igyhat=0 = ¢"(0)=y"(0)sin0+2y'(0)cos0—-y(0)sin0 = 0.

. 3
Osszegezve: y(t) ~2+ 5152.



II. Linearis KDE-rendszerek.

Kéttagu ©(t) = Az(t) rendszereket oldunk meg, ahol A adott 2 x 2-es méatrix:
N 21(t)) _ 4 [1()
)=z, wn (110)=a(20).

Az altalanos megoldésra képlet adhato. Legyenek \; és Ay az A sajatértékei.

(i) Ha A\ # Ay valds. Legyenek u,v ezekhez tartozo sajatvektorok, ekkor

z(t) = creMu+ ety (c1,02 € R tetsz.)

(Megengedhets A\; = g is, ha van két fiiggetlen sajatvektor: ekkor ezek lesznek u és v.)

(il) Ha A = Ay =2 A, de csak egy figgetlen sajatvektor van. Legyen ez u, valamint legyen v az
Av = v + u egyenlet megoldéasa. Ekkor

A

z(t) = (c; +cat) eMu+ ey eMu (c1,02 € R tetsz.)

(i) Ha Mo =a i komplex sajdtértékek (8#0). Legyen p az (a +i3)-hoz tartozd (komplex)
sajatvektor, u= Rep e R? és v = Imp e R?, azaz p = u +iv. Ekkor

z(t) =re*cos(Bt —po)u-resin(Bt—po)v  (r=0, pge0,27) € R tetsz.)
Feladatok

jfl = 25(]1 + To

1. Adjuk meg az altaldnos megoldast:
To = 3x1 + 4,

Megoldds. Az A egyiitthatomatrix: A = (?) le)

o Sajdtértékek:  a det(A— AI) =0 egyenlet megoldasai. Itt

det(2;))\ 4})\)=(2—)\)(4—/\)—3:)\2—6)\+5=O = A =1, \a=5. Ez az (i) eset.

o Az u és v vektorok: sajatvektorok.
4. 2 1 ur\| Uq 2U1+U,2:’LL1 _ , _ 1 .,
Ha A=1: (3 4) (UQ)_l (UQ)@{ s + At = 11y < uy = —uy, igy pl. u—(_l) jo sv.
e 21 v1) ] (] 2v1 + vy = by _ , _ 1Y\ .,
Ha A=5: (3 4) (UQ) =5 (Uz) 4:»{ 30, + 40y = Huy = vy = Juy, igy pl. v = (3) jo sv.
e A megoldds az (i) pont alapjan:

SIO) BT sfl) _ [ e +ce™
(m(t))— ce | ] teet|g) = eyl 4 3ey 5t (c1,02 € R tetsz.).

. Ztl = 31‘1 — T2
2. Adjuk meg az altalanos megoldéast: )
To = 45(71 — T2

Megoldds. Az A egyiitthatomatrix: (Z :1)



3-A -1

o Sajatértékek: det( 4 _1-1

)= (B-MN)(-1-X)+4=X -2 +1=0= )\ =\ = L.
o Az u ésv vektorok: ez a (ii) eset. Szamitsuk ki a A = 1 sajatértékhez az u sajatvektort:
3 -1 Uq _ U1 3u1—u2=u1 _ , _ 1 ., . .
(4 _1) (UQ) =1 (Ug) < { Aty — 1ty = = ug = 2uq, igy pl. u= (2) jo sajatvektor;
majd szamitsuk ki a v vektort, melyre Av = v + u:
3 -1 U1\ _ (%1 1 3@1—U2=U1+1 _ , _ 1 .,
(4 _1) (U2) =1 (U2) + (2) < { 40y — vy = 1y + 2 =2u=vy+ 1, igy pl. v= (1) jo lesz.

e A megoldds a fenti (ii) pont alapjan:
z1(t)\ (1 (1) [ (cr+er)et + eotet
(:L‘Q(t)) =(c1+cat)e o te2e | ()= (261 + )" + 20pt ¢! (c1,¢2 € R tetsz.)

jﬂ'l = 2£C1 + Ty
3. Adjuk meg az altalanos megoldast: {
To = —T1 + 229

Megoldas. Az A egyiitthatomatrix: (_21 ;)

2-2 1

o Sajdtértékek: det( 1 92-)

):(2—)\)2+1:)\2—4/\+5=0:> Aig=2=+4  (iii) eset.

o Azwu ésv vektorok: Szamitsuk ki (pl.) a A; = 2+ sajatértékhez a p komplex sajatvektort:

2 1\ (m _@2+i)-[P] < 2p1tpe =2prtapr P2 = 1Py
-1 2)\p2 D2 —p1+2p2 =2pa +ips —p1 = 1P2

Elég a ps = ip; egyenletet megoldani (a masik ennek i-szerese), pl. p; =1 és igy ps =i jO lesz:
(1) (1 Ny 0 - 1y, (0
p=1.1=1o)+i |y u={g] sv={]
e A megoldds a fenti (iii) pont alapjan:
r1(t)\ o ~ I 0\ [ re?tcos(t- o)
(:ch(t)) = re”*cos(t - ) N sin(t - o) 1) =\ S et sint - o)

(ahol 7 >0, ¢ €[0,2m) e R tetsz.)



Hazi feladatok.
L. y"(z) =xy?(x) —y'(x), y(0)=2,9'(0)=1. Szamitsuk ki a kozelité polinomot az z3-6s tagig!

2. Egy ¢ hosszu inga kitérésének szogét az idd fiiggvényében a 6(t) fiiggvény adja meg. A mozgas-

egyenletbdl az m témeggel egyszertsitve a 6(t) + Zsinf(t) = 0 egyenletet kapjuk. Jelolje w:=+/7.

Fiiggleges helyzetbsl v sebességgel meglokve a 0(0) = 0, (t) = v kezdeti feltételeket kapjuk.
Szamitsuk ki ekkor a megoldast kozelité polinomot a t3-6s tagig!

s s

fliggvények irjak le. Ha a két anyag kolcsonhatasaval aranyosan az egyik anyag a maéasikba alakul,
akkor az

u'(t) = ku(t)v(t),
v'(t) = —ku(t)v(t)

egyenleteket kapjuk, ahol k& > 0 allando. Legyen k :=1, és w(0) =v(0) =1.  Szamitsuk ki ekkor
az u(t) és v(t) megoldasokat kozelitd polinomot a t3-0s tagig!

{ l"l = - +8l‘2

Io= X1+ X9

{ Ty = 3z + 4dxo

1',’2 = —4.’13'1 + 31}2
Ty = Tg

6. {
To = —T1

x(t) és y(t) fiiggvények irjak le. Ha az elsd élShelyen a faj az egyszerti novekedési modell szerint
szaporodik, és mindkét iranyban az egyedszammal arédnyos migracié folyik, akkor az

{x’=am+by

c st

y=rx
rendszert kapjuk. Adjuk meg ennek altalanos megoldasat az a =r =1 és b = 2 egyiitthatok esetén!

Mutassuk meg, hogy hosszt id6 elteltével a két él6helyen vett populaciok hényadosa kb. allando
lesz!

8. Ha a fenti modellben a faj a masodik él6helyen is az egyszert névekedési modell szerint szaporodik,
akkor az
{ T =ax+by

Y=1rT+sy

rendszert kapjuk. Adjuk meg ennek altalanos megoldasat az a = r = s = 1 és b = 2 egyiitthatok
esetén!



A hazi feladatok megoldasa.

1. y(z)~ 2+$—§x2+%x3,
2. 6(t)~ vt -4
3. u(t)~ 1+t—§ és v(t)~ 1—t+§.
4.
(28) - act (?) tope™ _41) - (22 EZ i gf;t) (c1. 02 € R tetsz.).
5.
) e ()=o) (2226 23)
(ahol 7 >0, o €[0,27m) e R tetsz.)
6.
(28;) = 7 cos(t — o) ((1)) —rsin(t - ) ((1)) - (frcs(;z((tt—_ioo)))
(ahol r >0, pg € [0,27) € R tetsz.)
7. Az altaldnos megoldas a =r =1 és b = 2 egyiitthatok esetén:

xl(t)

()

()= e () e () -

2c1et — coet

c1e2t + coe?

Tekintsiik a populaciok hanyadosat ¢ — +oco esetén:

2c1e%t — coet e2t

= 1m = 11m
t—>+o00 01€2t + coe7? t—+o00 2t

2c1 — coe 3t

— = lim
C1 + coe 3t

2c) — cee 3t 2¢g

t>+oo ¢y + Cpe”

) (c1,c0 € R tetsz.).

2
3t c1 ’

ahol felhasznaltuk, hogy lim,_ ., e™3" = 0. Tehat igazoltuk, hogy a két éléhelyen vett populaciok
hanyadosa hossz id6 elteltével kb. 2 lesz, azaz az els6 él6helyen vett populécio hosszi id6 elteltével
kb. kétszerese lesz a masodik élhelyen vett populacionak.

T (t)
.CIZ'Q(t)

() (1)

V2e,e(HV2)t — /20, e(1-V2)1
eVt 4 oy e(1-V2)1

) (1,02 € R tetsz.).



5. Laplace-transzformaci6. Elsé integral, faziskép.

Laplace-transzformdcio.

A Laplace-transzformécio egy alkalmas integréllal definialt f L oF fiiggvénytranszformacio,
éspedig F(p) := / e P f(t)dt. A kapott F fiiggvényt f Laplace-transzformaltjanak hivjuk.
0
Az el6adasban felirtuk a f6bb elemi fiiggvények transzforméltjainak és a derivaltak transzformalt-

jainak tdbldzatdt, valamint lattuk, hogy a transzformacio linearis. A feladatokban ezt hasznéljuk. (Az
értelmezési tartomanyokat nem irjuk ki, mindvégig a lehetd legbGvebben értjiik.)

f(t) F(p)
) 1
p
et (o eR 4ll) L
p-a
" (neN 4ll) o
cosbt (beR all) T
sinbt (beR all) o
at +n A n—'
ettt (a € R, neN all) (p—a)"”
e cosbt (a,beR all.) e
edsinbt (a,beR all.) m
F(®) pF(p) - f(0)
fr(#) p*F(p) —p f(0) - f(0)
fm(t) prE(p) —p" ' f(0) —...— f*71(0)

Feladatok.
1. F(p) =7, ha (a) f(t):=Tsin3t—5cos2t, (b) f(t) :=4e72t.
Megoldas. 'Téablazat + linearitas =

3 21 5 4
(a) F(p)=T7- 2432 5 p£22 =029~ p2f4; (b) F(p)= P2

2. (Nem elemi figgvény.) F(p) =7, ha f(t):=0d3(t) (Dirac-delta a ¢t =3 pontban).

Az el6adasrol: a d,(t) Dirac-delta egy a pontban koncentralt "végtelen strtiségi" altalanositott
fiiggvény. Szamolasokban az alabbi formalis tulajdonsagat hasznaljuk: ha f adott folytonos

fiiggény, akkor

(D) [ 1)) { f(a), hausasv,

0, kiilonben.



E képletbdl, mivel 0 < 3 < oo,
F(p) = f e P 65(s)ds = e7P.
0

. f(t) =7, ha
(a) F(p)=255  (0) F(p) = s

Megoldds. Téblazat (most visszafelé keresve) + linearitas révén:

(a) F(P)ﬂ%Jr%-ﬁ = f(t)=cos?>t+%sin3t.

(b) F(p)ZWZ%m = f(t)z%e‘%sin\/gt.

. Oldjuk meg Laplace-transzformacioval az alabbi feladatokat:

(a) y"(t) +4y(t) =0, y(0)=0, y'(0)=3.

(b) y@W(#)-y()=0, y(0)=0, y(0)=1, y"(0)=0, y"(0)=-1.
(c) y"(t) +y(t) =02(t),  y(0)=0, y'(0)=0.

A megoldds menete:
KEP % algebrai egyenlet —  megoldjuk L, aKEP megoldéasat kapjuk.

A feladatokban jeldljik y(t) transzformaltjat Y (p)-vel.

(a) A KDE transzformaéltja:
(PY(p) -py(0)-4'(0)) +4Y(p) =0 = (p*+4)Y(p)-3 =0,

mivel y(0) =0 és y’(0) = 3. Ebbdl Y (p) kifejezhetd:

__3
Y(p) = P2id -
A visszatranszformalashoz Y (p) = % : ]ﬁ, ami mar visszakereshets a tablazat (+ linearités)
alapjéan:
y(t) = %sin 2t
(b) A KDE transzformaltja:

(r'Y (p) - P*y(0) - p*y'(0) - py"(0) -y"(0)) -Y(p) =0 = (P'-1)Y(p)-p*+1=0

a kezdeti feltételek alapjan. Ebbdl Y (p) kifejezhets és egyszertisithetiink:

2-1
Y(p) :p4_ = 21

—_

hS;
+
[y

igy a tablazat alapjan



(c) Hasznaljuk fel az y"(t) +y(t) = k(t), y(0) =0, %'(0) =0 feladatra altalanos fiiggvény
esetén az eladason adott megoldoképletet, mely szerint

y(t) = Atsin(t—s)k(s)ds.

Esetiinkben k(s) = d2(s), és az integralban hasznaljuk a Dirac-delta fent idézett, (D)-vel jelolt

formaélis tulajdonsagat a (rogzitett ¢ mellett értelmezett) f(s) := sin(t—s) fiiggvényre a = 2 mellett:
0, ha t < 2;

sin(t-2), hat>2.

y(t) = Atsin(t - 8)d02(s)ds = {

(Ugyanis a t < 2 esetben a 2 pont nincs a [0, t] integralasi intervallumban, ¢ > 2 esetén viszont mar
igen, igy akkor az integral f(2) =sin(t - 2) lesz.)

A rendszer tehat nyugalomban van a t = 2 id6pontig, majd onnantél a pontszert impulzus hatasara
harmonikus rezgés indul.

Elsd integrdl, faziskép.

Ebben a részben

{ $=f(1',y)
y=9(z,y)

alaki autonom rendszerekhez keresiink elsé integralt, azaz olyan kétvaltozos V : R? — R fliggvényt,
melyre t — V(z(t),y(t)) = adllandé minden x,y megoldas esetén. Feltessziik, hogy V € C'1(R?), ekkor a
fentihez

(V(z(t),y(t))) =0 kell.
Ekkor a megoldasok pélyaja V' szintvonalain fut, igy abrazolhato a rendszer fazisképe az x,y sikon. A
V fliggvény valtozoit is x,y-nal jeloljik, ezzel a fazisképet a V(z,y) = ¢ gorbék adjék, irdnyitasukat
és 1 egyenletbdl vett elGjele mutatja meg.

e Specidlis eset: "keresztbe vett valtozok", azaz
i = h(y)
y=g(z)

alaki rendszer esetén keresztbe kell szorozni: tg(x) = yh(y). Ha H' = h és G’ = g, akkor els§
integral:
V(z,y):=G(z) - H(y).

e Még specialisabb eset: Newton-rendszer. Az ma + f(x) = 0 mozgasegyenlet atirhatod

i
y= /()

rendszerré. Ekkor @ f(z) +myy =0, igy ha U’ = f, akkor V (z,y) := 3 my? + U(z) elsS integral. Az
eredeti egyenlet x megoldasaira:

1
V(z,1) = 3 m(z)? + U(z) = allando.

Ez épp az energiamegmaraddst irja le. E fazisképeket az (x, ) sikon abréazoljuk.



Feladatok.

1. Keressiink elsé integralt, és abrazoljuk a fazisképet az x,y sikon!
T =2y =1
(a) { . (b) { L
y=-x y=sinz

Megoldasok. A kapott fazisképeken nyilak szemléltetik az (&,9) sebességvektorokat, melyek (a
KDE-k révén) megegyeznek az (f(x,y),g(x,y)) vektorokkal.

(a) Keresztbevetett véaltozos rendszerrel van dolgunk, ahol h(y) = 2y és g(x) = —x. Integralas
utan a képlet alapjan els6 integral:

V(z,y)= —(%2 + y2).

(Ugyanez minusz nélkiil is jo lenne.) Ennek szintvonalai ellipszisek. Iranyitas: pl. a felss
félsikban = = 2y > 0, igy x nd. A faziskép:

(b) Ez is keresztbevetett valtozos rendszer, ahol h(y) =1 és g(z) = sinz, igy
V(z,y) = —cos(z) -y

Ennek szintvonalai: y = c—cos(z). Iranyitas: ©=1>0, igy x nd. A faziskép:



A nyilak hosszat szinekkel jel6ltik
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2. Tekintsiik a rug6 altal mozgatott test mozgasegyenletét: ma + Dx = 0, ahol m, D > 0 allandok.
Irjuk at az egyenletet rendszerré, keressiink hozza elsé integralt, majd irjuk fel az egyenletre az
energiamegmaradést és abrazoljuk a fazisképét az x, & sikon!

Megoldds. Ez egy Newton-rendszer, ahol most U(z) = 3 Da? j6 lesz, igy
N S
V(z,&)==-m(2)*+ =Dz
2 2
els6 integral. A faziskép hasonlo az (a) feladatéhoz (ellipszisek).
3. Igazoljuk, hogy barmely f e C'(R?) esetén az
&= f(x,y)
g = _f(xa y)

rendszernek V(z,y) := x + y els6 integralja. (A konkrét f tehat csak azt hatarozza meg, milyen
gyorsan mozognak a pontok a ¢ "idg" fiiggvényében az egyenes pélyékon.)

Megoldds. A két egyenletet osszeadva (z+y) =0, igy a kivant (V(z(¢),y(t))) = 0 egyenlség
teljestil a V' (z,y) := = +y elsd integralra. Igy a palyak egyenesek, hiszen z(t) + y(t) = allando. A
faziskép:

A nyilak hosszét szinekkel jeloltik




Hazi feladatok.

1. Oldjuk meg Laplace-transzforméacioval az alabbi feladatokat!
A (b)—(c) pontokban hasznaljuk a p? - ¢ = (p — q)(p? + pq + ¢*) azonossagot.
(a) y"(t)+2y'(1) +5y(1) =0, y(0) =1, y'(0)=0.
(b) " (t) =8y(t) =0, y(0)=1, y'(0) =2, y"(0)=4.
(c) y"(t)-y(t)=0, y(0)=0, y'(0)=1, y"(0)=-1.
(d) y®(t)-9y() =0, y(0)=0, y'(0)=1, y"(0)=0, y"(0) =-3.
(e) y"(t)+y(t)=dz(t), y(0)=0, y'(0)=0.

1 hat>F

O ")+ y(H) = b1, (0) =0, ¥'(0) =0, abol h(t>={0 e

2. Keressiink elsd integrélt, és dbrazoljuk a fazisképet az x,y sikon!
wi T e @l
a ¢
y=—-4x y=er y=2 y=3

t — v(t) > 0 fiiggvények irjak le. Ha a két anyag kolcsonhatésaval ardanyosan az egyik anyag a
maésikba alakul, akkor az
{ uw'(t) = ku(t)v(t)

v'(t) = —ku(t)v(t)
egyenleteket kapjuk, ahol k£ > 0 allando.

(a) Keressiink elsg integralt, és abrazoljuk a fazisképet az u, v sikon! Mutassuk meg, hogy barmely
u, v megoldas esetén tlim v(t) =0 és tlim u(t) > 0! Mit jelent ez?
—+00 —+00

(b)* Szamitsuk ki az u és v megoldasokat!

A hazi feladatok megoldasa.

+2 +1 1 2 _ 1 ., .
1. (a) Y(p) = p2§_)2p+5 = (p+l?l)2+22 + 5 . (p+1)2+22, y(t) =€ tCOS 2t + § e tSlH 2t
212p+4 1
(b) Y(p) = pp+3_pg; = 2 y(t) = e,
V3
_pl 1 1 _ 2 3 2y gy V3
(© Y(0) =31 = e = (P+3)*+1 V3 (pel)2e(¥2)2 y(t) = V3 € 2 sin *5t.
-3 1 L /3 1
(d) Y(p) = 324—_9 =737 pzi+3, y(t) = %Sm(\/gt)
(e) A megoldoképletbsl
) t ( 5z (5)d 0, ha t < Z;
t) = / sin(t —s)oz(s)ds =
Y 0 ? sin(t - %) (azaz =-cost), hat>7.
(f) A megoldoképletbdl
0, ha t < 3;

t
0= [ sint-s)h(s)ds={
y(t) 0 sin(t = s)h(s)ds ﬁ sin(t - s)ds=1-sint, hat>7.

2



3.

a

d)
)

V(z,y)=-(22% + %yQ), vagy lehet V(x,y) =422 + y? is.  Szintvonalak: ellipszisek.

V(z,y) =y—-e®. Szintvonalak: y=e”+c¢, azaz y = e® grafikonjanak fliggdleges eltoltjai.

V(z,y) =3z —2y. Szintvonalak: egyenesek.

(
(
(c) V(z,y)=x- % eY. Szintvonalak: z = %ey +c, azaz T = %ey grafikonjanak vizszintes eltoltjai.
(
(

A gyak. 3. feladatdhoz hasonloan (s6t valojaban spec. eseteként) : a két egyenletet Gsszeadva
(u+v) =0, igy V(u,v):=wu+wv elss integral, és a palyak egyenes szakaszok, melyek a
3. feladatéhoz hasonlo fazisképet alkotnak. (Kémiai jelentés: a két anyag Osszmennyisége
allando marad.)

A mésik kivant tulajdonsag lényegében abbol kovetkezik, hogy a fazisképen barmely egyenes
szakaszon az els6 (most u) tengely felé tart az (u(t),v(t)) pont, de nem érheti el, mert az u
tengely pontjai (ug,0) alakt konstans megoldasok, melyeken az unicitastétel miatt nem mehet
4t masik megoldas. Igy u(t) - ug és v(t) - 0, ha t - +oo. Ez azt jelenti, hogy hosszt id6
utan az els6 anyag nagyjabol allando szintre all be, mig a masodik anyag nagyjabol elfogy.

Mivel adott péalya mentén v+ v = M allando, ebbdl v-t kifejezve és beirva az elsé egyenletbe
az

(1) = ku(t) (M - u(t))

korlatozott szaporodasi egyenletet kapjuk, amit mar megoldottunk (1. gyakorlat 3. feladat).
Veégiil u ismeretében v(t) = M —u(t) lesz.



6. Faziskép, stabilitas. Elsérendi linearis PDE.

I. Stabilitasvizsgalat. Ebben a részben ismét kétvaltozos autoném rendszerekkel foglalkozunk:

{ &= fi(z,y)
y = fQ(xay)

Most feltessziik, hogy f1(0,0) = f2(0,0) = 0, igy (0,0) egyensulyi pont, azaz z(t) = y(t) = 0 konstans
megoldas. Ennek stabilitasat vizsgaljuk. A (0,0) egyensulyi pont

e aszimptotikusan stabil, ha egy kornyezetébdl indulé minden megoldéasra tlim (z(t),y(t)) = (0,0);
—>+o00
e instabil, ha van olyan U kornyezete, hogy (0,0)-hoz barmilyen kozelrsl indul U-t elhagyé palya.

Ljapunov-mddszer: alkalmas V : R? - R segédfiiggvényt keresiink (ennek valtozoit is x,y-nal jeloljik).
A megfelels tétel szerint a stabilitast a

Vi(z,y) - f(z,y) = %V (2,y) filz,y) + 0,V (2,y) falz,y)
skalarszorzat elGjelébdl lathatjuk az aldbbiak szerint:
e ha V'(z,y)- f(x,y) <0 (Vz,y #0)), akkor a (0,0) egyenstlyi pont aszimptotikusan stabil;
e ha V'(z,y)- f(x,y) >0 (Va,y #0)), akkor a (0,0) egyensulyi pont instabil.
A feladatokban a V' (un. Ljapunov-)fiiggvényt
V(z,y) = azx® + by?
alakban keressiik, ahol a,b > 0 allandok. Ekkor V'(z,y) = (2ax, 2by).

Feladatok: vizsgaljuk meg a (0,0) egyenstlyi pont stabilitasat az alabbi rendszerekben!

T=y-ad T =-2y+a°
<a>{ / <b>{. !

y= z +y°
Megoldasok.

(a) V'(z,y)- f(z,y) =2ax (y—23) +2by (—x —y3) = 2(a-b)xy -2(az* +by*). A mésodik tag mindig
negativ, az elsében viszont xy barmilyen elGjeli lehet. Ezért gy érdemes valasztani a,b értékét,
hogy az elsé tag kiessen: legyen pl. a =b=1. Az igy kapott V(x,y) = 22 +y? Ljapunov-fiiggvény
esetén tehat

Vi(z,y)- f(z,y)=-2(2*+y*) <0 (Vz,y #0)) = (0,0) aszimptotikusan stabil.

(b) V'(z,y) - f(z,y) = 2az (-2y + 2°) + 2by (z +y®) = (—4a + 2b)zy + 2(azb + by®). Ugy valasztjuk
a,b értékét, hogy —-4a + 20 = 0 legyen: pl. a =1, b = 2. Az igy kapott V(z,y) = 22 + 212
Ljapunov-fiiggvény esetén tehat

Vi(xz,y) - f(x,y)=225+4y5>0 (Vz,y+0)) = (0,0) instabil.

II. Els6rendi linearis PDE-k.
Az egyenlet: f(z,y) Opu+g(z,y)Oyu=0
ahol f, g adott, folytonos. (Tomor irasmod: nem irjuk ki, hogy u = u(x,y).)



Megolddst mddszer: a segédfeladatként felirt

{¢=f®40

y=9(zx,y)

autonom KDE-rendszerhez keressiink V (z,y) els6 integralt! Ekkor a PDE &ltalanos megoldasa:
u(z,y) =2(V(x,y)) (ahol ® € C(R) tetszsleges fliggvény).

Feladatok. Adjuk meg az alabbi PDE-k altalanos megoldasat!
(a) yO,u—zdyu=0.
(b) 2y0,u—e®dyu =0.

(¢) Ou—-20,u=0 (egy térdim. transzportegyenlet).

Megoldasok.
T=y
(a) Korabban lattuk, hogy az { rendszernek V (z,y) = 22 + y? elsd integralja.
j=-x
Igy a PDE altalanos megoldésa: u(x,y) = P(x?+y?) (ahol ® € C1(R) tetszsleges fiiggvény).
T =2y
(b) Az < rendszernél e* & +2yy =0, igy V(z,y) =e* + y? els6 integralja.
§=-e

Igy a PDE altalanos megoldasa:  u(z,y) = ®(e* + 32) (ahol ® e C*(R) tetszéleges fiiggvény).

t=1 _
(c) A { S rendszernél & +2t =0, igy V(x,t) =x +2t els§ integralja.
T=-

Igy a PDE altalanos megoldasa:  u(z,t) = ®(x +2t) (ahol ® € C1(R) tetszéleges fiiggvény).

Hazi feladatok.

1. Vizsgaljuk meg a (0,0) egyensulyi pont stabilitasat!

T =-y+a’
y=z+y’

2. Vizsgéaljuk meg a (0,0) egyensulyi pont stabilitasat!

T=3y—x
y=-2x-y
3. Adjuk meg az altaldnos megoldast: y* Oyu + cosz dyu = 0.
4. Adjuk meg az altalanos megoldast: Oyt — cos 2z Oyu = 0.

5. Adjuk meg az altalanos megoldast: 30u+40,u =0.



A hazi feladatok megoldasa.

1.

Vi(z,y) - f(x,y) = 2az (~y + 23) + 2by (z + y3) = 2(b-a)xy + 2(ax* + by*). Ugy valasztjuk a,b
értékét, hogy b—a =0 legyen, pl. a=b=1. Az igy kapott V' (x,y) = 22 + y? Ljapunov-fiiggvény
esetén tehat

Vi(z,y)- f(z,y)=2(zt+y*) >0 (Va,y+0)) = (0,0) instabil.

V'(z,y)-f(x,y) = 2ax (3y—x)+2by (2x—y) = (6a—4b)zy—2(az?+by?). Ugy valasztjuk a,b értékét,
hogy 6a — 4b = 0 legyen: pl. a =2, b=3. Az igy kapott V' (x,y) = 222 + 3y? Ljapunov-fiiggvény
esetén tehat

Vi(z,y)- f(z,y) =—(422 +6y?) <0 (V,y #0)) = (0,0) aszimptotikusan stabil.

Y =CcoSx

=y
. Az { rendszernél cosx & —yty =0, igy V(x,y) =sinx - %y5 elsd integralja.

Igy a PDE altalanos megoldésa: — u(z,y) = ®(sinx - %y5) (ahol ® € C1(R) tetszsleges).

. Adjuk meg az altaldanos megoldast: Oyt — cos 2z Oyu = 0.
i=1 .
Az { rendszernél cos2r  + ¢ =0, igy V(x,y) = 5sin2x +y elsS integrélja.
1Y = —Ccos2x

Igy a PDE altalanos megoldasa:  u(z,y) = CD(% sin2zx +y) (ahol ® € C'(R) tetsz6leges).

t=3 _
{ - rendszernél 3i — 4t =0, igy V(x,t) = 3z — 4t els6 integralja.
T =

Igy a PDE altalanos megoldasa:  u(w,t) = ®(3z - 4t) (ahol ® € C*(R) tetszéleges).



