Beadandé6 hazi feladatok
4. sorozat (beadasi hataridé 2017.11.20. hétfs 16:00 H607) 8 feladat beadésa kotelezs.

1. Hatarozzuk meg azt a legnagyobb teriileti derékszdgl haromszoget, amelynél az atfogo és az egyik
befogd hosszénak Osszege 5 cm.

2. Modellezze egy t6 partvonalat az x tengely. A fels§ félsikban viz van, ebben 1 m/s maximalis
sebességgel tudunk tszni. Az also félsik szarazfold, ezen 6 m/s maximaélis sebességgel tudunk futni.
Hogyan tudunk a leggyorsabban eljutni a (0, a) koordinatéju pontbdl a (¢, —b) koordinataja pontba
(a,b,c > 0 paraméterek)? (Milyen fizikai torvényt vezettiink le?)

3. R sugara kor alakia asztal kozepe felett milyen magasra kell elhelyezniink a lampat, hogy az asztal
szélén maximalis legyen a megvilagités erGssége? (A megvilagitéas erGssége egyenesen aranyos a beesési
sz0g koszinuszaval, forditottan aranyos a téavolsag négyzetével.) (A beesési szog a beess fénysugar és
az adott pontban a feliiletre merdleges egyenes altal bezart szog.)

4. Adjuk meg a kévetkezo fiiggvények xy = 0 koriili n-edik Taylor-polinomjat:

., In(1+x), sinz, cosz, sha, cha

5. Becsiiljiik meg az alabbi mennyiségeket egy megfelel6 Taylor-polinom segitségével. Ugyeljiink a
maradéktag korrekt kezelésére. (Minden esetben irjuk fel a megfelels Taylor polinomot is, amit a
becsléshez hasznalunk, ne csak a helyettesitési értékét!)

(a) v/26 értékét 1072 pontossaggal;
(b) cos(47°) értékét 10™* pontossaggal;
(c) ch(0,2) értékét 10~° pontossaggal.
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8. Szamoljuk ki az aldbbi Riemann integralokat, mint alkalmas, minden hataron tul finomodé felosztés-
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sorozatokhoz tartozo téglalaposszegek (> f(&k)(xr — xx_1); valamilyen & € [zy_1, zx] valasztassal)
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(b) [ coszdx =? (Utmutatds: El6szor lassuk be, hogy $+cos a+cos 2a+- - - +cos na =
0
Ehhez felhasznéalhatjuk a cosz - siny = %[sin(x +y) — sin(z — y)] azonossagot.

sin(na+oa/2)
2sin /2



9. Elsadason szerepelt, hogy ha az f : [ — R fliggvény konvex, akkor Va,b € I és VO < t < 1 esetén:
flta+ (1 —1t)b) < tf(a)+ (1 —¢)f(b) (a szels a fiiggvénygorbe 616t halad). (Megjegyzés: Ezt a
is konvexitéasrol, ha f(z) az I bizonyos pontjaiban nem differencidlhaté. Konvex pl. az f(z) = |z
fiiggvény is, I = R.)

(a) Igazoljuk a Jensen-egyenldtlenséget: ha f : I — R konvex, akkor tetszéleges n € N-re,
T1,%s,...2, € I pontokra és olyan 0 < t; < 1 szamokra (i = 1,...,n), melyek teljesitik a
ty+ty+ -+ t, =1 feltételt, igaz, hogy:

f(tlfL‘l + tQIQ —+ -+ tnl’n) S tlf(l'l) + tgf(l‘g) + 4 tnf(l‘n).

(b) Lassuk be a szamtani és k-ad rendi kézepek kozti egyenlStlenséget: ha ay, as, . . . a, tetszbleges
pozitiv szamok, és k > 1 rogzitett egész szam, akkor

a1t ay -+ tan _ ;\C/a’f—i-a’;—l—...aﬁ

n n

(Utmutatds: El6z6 részfeladat, és alkalmas f : [0, +00) — R fiiggvények konvexitasa.)
10. Ha f(x) konvex fiiggvény, a Legendre-transzformaltjat a

9(p) = i‘éﬁ{p cx— f(x)}

képlet definialja.

(a) Mutassuk meg, hogy az f(x) = meZ fiiggvény Legendre-transzformaltja g(p) = % (ahol m > 0
valos paraméter)!
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(b) Igazoljuk, hogy az f(z) = & (a > 1) és g(p) = %’8 (B > 1) fiiggvények pontosan akkor egymaés
Legendre-transzformaltjai, ha é + % = 1! (Persze itt altalaban f és ¢ is csak x > 0 — illetve
p > 0 — esetén van értelmezve.)

(c) Az el6z6 részfeladat és a Legendre-transzformélt definicioja alapjan igazoljuk, hogy minden
x >0, p > 0 értékek esetén p -z < %jt%ﬁ, ahol é+% =1lésa>1,0>1 (ez a Holder-
egyenl6tlenség legegyszeriibb esete).

11. Legyen P,(z) egy olyan m-ed fokd polinom, amelynek n kiilonb6z6 valos gyoke van. Mutassuk
meg, hogy ilyenkor a PT(Lk)(m); k =1,...,n — 1 derivaltjainak, amelyek szintén polinomok (mi is a
fokszamuk?), szintén minden gyoke valos és kiilonb6z6. (Utmutatas: hasznéaljuk a Rolle tételt.)

12. (a) Legyen f € C'0,1] (azaz f : [0,1] — R folytonosan differencialhat6). Mutassuk meg, hogy
ekkor van olyan M > 0 szam, hogy

%ij(%) - /Olfm)dx

(b) Jeloljiik az [a,b] itervallum 7 = {(zg,...,2,) |a =29 < 21 < -+» < 1 < x, = b} felosztasai-
nak Osszességét T-vel. Egy f : [a,b] — R korlatos fiiggvény 7 felosztashoz tartozé megvéltozasa

M
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alatt a Var(f,7) = > | f(xx)— f(zk—1)| mennyiséget értjiik, és azt mondjuk, hogy f korldtos vdl-
k=1
tozdsi, ha teljes megvaltozéasa, a Var(f) = sup Var(f, 7) mennyiség véges. Legyen g € C'[a, b),
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mutassuk meg, hogy ekkor g korlatos véltozasu és Var(g) = [ |¢/(z)| dz.
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13. *

(a) Bizonyitsuk be, hogy minden n € N-re vannak olyan a, és b, egész szamok, amelyekre teljesiil,

1
hogy [ z"e"dx = a, - e + by,
0
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(b) Bizonyitsuk be, hogy lim (f x"e” dx) =0.

n—oo 0
(c) Bizonyitsuk be az el6z6 két részfeladat alapjan, hogy e irracionalis.

14. * Tetszbleges a > 1 és b > 1 valos paraméterekre vezessiik be a

1
B(a,b) := /xa_l(l — ) da
0

jelolést. (Késébb latni fogjuk, hogy ez tetszdleges a > 0 és b > 0 esetén is értelmezhetd).

(a) Mutassuk meg, hogy ez a kifejezés szimmetrikus: B(a,b) = B(b, a).

(b) Szamoljuk ki B(a,b) értékét abban a speciélis esetben, amikor a két paraméter koziil az egyik
egy n > 1 egész szam. (Utmutatds: teljes indukceid, és az indukceios 1épéshez parcidlis integralas.)

(c¢) Legyen most mindkét paraméter m > 1 illetve n > 1 egész szam. Mi a kapcsolat B(m,n) és a
binomialis egytitthatok kozott?



