Beadando6 hazi feladatok

2. sorozat (beadasi hatarid6 2016.11.08. kedd 8:15)

Tizennégy feladat beadasa kotelezd, ennyi feladat helyes megoldasa szamit 100%-os teljesitménynek. Tobb
feladat is beadhat6 plusz pontokért.

1. Elsadéson szerepeltek az shax =

et —_e— T

és a chx = €z+67m fliggvények: segitségiikkel definialjunk

shz

tovabbi két hiperbolikus fliggvényt: thx = 5% és cthr = E—;

(a)

(b)

()

Adjuk meg th z és cth z (lehetséges legb6vebb) értelmezési tartomanyéat, értékkészletét; vazoljuk
grafikonjaikat, vizsgaljuk a hatarértékeiket +oo-ben és az értelmezési tartomény egyéb hatar-
pontjaiban.

Mutassuk meg, hogy thx és cthz invertalhatoak, valaszoljunk az (a) feladat kérdéseire az in-
verzeik, arth z és arcth z esetében is.

Mutassuk meg, hogy arthz =1In /{2 és arctha = In y /2.

(Utmutatds: fejezziik ki th z-t és cthz-t €% segitségével.)

2. Emlékeztets az el6adasrol: ha I intervallum, akkor egy f : I — R fiiggvény egyenletesen folytonos,
ha minden ¢ > 0 szamhoz valaszthato egy 6 > 0 szdm, hogy tetsz6leges x1 € [ és x5 € I esetén, ha
|z1 — zo] < 6§, akkor |f(z1) — f(x2)| < . Szerepelt tovabba a Heine tétel, mely szerint amennyiben
f folytonos és az értelmezési tartoméany I = [a, b] korlatos és zart intervallum, akkor f egyenletesen
folytonos.

(a)

Legyen f(x) = P, ahol p > 0 és I = [0,3]. Ekkor f a Heine tétel értelmében egyenletesen
folytonos. Hogyan kell e-hoz 6-t vilasztani?

Legyen f(x) = 2P, ahol p > 0 és I = [0,400). Milyen p-re lesz ekkor f egyenletesen folytonos?

Hatéarozzuk meg az arshx és archx fiiggvények derivaltjait felhasznalva az inverz fiiggvény
derivalasi szabélyat és a ch?z — sh?z = 1 Osszefiiggést.

Igazoljuk, hogy arshz = In(x + Va2 + 1), Vo € R, és archz = In(x + v22 — 1), Vo > 1 esetén.
Ez alapjan is hatarozzuk meg az arsh x és arch x fiiggvények derivaltjait.

Mutassuk meg, hogy az f(z) = x + sinx fiiggvény a teljes R-n szigorian monoton ng, és igy
invertalhat6. Mi lesz az inverzének a derivéltja az 1 + 7 pontban?

Irjuk fel az f(z) = arctg ( ) fiiggvény azon érintGegyenes(ei)nek egyenlete(i)t, amely(ek)
parhuzamos(ak) az y = —3x + 5 egyenessel.

Tekintsiik az In(e” + y?) + sh (z + In(y)) = In(2) implicit alakban adott gorbét! Mutassuk meg,
hogy az (xo,y0) = (0, 1) pont illeszkedik a gérbére! Mi ebben a pontban a gorbét érinté egyenes
egyenlete?

Tekintsiik az £%/°+y*° = 1; x > 0,y > 0 implicit alakban megadott gérbét. Milyen pont(ok)ban
lesz az érintGje parhuzamos az y = —%x egyenessel?
Mutassuk meg, hogy tetszéleges a > 0, b > 0 konstansok esetén az 22 — y* = a és 2y = b

implicit alakban megadott gérbék merdlegesen metszik egymast (azaz a metszéspontban az
érintGegyenesiik egyméasra merdleges).



6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Elsadéason szerepelt az x(t) = R(t—sint); y(t) = R(1 —cost) (t € R) paraméteres alakban megadott
gorbe, a ciklois, amely egy egyenes mentén cstuszasmentesen gordiils R sugaru (kor alaku) kerék
egy adott pontjanak mozgasat irja le. Mutassuk meg, hogy minden ¢ id6pontban a keréknek az
egyenessel éppen érintkez6 pontja rajta fekszik a ciklois ¢ id6ponthoz tartozo normaélis egyenesén (az
érintGegyenesre merdleges egyenesen).

*Tekintsiik az A = (—1,0) és a B = (1,0) koordinataja pontokat, és jelolje a sik egy tetszbleges P
pontjara az AP, illetve BP szakaszok hosszat di, illetve dy. Azok a P pontok, melyekre dy - dy = 1,
egy gorbén fekszenek; ezt a gorbét lemniszkdtdnak hivjak. Mutassuk meg, hogy polarkoordindtakban
a lemniszkata egyenlete r = /2 - cos(2p). (Utmutatds: Egy lehet6ség, hogy O-val jellve az origot,
felirjuk a koszinusz tételt a AOP és BOP haromszogekre. De lehet Descartes koordinatakban is
szamolni, és a végén attérni polarra.) Milyen ¢ értékekre értelmes ez a képlet, és milyen -re lesz
a lemniszkata érintGje vizszintes? (Pontozason kiviil: érdemes vazolni a gorbét, ehhez, akinek van
kedve, hasznalhat valamilyen matematikai szoftvert is.)

(a) Legyen f(z)
(b) Legyen f(z)

értéke?

e % 4+ 1In(1 + 3z) — cos(5x). Szamoljuk ki £ (0)-t minden n € N-re!
(V22 4+ 1) (V22 +4)(V2x+9)--- (V22 +99%), és g = fo fof. Mennyi ¢'(0)

Tekintsiik a Q(z) = ° — 5z + 3 polinomot. Mutassuk meg, hogy Q(x)-nek pontosan harom valés
gyoke van. (Utmutatds: Bolzano és Rolle tételeit lehet jol hasznélni.)

* Legyen f : [0,4+00) — R folytonos fiiggvény, és tegyiik fel, hogy lim f(xz) = 6. Mutassuk meg,
T—>—00

hogy f(z) korlatos és egyenletesen folytonos. (Utmutatds: Weierstrass és Heine tételét érdemes
felhasznalni, persze alkalmas intervallumokra.)

*Legyen [a, b] korlatos zart intervallum, és f : [a,b] — [a, b] folytonos fliggvény (tehat a < f(z) <b
minden x € [a,b] esetén). Bizonyitsuk be, hogy ekkor van (legaldbb egy) olyan ¢ € [a,b], hogy
f(c) = ¢, vagyis f-nek van legalabb egy fixpontja. (Utmutatds: Alkalmazzuk Bolzano tételét a
g(x) = f(x) — x figgvényre.) Mutassunk példat ra, hogy ha f: R — R folytonos, akkor lehet, hogy
egy fixpontja sincs.

: 1 1 _ . In(14z) _ . : 1/2? .
(a) lim (5 — rg) =7 (B) Mm 52 =7 (o) lim (552) =7
Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot (értelmezési tartomany, értékkészlet, limeszek, menettulajdon-
sdgok, szélsGértékek, alaki tulajdonsagok, aszimptotdk) az alabbi fliggvényekre. Allapitsuk meg,
van-e (és ha igen, mennyi) véges abszolut maximumuk, illetve minimumuk.

(a) f(x) = % (b) f(x) =2 — 2arctg(z%) (c) f(x) = sin®x + cosx

Legyen

2?In|z| ,hax #0,
f(x)_{A , ha z = 0.

(a) Az A paraméter milyen értékére lesz f(x) mindenhol folytonos? (b) Ezen érték esetén f(x)
differencialhato-e a 0-ban? (c) Abrazoljuk f(z)-et.

Adott két egymést nem metsz6 gomb, (0 <)r < R sugarakkal, kozéppontjuk tavolsaga legyen a(>
r+ R). A kozéppontjukat 6sszekots szakaszon szeretnénk elhelyezni egy pontszert fényforrast. Hova
helyezziik, ha azt szeretnénk elérni, hogy a lehets legnagyobb feliiletet vilagitsuk meg a két gémbon
egyiittesen?



16. *Eldadéason szerepelt, hogy ha az f : I — R fiiggvény konvex, akkor Va,b € I és VO < t < 1 esetén:
flta+ (1 —1t)b) < tf(a) + (1 —¢)f(b) (a szels a fiiggvénygorbe f6l6tt halad). (Megjegyzés: Ezt a
is konvexitéasrol, ha f(z) az I bizonyos pontjaiban nem differencidlhaté. Konvex pl. az f(z) = |z
fiiggvény is, I = R.)

(a) Igazoljuk a Jensen-egyenldtlenséget: ha f : I — R konvex, akkor tetszéleges n € N-re,
T1,%s,...2, € I pontokra és olyan 0 < t; < 1 szamokra (i = 1,...,n), melyek teljesitik a
ty +ty+ -+ t, =1 feltételt, igaz, hogy:

f(tlfL‘l + tQIQ —+ -+ tnl’n) S tlf(l'l) + tgf(l‘g) + 4 tnf(l‘n).

(b) Lassuk be a szamtani és k-ad rendi kézepek kozti egyenlStlenséget: ha ay, aq, . . . a, tetszdleges
pozitiv szamok, és k > 1 rogzitett egész szam, akkor

a1t ay+ o tan _ ;\C/a’f—i-a’;—l—...aﬁ

n n

(Utmutatds: El6z6 részfeladat, és alkalmas f : [0, +00) — R fiiggvények konvexitasa.)
17. *Ha f(x) konvex fiiggvény, a Legendre-transzforméaltjat a

9(p) = i‘éﬁ{p cx— f(x)}

képlet definialja.

(a) Mutassuk meg, hogy az f(x) = meZ fiiggvény Legendre-transzformaltja g(p) = % (ahol m > 0
valos paraméter)!

(b) Igazoljuk, hogy az f(z) = £ (a > 1) és g(p) = %’8 (B > 1) fiiggvények pontosan akkor egymaés
Legendre-transzformaltjai, ha é + % = 1! (Persze itt altalaban f és ¢ is csak x > 0 — illetve
p > 0 — esetén van értelmezve.)

(c) Az el6z6 részfeladat és a Legendre-transzformélt definicioja alapjan igazoljuk, hogy minden
x >0, p > 0 értékek esetén p -z < %jt%ﬁ, ahol é+% =1lésa>1,0>1 (ez a Holder-
egyenl6tlenség legegyszeriibb esete).
18. Adjuk meg a kovetkezd fv-ek xg = 0 koriili n-edik Taylor polinomjat:
ﬁ, In(1 + z), arctgx, sinx, cosz, shz, chzx
19. Becsiiljiikk meg az alabbi mennyiségeket egy megfelelé Taylor-polinom segitségével. Ugyeljiink a
maradéktag korrekt kezelésére.
(a) v/28 értékét 1073 pontossaggal;
(b) cos(47°) értékét 1071 pontossaggal;
(c) sh(0,2) értékét 10~° pontossiggal.

20. Az y =Inx (x > 0) gorbe melyik pontjaban lesz maximalis illetve minimalis a gorbiilet?



21. Szamoljuk ki az alabbi Riemann integrélokat, mint alkalmas, minden hataron tul finomodoé felosztas-
sorozatokhoz tartozo téglalaposszegek (> f(&)(xr — xx_1); valamilyen & € [zy_1, zx] valasztassal)

k=1
hatarértékét:

1
a) [(*+ax—2)de ="
0

w/2 3 )
(b) of coszdx =? (Utmutatds: Elgszor lassuk be, hogy %+cos a+cos 2a+- - -+cosna = %
Ehhez felhasznalhatjuk a cosz - siny = $[sin(z 4 y) — sin(z — y)] azonossagot.
22. *Legyen 0 < a < b rogzitett: ezeknek a szamoknak az s-ed rendi kozepén a A (a,b) = (a +b5)1/s

mennyiséget értjiik — itt s # 0 valds paraméter.

(a) Mutassuk meg, hogy lim Ag(a,b) = a; lir+n Ag(a,b) = b, valamint, hogy liH(l] Ay(a,b) = Vab
§——00 s—+00 S—

— ezért is hivjak a mértani kozepet nulladrendd kozépnek. (Utmutatds: vizsgaljuk a g(s) =
In(Ag(a,b)) figgvényt, és hasznaljunk L'Hospital szabélyt.)

(b) Mutassuk meg, hogy As(a,b) < Ay(a,b), ha s < t, és egyenlSség csak a = b esetén fordul eld.
(Utmutatds: mutassuk meg, hogy az el6z6 részfeladatban definialt g(s) fiiggvény szig. mon.
n6. Ehhez érdemes g-t derivalni, majd konvexitas szempontjabol megvizsgalni a p(z) = zlnx
fiiggvényt, és hasznalni azt az el6adason bizonyitott tényt, hogy ha p(x) egy szigortan konvex
fiiggvény, akkor minden z; < 5 esetén @(H322) < “’(“)?’(m).)

23. *

(a) Legyen f € C'0,1] (azaz f : [0,1] — R folytonosan differencialhat6). Mutassuk meg, hogy
ekkor van olyan M > 0 szam, hogy

gkgf(g) - /Olf@:)da:

(b) Jeloljiik az [a, b] itervallum 7 = {(zg,...,2,) |a =20 < 21 < -+ < xpy < x, = b} felosztésai-
nak Osszességét T-vel. Egy f : [a,b] — R korlatos fiiggvény 7 felosztashoz tartozé megvéltozasa

S_

alatt a Var(f,7) = > | f(xx)— f(zx_1)| mennyiséget értjiik, és azt mondjuk, hogy f korldtos vdl-
k=1

tozdsi, ha teljes megvaltozésa, a Var(f) = sup Var(f, 7) mennyiség véges. Legyen g € C'[a, D],
TET
b
mutassuk meg, hogy ekkor g korlatos valtozéasu és Var(g) = [ |¢'(x)| d.

24. Keressiik meg az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat (primitiv fiiggvényeiket):

=1

T sin(20) - . sh(—=3z)-ch(5z).
m 3 sin(2x) - cos(7x); sh (—3z) - ch (5z)



