Beadandé6 hazi feladatok

3. sorozat (beadasi hatarid6 2016.11.23. 8:15 T61/62)
Nyolc feladat beadasa kotelezd.
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(a) Bizonyitsuk be, hogy minden n € N-re vannak olyan a,, és b, egész szamok, amelyekre teljesiil,
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hogy [ a"e” dx = a, - e + by,
0

1
(b) Bizonyitsuk be, hogy lim <f e’ d:p) =0.
n—oo 0
(c) Bizonyitsuk be az el6z6 két részfeladat alapjan, hogy e irracionalis.

4. * Tetsz6leges a > 1 és b > 1 valos paraméterekre vezessiik be a

1
B(a,b) := /w“l(l — ) da
0

jelolest. (Késébb latni fogjuk, hogy ez tetszdleges a > 0 és b > 0 esetén is értelmezhetd).

(a) Mutassuk meg, hogy ez a kifejezés szimmetrikus: B(a,b) = B(b, a).
(b) Szamoljuk ki B(a,b) értékét abban a specidlis esetben, amikor a két paraméter koziil az egyik
egy n > 1 egész szam. (Utmutatds: teljes indukceid, és az indukcios 1épéshez parcidlis integralas.)

(c) Legyen most mindkét paraméter m > 1 illetve n > 1 egész szam. Mi a kapcsolat B(m,n) és a
binomialis egyiitthatok kozott?
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6. Szamoljuk ki a megadott két gorbe altal hatarolt korlatos tartomény teriiletét:

*x

()

(a) y = 22% + 9z + 3 illetve y = 3% + 2z + 13; (b) y = eV7 illetve y = e,

Tekintsiik a sik egy olyan D korlatos tartomanyat, melyet egy v(t) = (x(t),y(t)); a <t < b
paraméteres alakban megadott, (szakaszonként) folytonosan differencialhatd, zart gérbe — azaz
(z(a),y(a)) = (z(b),y(b)) — hatarol. Tegyiik fel tovabba, hogy D belsejében van (legalabb) egy
P pont, melyre teljesiil, hogy a P-bdl kiindul6 félegyenesek mindegyike egy és csak egy pontban
metszi a y(t) gorbét. Mutassuk meg, hogy ekkor a D tartomény teriilete kiszamolhato a

képlettel. (Utmutatds: Tegyiik fel elészor, hogy P az origé, és bontsuk fel D-t kis haromszo-
gekre; ezek teriiletét kiszamolhatjuk, mint két szomszédos oldalukat kijelols vektor vektoridlis
szorzatanak abszolut értékét. Ezek utan mutassuk meg, hogy az origéd eltolasa nem valtoztatja
meg az integral értékét.)

Paraméterezziik az (x;—f)z + (y;—gv)z = 1 ellipszist, majd szamoljuk ki a fenti képlettel belsejének
a teriiletét.

Elgadason szerepel(ni fog) az r(p), (0 <)¢o1 < ¢ < o< 2m) polarkoordinatas gorbe altal

)
meghatarozott szektorszerd idom fogalma és teriiletképlete (t = % [ r2(p) dp). Vezessiik le ezt
®1

a formulat az (a) feladat képletébol.

8. Hatarozzuk meg az alabbi gorbeszakaszok ivhosszat:

(2)
(b)

flz)=¢€" In2<x<In3,

f(z) = arcsin(e®), In(v/2/2) < z < In(v/3/2).

9. Vezessiik le az ivhossz altalanos képletébdl, hogy egy r(¢), a < ¢ < f polarkoordinatas gorbe

10.

B
ivhosszat az [ \/(r(¢))?+ (r"(¢))?dyp képlettel lehet meghatarozni, ahol ' a ¢ szerinti derivalast

jeloli. Ezek alapjan szamoljuk ki az r(p) =1 —cosp, —m < ¢ < m gorbe ivhosszat.

()

Legyen 0 < a < bés f : [a,b] = R nemnegativ folytonos fiiggvény. Mutassuk meg, hogy ha az f
grafikonja, valamint az © = a, x = b egyenesek és az z tengely &ltal hatarolt korlatos tartomanyt

b
az y tengely koriil megforgatjuk, akkor a keletkezs forgastest térfogatat a V = 27 [z f(z) dx
képlettel lehet szamolni; az f grafikonjanak y tengely koriili megforgatasaval kap%tt feliilet
b
felszinét pedig az A = 27 [z\/1 + f'(x)? dx képlettel. Szamoljuk ki:

Az f(z) = 22%2, 0 < o < 1 gorbeszakasz y tengely koriili megforgatasaval kapott feliilet
felszinét;

Az f(z) = sin(z?), 0 < x < /7 gorbe és az = tengely kozti korlatos tartomany y tengely koriili
megforgatasaval kapott forgastest térfogatat.



11.

(2)

Bizonyitsuk be a Pappos-Guldin szabdlyt: (amit mar Pappos 4.s7-i gorog matematikus is ismert!)
(1) Ha egy T korlatos sikbeli tartomanyt megforgatunk egy vele egysiku és 6t nem metsz6 tengely
koriil, akkor a keletkezG forgéastest térfogatat megkaphatjuk gy, hogy a tartomany teriiletét
megszorozzuk a tartomany sulypontja altal leirt kor keriiletével.

(2) Ha egy T sikbeli egyszert ivet megforgatunk egy vele egysiki és 6t nem metsz6 tengely koriil,
akkor a keletkezé forgastest felszinét megkaphatjuk tgy, hogy az iv hosszat megszorozzuk az iv
silypontja altal leirt kor keriiletével.

(Utmutatds: (1) esetén az egyszertiség kedveéért tegyiik fel, hogy a tengelyhez képesti tin. nor-
maltartoméanyrol van szo, vagyis adottak f,g : [a,0] — R; f(z) < g(z) fiiggvények, hogy
T ={(r,y) e R?|a < x <b; f(x) <y < g(x)}, tengelyként valaszthatjuk az z tengelyt vagy
az y tengelyt.)

Hatarozzuk meg integrdldssal és integrdlds nélkil is egy félkor alakt, homogén tomegeloszlasi
lemez stlypontjat.

Ellendrizziik az (1) szabélyt tgy, hogy kiszamoljuk a szereplé mennyiségeket akkor, ha meg-
forgatjuk az y = sinx gorbe 0 < x < 7/2 szakasza, az © = 7/2 egyenes és az z tengely altal
koriilhatarolt korlatos tartoméanyt az y tengely (1) koriil.

Hatarozzuk meg annak a torusznak a felszinét és térfogatat, amelyet gy kapunk, hogy egy
r > 0 sugara kort megforgatunk egy vele egysiki, a kor kézéppontjatol R > r tavolsagra levd
tengely koriil.

12. Keressiik meg az & = v4x — 2?2 differencialegyenletnek az z(0) = 1, 2(0) = 3, valamint az x(0) = 4

kezdeti feltételekhez tartozé megoldéasait. Mi torténik, ha x(0) = 07 Meg tudjuk-e allapitani, honnan
indultunk (z(0) =7), ha 2(20) =47

13. Keressiik meg az alabbi differencidlegyenletek altaldnos megoldasat:

(2)
(b)

Yy cosx —ysinz = 1;

T = x% (Utmutatds: Ahogy az el6adason szerepelt, ennél a hianyos mésodrendd egyenletnél

el6szor érdemes a v(x) fiiggvényre atirni a differencidlegyenletet, azt megoldani, majd ez alap-
jan meghatarozni x(t)-t. Az egyenlet egy (egységnyi tomegii) pontrészecske mozgasat irja le
egydimenzioban, egy konzervativ erGtérben. Gondoljuk meg, mi a potencial, és hol jelentkezik
a megoldasban a teljes energia.)



