Beadando6 hazi feladatok

3. sorozat (beadasi hataridé 2019. 11. 22. péntek 08:15 MGFEA, 6 feladat beadéasa kotelezs.

1.

N

*®

©

Derivaljuk a kovetkezé fiiggvényeket: m, eVriteostat (131:)2—:;1)5, ¥z, log, 3, 27 In ln3(
2

e“* -sin 3x - cos 4z,

V)

(a) Irjuk fel f(x) = (arctg (Qx))cos(”)—i-%—i-logm(xz) érintGegyenesének egyenletét az zg = 3

pontban!

(b) Pistike ceruzajanak hegye a (4, 0) pontban van, és innen érintSegyenest szeretne huzni az f(z) =
x? /3 fiiggvényhez. Hany fokos szogben kell elinditania a ceruzajat?

(c) Hatarozzuk meg f(x) = tgx fiiggvény grafikonjanak azon pontjait, ahol a gérbéhez htizott érinté
parhuzamos a 2x + 3 egyenessel. Egy ilyen pontban irjuk is fel az érintGegyenes egyenletét!

(a) Mutassuk meg, hogy az

e” +shax ha = < 0,
fla) =
1+In(z+1) hax>0.

fiiggvény mindenhol differencidlhato, és adjuk meg a derivaltfiiggvényt!

(b) f(z) = y/2?(x — 1)? hol differencialhato? Ott f'(x) =?

Legyen
w ha z < 0,
f(z) = { Aarccosz — arctgv/3  ha z =0,
Barshz 4+ C ha z > 0.

Hogyan vélasszuk meg az A, B, C paraméterek értékét, hogy az f(x) fiiggvény minden = € R pontban
differencialhato legyen?

. Tekintsiik az In(e” + y?) + sh (z +In(y)) = In(2) implicit alakban adott gorbét! Mutassuk meg, hogy

az (xg,y0) = (0, 1) pont illeszkedik a gorbére! Mi ebben a pontban a gérbét érinté egyenes egyenlete?

. Tekintsiik az z¥ = y* implicit alakban megadott gérbét. Mutassuk meg, hogy az (zo,yo) = (2,4)

pont rajta van ezen a gorbén. Mi ebben a pontban a gorbét érinté egyenes egyenlete? Adjuk meg a
gorbe vizszintes és fiiggSleges érintGinek egyenletét!

Szamitsuk ki az x? — xy +y* = 3 egyenlet altal meghatarozott implicit fiiggvények, y(x) és x(y), elss
és masodik derivaltjait. (Az egyenletet derivaljuk kétszer.)

(a) Legyen f(z) = e 2 4+ 1In((1 + 3x)?) — cos(—4x). Szamoljuk ki £ (0)-t minden n € N-re!

(b) Mutassuk meg, hogy az f(z) = = + cosz fiiggvény a teljes R-en szigortian monoton nég, és igy
invertalhato. Mi lesz az inverzének a derivéltja a § pontban?

(a) Az (1,2) pont kell6en kicsi kérnyezetében konvex vagy konkdv az x? — zy + y?> = 3 egyenlet

altal meghatarozott implicit fliggvény? (Az egyenletet derivaljuk kétszer, és igy hatarozzuk meg
y"(1) értékét.)
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(b) Adjuk meg az x = 3 + t,y = 1> — t paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe t; = 1
paraméterhez tartozé pontjaban az érintSegyenes egyenletét (Descartes koordinatédkban)! Mely
pont(ok)ban parhuzamos az érintSegyenes a 22x — 26y = 5 egyenessel?

(c) (*) (+2p) Adjuk meg az x = t3+t,y = t3 —t paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe tg = 1
paraméterhez tartozo pontjaban a gorbe altal meghatarozott fiiggvény méasodik derivaltjat és a
gorbe gorbiiletét. E pont kozelében konvex vagy konkav a gorbe altal meghatarozott fiiggvény?

(a) Adjuk meg az r = 2 cos ¢ polarkoordinatéasan adott gorbe egyenletét Descartes-koordinatakban,
és allapitsuk meg, hogy milyen gérbérsl van szo.

(b) Keressiik meg az r = e¥ polarkoordinatasan adott gorbe vizszintes és fiiggleges érint6jd helyeit,
és egy-egy ilyen pontban irjuk is fel az érintGegyenes egyenletét (Descartes koordinatédkban)!
Adjuk meg a ¢y = § paraméterhez tartozé pontban is az érintGegyenes egyenletét!
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Hasznaljuk a ’'Hospital szabélyt, ahol lehet!

(8p) Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot (értelmezési tartomany, értékkészlet, limeszek, menettu-
lajdonsagok, szélssértékek, alaki tulajdonsagok, aszimptoték) az alabbi fiiggvényekre. Allapitsuk
meg, van-e (és ha igen, mennyi) véges abszolit maximumuk, illetve minimumuk.

(a) f(z) = T (b) f(z) =a — 2arctg(x%), (c) f(x) =sin’x — cos

Hatarozzuk meg azt a legnagyobb teriilet derékszogii haromszoget, amelynél az atfogd és az egyik
befogd hosszénak Osszege 5 cm!

Modellezze egy t6 partvonalat az x tengely. A felsg félsikban viz van, ebben 3 km/h maximaélis
sebességgel tudunk tszni. Az alsé félsik szarazfold, ezen 10 km/h maximalis sebességgel tudunk
futni. Hogyan tudunk a leggyorsabban eljutni a (0,a) koordinataju pontbdl a (¢, —b) koordinataju
pontba (a, b, ¢ > 0 paraméterek)? (Milyen fizikai torvényt vezettiink le?)

Hatarozzuk meg az R > 0 sugart gombbe irhaté maximalis térfogati kup térfogatat!
Mutassuk meg, hogy az
2 o 1
x®sin-  hax # 0,
flz) = v
0 haz =0

fliggvény minden = € R esetén differencialhato (szamoljuk ki a derivaltjat), de a derivaltfiiggvénye
nem folytonos a 0-ban.

(a) Tekintsiik a Q(z) = 2° — 102 + 50z + 20 polinomot. Mutassuk meg, hogy Q(x)-nek pontosan
egy valos gyoke van.



(b) Legyen P,(z) egy olyan n-ed foku polinom, amelynek n kiilonb6zd valos gyoke van. Mutassuk
meg, hogy ilyenkor a P,(Lk)(:c); k=1,...,n—1 derivaltjainak, amelyek szintén polinomok (mi is
a fokszamuk?), szintén minden gyoke valos és kiilonboz6.

(Utmutatds: Bolzano és Rolle tételeit lehet jol hasznalni.)

18. Elgadason szerepelt az x(t) = R(t —sint); y(t) = R(1 —cost) (t € R) paraméteres alakban megadott
gorbe, a ciklois, amely egy egyenes mentén cstuszasmentesen gordiils R sugaru (kor alaku) kerék
egy adott pontjanak mozgasat irja le. Mutassuk meg, hogy minden ¢ id6pontban a keréknek az
egyenessel éppen érintkez6 pontja rajta fekszik a ciklois ¢ id6ponthoz tartozo normaélis egyenesén (az
érintSegyenesre merdleges egyenesen).

19. (*) Tekintsiik az A = (—1,0) és a B = (1,0) koordinataju pontokat, és jelolje a sik egy tetszdleges P
pontjara az AP, illetve BP szakaszok hosszat di, illetve dy. Azok a P pontok, melyekre dy - dy = 1,
egy gorbén fekszenek; ezt a gorbét lemniszkdtdnak hivjak. Mutassuk meg, hogy polarkoordindtakban
a lemniszkata egyenlete r = /2 - cos(2p). (Utmutatds: Egy lehet6ség, hogy O-val jellve az origot,
felirjuk a koszinusz tételt a AOP és BOP haromszogekre. De lehet Descartes koordinatakban is
szamolni, és a végén attérni polarra.) Milyen ¢ értékekre értelmes ez a képlet, és milyen @-re lesz
a lemniszkata érintGje vizszintes? (Pontozason kivill: érdemes vazolni a gorbét, ehhez, akinek van
kedve, hasznalhat valamilyen matematikai szoftvert is.)

20. Az (%, 0) kézépponta % sugari kor kertiletén cstuszasmentes végiggorgetiink egy % sugaru kort. Fessiik
pirosra ez utobbi kornek azt a pontjat, amely gordiilés kozben a (0,0) pontban érinti az els§ kort.
Adjuk meg e piros pont palyajanak polarkoordinatas egyenletét! Amit kaptunk, ismerds valahonnan?

21. (*) Elsadéason belattuk, hogy ha f az x¢-ban kétszer differencialhato, f'(xg) = 0, és f"(xg) > 0,
akkor f-nek xp-ban lokalis minimuma van.

(a) Igazolja, hogy ha f*)(zy) =0, k = 1,...,2n — 1, és f®™(x) > 0, akkor f-nek zo-ban lokalis
minimuma van.

(b) Igazolja, hogy ha f*)(x0) =0, k =1,...,2n, és f@"F(zy) # 0, akkor f-nek zo-ban nincs lokalis
szélsGértéke.

22. (a) Igazolja, hogy ha f"(xq) =0, és f"(xg) # 0, akkor f-nek zy-ban inflexiés pontja van.
(b) (*) Igazolja, hogy ha f®)(x0) =0, k =2,...,2n, és f@+)(x4) # 0, akkor f-nek zo-ban inflexits
pontja van.

(c) (*) Igazolja, hogy ha f®)(zy) =0, k =2,...,2n — 1, és @ (z4) # 0, akkor f-nek zo-ban nincs
inflexios pontja.

23. (*) El6adason szerepelt korabban, hogy az f : I — R fliggvény akkor és csak akkor konvex, ha
Va,b e I és V0 <t <1esetén: f(ta+ (1 —1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b) (ez ugyanis azt fejezi ki, hogy
minden szeld/hur a fiiggvénygorbe f6l6tt halad).

(a) Igazoljuk a Jensen-egyenldtlenséget: ha f : I — R konvex, akkor tetszéleges n € N-re,
T1,%s,...2, € I pontokra és olyan 0 < t; < 1 szamokra (i = 1,...,n), melyek teljesitik a

t1 +to+ -+ +t, =1 feltételt, igaz, hogy:

fltizy +toxo + - -+ taxy,) < tif(xr) + taf(x2) + -+t f(2n).



b) Léassuk be a szamtani és k-ad rendd kézepek kozti e yenl()’tlensé et: ha a1, ag,...0ay tetszdleges
pOZitiV szémok, ésk>1 I‘OgZitQtt egész széun, akkor

@ tag+-tan ;\ﬁ/a’f+a’§+...aﬁ

n n

(Utmutatds: E16z6 részfeladat, és alkalmas f : [0, +00) — R fiiggvények konvexitasa.)

24. Tegyiik fel, hogy f : I — R diffhat6. (I C R intervallum.) Igazoljuk, hogy f konvex, akkor és csak
akkor, ha f grafikonja az érintGegyenesei felett fekszik.



