6. feladatsor
Folytonos ideji Markov-lancok

1. Egy diszkrét idejii Markov-lanc atmenet-matrixa a kévetkezd:

0 1/2 1/6 1/3
12 0 1/2 0
1/4 1/4 0 1/2
1/4 1/4 1/2 0

Folytonos ideji Markov-lancot készitiink beldle tgy, hogy az egyes allapotokban eltoltott
id6 exponencialis rendre 1, 2, 1, 4 paraméterrel.

(a) Irjuk fel a generstort.

(b) Szédmitsuk ki a staciondrius eloszlast. Mi a kapcsolat a stacionérius eloszlas és az
eredeti diszkrét Markov-lanc stacionarius eloszlasa kozott?

(¢) A Markov-lanc a 0 idépontban az 1-es dllapotban tartézkodik. Adjunk becslést arra,
hogy mekkora a valdsziniiséggel tartozkodik a 2-es allapotban a ¢ = 100 illetve a
t = 0.1 idépontokban.

(d) A Markov-ldnc a 0 idépontban az 1-es allapotban tartézkodik. Adjunk becslést arra,
hogy mekkora a valésziniiséggel tartézkodik végig a 2-es allapotban a t = [100, 101]
id6intervallumban.

(e) Az els§ allapotbdl indulva mennyi a 4. allapot eléréséig sziikséges idé varhaté értéke?

2. Egy gép Exp(0,1) ideig miikodik (éraban mérve), majd elromlik. Ha elromlott, azonnal
elkezdik javitani; a javitds Exp(0,5) ideig tart (éraban), és fliggetlen a miikodési idszak
hosszatol.

(a) Modellezziik a folyamatot folytonos idejii Markov-lanccal! Mik az allapotok? frjuk
fel az infinitezimélis generatort.

(b) Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast. Hosszu idé alatt a teljes id6 mekkora része telik
javitassal?

(¢) Amig a gép miikodik, 6rdnként 6000 forint bevételt termel. A szereld 6radija 3000
forint. Mekkora ,,nett6” bevételt termel éranként a gép hosszi tdvon?

(d) Adjuk meg a bedgyazott diszkrét idejii Markov-lanc dtmenetmétrixdt. (Ebben az
esetben nem tul izgalmas.)

3. Egy forgalmas helyen 1év6 pénzvaltéba atlagosan 5 percenként érkezik egy iigyfél. Egy
igytél kiszolgdlasa atlagosan 2 percig tart. Az éppen kiszolgalds alatt 4ll6 iigyfélen kiviil
még legfeljebb ketten tartézkodhatnak a helyiségben; ha olyankor érkezne tigyfél, amikor
a helyiség tele van, akkor azonnal tovibbmegy (mondjuk egy masik pénzvaltéhoz).

(a) Modellezziik a folyamatot folytonos idejii Markov-lanccal! Mik az allapotok? Irjuk
fel a generatort.

(b) Szémitsuk ki a staciondrius eloszlast.
(c) Hosszu tavon az id6 mekkora részében van tele a helyiség?

(d) Adjuk meg a bedgyazott diszkrét idejii Markov-lanc dtmenetmatrixat.

4. Egy autészerel6 miihelyében az autdk szdama 0 és 5 kozott valtozhat. A javitandd autdk
Poisson folyamat szerint érkeznek, dtlagosan 3 dranként, és ha van hely, beallnak (ha
nincs, elkullognak). A szerel$, ha van bent legaldbb egy autd, akkor éjjel-nappal dolgozik,
és a soron kovetkezd auté javitdsival (az elézményektél fiiggetlen) exponencidlis eloszlasu
véletlen id6 alatt végez, melynek vérhat6 értéke 2 éra. Legyen X (t) a miihelyben 16v6
autok szama a t idépillanatban, ¢t > 0.



(a) Modellezziik a rendszert folytonos idejii Markov ldnccal. Irjuk fel X (t) generatorat.

(b) Hatérozzuk meg (X (¢),t > 0) stacionarius eloszldsat. (Szabad észrevenni, hogy X
véges allapotterii sziiletési-haldlozasi folyamat.)

(c) Kezdetben a miihely tires. Kozelitéleg mennyi a valészinlisége annak, hogy pont egy
hoénap elteltével éppen tele van?

(d) Hosszu tavon az id6 hény szdzalékédban lesz a miihely tele?

(e) Hosszi tdvon mennyi lesz a miihelyben 1évé auték szaméanak idéatlaga?

. Egy bankfickban két ablaknal szolgdljdk ki az tligyfeleket. Az ligyféltérben egyszerre leg-
feljebb 5 iigyfél tartézkodhat (beleértve az éppen kiszolgdlds alatt lévéket is). Amikor
az lUgyféltér tele van, a biztonsdgi 6r automatikusan elkiildi a tovabbi iigyfeleket. A
bankfiékba atlagosan 5 percenként érkezik egy tigyfél. Egy tigyfél kiszolgdlasa dtlagosan 8
percet vesz igénybe. Ha egy tigyfelet kiszolgalnak, a sorban kévetkez6 azonnal bedll a fel-
szabadulé ablakhoz. Ha mindkét ablak szabad, amikor egy tigyfél érkezik, akkor taldlomra
all be valamelyikhez.

(a) Modellezziik a rendszert folytonos idejii Markov lanccal. Irjuk fel X (t) generatorat.

(b) Hatérozzuk meg (X (t),t > 0) staciondrius eloszlasat.

)
)
(c) Mekkora a valdszintisége, hogy egy véletlen idépontban a fikban 3 ligyfél tartézkodik?
(d)
)
)

d) Hosszu tavon atlagosan hany tigyfél tartézkodik a fiokban egyszerre?

e) Az tigyfelek mekkora részét kiildik el amiatt, hogy az ligyféltér tele van?

(
(f
. Egy tdvkozlési kabelen harom fliggetlen adatfolyam megy. Az adatfolyamok egyformaék;
egy adatfolyamnak két dllapota van: ON &llapotban 1 Mb/s a sebessége, OFF éllapotban 0
Mb/s. ON allapotbdl A rataval 1ép at OFF &llapotba és OFF allapotbdl p ratéval 1ép 4t ON
allapotba. Az adatfolyamok egymadstdl fiiggetlenek. Jelolje X; azt, hogy a t idépontban
mennyi a harom adatfolyam egyiittes sebessége. Gondoljuk meg, hogy Xi-re teljesiil a
Markov-tulajdonsag, majd irjuk fel a generatorat.

Az id6 mekkora részét tolti tétleniil az elsd ablaknal dolgozo tigyintéz6?

. Tivadar szabaduiszé programozé. Kétféle munkat vallal, melyek hossza véletlenszeriien
valtozik. Az A tipusi munka atlagosan 1 hénapig tart, a B tipusd munka &dtlagosan 2
hénapig tart. Amikor Tivadar egy munkéja véget ér, akkor atlagosan 2/3 hénap telik el,
mig érkezik megrendelés A tipust munkara, illetve atlagosan 1 hénap telik el, amig érkezik
megrendelés B tipustra. Azt vallalja el, amelyik el6bb jon.

(a) Modellezziik a folyamatot folytonos idejii Markov-ldnccal! Mik az allapotok? frjuk
fel a generatort.

(b) Szémitsuk ki a staciondrius eloszldst. Hosszu tdvon az id6 mekkora részét tolti Tivadar
A tipust munkéaval?

(c) Tivadar napidija (ezer forintban) A tipusi munka esetén 40, B tipusi munka esetén
50. Szamitsuk ki, atlagosan mennyi a napi keresete hosszu tavon.

(d) Irjuk fel a bedgyazott Markov-lanc dtmenet-métrixés.

(e) Hosszt tavon az elvéllalt munkak hényadrésze A tipusi?



