Matematika EP2
Feliiletek, 12. hét feladatsora
2014/15. tavaszi félév

1. Elméleti 6sszefoglalo

Fogalmak

A feliileteket két skaldrparamétert6l fiiggd térbeli vektorral irjuk le. Szokdsos médon régzitjuk tehat az origdbdl kiin-
dulé i, j, k paronként merGleges egységvektorokat. Ekkor egy az orig6bol kiinduld térveli vektort a kdvetkez&képpen
adhatunk meg:

r(u,v) = z(u,v)i + y(u,v)j + 2(u, v)k,
vagy
ﬂ(uv U) = [z(u, U), y(uv U)a Z(uv U)] .

A kovetkezSkben - a gorbékhez hasonldan- feltessziik, hogy az x(u,v), y(u,v) és z(u,v) kétvéltozoés fiiggvények
mindenféle j6 tulajdonsaggal rendelkeznek, példaul elég sokszor differencidlhatéak.
Ha a v paramétert rogzitjikk (v = vg) és csak az u paramétert valtoztatjuk, akkor az

ﬂ(uy UO) = [JT(U, vO)a y(ua UO)? Z(ua UO)]

fuggvény egy feliileti gorbét ir le. Kiilonboz6 rogzitett v értékek esetén egy feliileti gorbesereget kapunk. Hasonléan az
u paraméter rogzitett értékeihez egy masik gorbesereg tartozik. Ugy is elképzelhetjiik a feliilet ilyen tipust megadasit,
mintha a felilleten fut6 gorbék hilézataval jellemeznénk a feliiletet.

Feliileti normalis, érintGsik

Az r(u,v9) = [x(u,vp),y(u,vo), 2(u,vy)] gorbe tetszbleges u paraméterli pontjdban az érintGvektor az u szerinti
derivalt, azaz

[u(u, UO) = [xu (uv ’Uo), Yu (u7 UO)’ Zu(uv UO)] .

Ez a vektor érint§ a feliilethez is. Hasonl6an az r(ug, v) = [z(uo, v), y(uo, v), z(ug, v)] gorbe tetszleges v paramétert
pontjaban az érintévektor a v szerinti derivalt, azaz

KU(UQ, U) = [JTU (UO’ U)v Yo (Uo, U)v Z’U(u07 U)] .

Ez a vektor szintén érintd a feliilethez is.
A feliileti normdlis mindkét érintdvektorra merSleges, tehét elédllithaté a kovetkez6 alakban:

n=r,(u,v) xr,(u,v).

Amennyiben bevezetjiik a Gauss-féle elsérendii fomennyiségeket



E=(,)? F=r,r, G=(),

v

akkor a feliileti normadlis hossza a kovetkezd képlettel szamolhato:
I, (u,0) % 1, (u,v)| = VEG — F2.
Az n feliileti normalis segitségével felirhatjuk a feliilet tetszéleges ug, vo paraméterti pontjdban az érintdsik egyenletét:
ni(z — xo) + n2(y — yo) + n3(z — 20) = 0,
ahol n = (n1,n2,n3) és r(uo, vo) = (%o, Yo, 20)-

Feliileti gorbék ivhossza

Az u = u(t), v = v(t) paraméterezéssel és a t; < t < to feltétellel kijelolhetiink a felilleten egy r (u(t),v(t))
gorbedarabot. Ezen gorbe megadott darabjanak ivhossza az

s(t) = [ /(e 0+ r,0)%dt

formuldval szdmolhatd, ahol pont jelzi a ¢ valtozd szerinti derivalast és alsé index az w vagy v valtoz6 szerinit parcidlis
derivalast.
A Gauss-féle elsérendii fomennyiségek hasznalatdval az ivhosszt a kovetkezd formuldval is szamolhatjuk:

s(t) = [” VEU? + 2Fu0 + Go*dt

Feliiletdarab felszine

Ha az u, v paramétersikon kijeliilonk egy 71" tartoményt, akkor ez meghatdrozza az r(u, v) felilet egy darabjat. Ezen
feliiletdarab felszine az alabbi kettGsintegrallal szamolhato ki:

]-"z//T|zu(u,v)xtv(u,v)|dudv://deudv.

Feliileti pontok osztalyozasa

Képzeljiik el, hogy a feliilet valamely pontjdban az érintdsikot egy picit elmozditjuk 6nmagaval parhuzamosan dgy,
hogy belemetszen a feliiletbe. a kapott metszetgdrbének vegyiik a masodrendi kozelitését. A masodrendi gorbe lehet
ellipszis, hiperbola vagy parabola. Ennek megfelel6en a feliileti pont lehet elliptikus, hiperbolikus vagy parabolikus.
A feliileti pont jellegének kiszamitdsa a kovetkez&képpen torténik. El6szor is bevezetjik a Gauss-féle mdsodrendit
[fOmennyiségeket:

L=r,-n’ M=r,-n° N=r,-n,
ahol n? jelsli az egységnyi hosszi feliileti normalist. Ekkor
1. ha LN — M? > 0, akkor a feliileti pont elliptikus,
2. ha LN — M? < 0, akkor a feliileti pont hiperbolikus,
3. ha LN — M? = 0, akkor a feliileti pont parabolikus.
Megjegyzés: Ha a feliilet z = f(x,y), (x,y) € T alakban adott, akkor az LN — M? kifejezés elGjele megegyezik az
e (@) - foy(@y) = (f,(2,9))?

kifejezés elgjelével.



Feladatok

. Irja fel annak a hengernek a paraméteres egyenletrendszerét, amelynek vezérgorbéje az adott p(u) gorbe és al-

kot6janak irdnya az a vektor! (Segitség: A henger altaldnos egyenlete: r(u,v) = p(u) + va.)

(@) p(u) = 2cosuj + 3sinuk, a=1i
() p(u) = 3chui +shuk, a=j

(©) p(u) = (2sinu + 3tg u)i +2cosuj, a=—i+j+4k

. Irja fel annak a kipnak a paraméteres egyenletrendszerét, amelynek vezérgorbéje az adott p(u) gorbe és cstics-

pontja az a helyvektor végpontja! (Segitség: A kip dltaldnos egyenlete: r(u,v) = p(u) + v (g — B(“)) =
(1 —v)p(u) + va.)

(@) p(u) = shui +chuj, a=>5k

. Irja fel annak a forgasfeliiletnek a paraméteres egyenletrendszerét, amelynek merididngorbéje az adott p(u)

gorbe és forgastengelye az adott koordinitatengely!
(@) p(u) = (3 +2cosu)i+ (4 + 2sinu)j, y-tengely
(b) p(u) = uj + (u® + 1)k, z-tengely

(¢) p(u) = uj + (u* + 5)k,  y-tengely

. Irja fel az alabbi feliiletek adott pontbeli érintSsikjanak egyenletét! (Megjegyzés: ha a feliilet z = f (z,y) alak-

ban adott, akkor a feliilet vektoregyenletes felirdsa: r(u,v) = (u, v, f(u,v)).)
@) r(u,v) = (u* = 20%)i + w?j + (v —uw)k, u=1v=-2
(b) r(u,v) = ucosvi + usin vj + vk, tetsz8leges pontban

(¢) r(u,v) = 3sinucosvi + 3sinusinvj +3cosuk, u=73, v=

s jus
2 3

D r(u,v) =ui+vj+ W +0*)k u=1v=2

(e) r(u,v) = (3 +2cosu)cosvi+ (3+2cosu)sinvj +2sinuk, u=7%, v=—

NIE]

) 2%y + 22 =12, P(1,2,2)
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Szamolja ki az aldbbi feliiletek felszinét a megadott tartomanyon!

(a) R sugartd gomb: r(u,v) = Rcosucosvi+ Rcosusinvj + Rsinuk, u € [-5,%], ve[0,2n]
(b) Térusz: r(u,v) = (3 4 2cosu) cosvi + (3 4+ 2cosu) sinvj + 2sinuk, u € [0,27], v € [0, 27]
(c) 90° nyildsszogt kidp egy része: r(u, v) = ucosvi + usin vj + uk, 0<u<b) 0<v<2r

) r(u,v) = 3ucosv1+3usinvi+v@, 0<u<b 0<v<27

(@) r(u,v) = ui+vj+ (u* +v?)k, ha (u,v) az origé koriili 2 sugard kort futja végig

() r(u,v) = chucosvi +uj +chusinvk, 0<u<3, 0<v <27

(g) Csavarfeliilet: 7(u,v) = ucosvi +usinvj +vk, 0<u<2 0<v<27m

(h) r(u,v) = (cosu —vsinu)i + (sinu+vcosu)j + (u+v)k, 0<u<m 0<ov<1

2

@) r(u,v) =u cosv1'+u2i+u251nvk, 0<u<3,0<v<nm

() r(u,v) =Inwi+Inusinvj +Inucosvk, 1<u<3, 0<v<m

Ellendrizze le, hogy az r(u,v) = (ucos v, usin v, u) felillet minden pontja parabolikus!
Mutassa meg, hogy az r(u, v) = (sinv, v, u) feliilet minden pontja parabolikus!

Bizonyitsa be, hogy a térusz kiilsé részén fekvé pontok elliptikusak, a belsd részén fekvd pontok hiperbolikusak,
a legfelsd és legalsé kor minden pontja parabolikus! (térusz: r(u, v) = (a+b cos u) cos vi+(a+bcos u) sinvj+
bsin uk)

. Mutassa meg, hogy a z = In /22 + y2 alakban megadott feliilet minden pontja hiperbolikus!

Hatdrozza meg a 3z 4+ 3xz — yz + x + y = 0 alakban megadott feliilet esetén az origéban a feliilet tipusat!
Hatédrozza meg az r(u, v) = (u? + v% u + v, u?v?) feliilet (ug,vy) = (1, —1) pontjéban a feliilet tipusat!
Lissa be, hogy a z = 2* — y* alakban megadott feliilet minden ponja hiperbolikus!

Hatdrozza meg, hogy az R sugarti gomb (R, 0, 0) pontjdban milyen tipusi a feliilet!



