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1. Elméleti osszefoglalo

Mik is azok a differencialegyenletek?

A mindennapi életben lejatsz6dé mozgésokat, folyamatokat és jelenségeket fiiggvényekkel lehet leirni. Olyan egyenle-
teket irhatunk fel, amelyekben a folyamatot leir6 fiiggvény és annak valahanyad rend{i derivaltjai szerepelnek. Az ilyen
figgvényegyenleteket differencidlegyenleteknek nevezziik és célunk a megoldasfiiggvény megtaldldsa. Az egyenlet-
ben szerepld legmagasabb derivalt rendjét a differencidlegyenlet rendjének hivjuk. A differencidlegyenlet dltaldnos
megolddsa nem mads, mint az dsszes megoldast tartalmazé halmaz. Gyakran egy tovédbbi, tgynevezett kezdeti felté-
telt kielégits, partikuldris megolddst keresiink. Egy differencidlegyenletet a hozza tartozé kezdeti feltételekkel egyiitt
Cauchy-feladatnak vagy kezdetiérték-problémdnak neveziink.

A differencidlegyenletekkel kapcsolatosan felmeriilé kérdéseink egyike, hogy milyen feltételekkel 1étezik egyaltalan
megoldds, és ha ezt mar tisztaztuk, akkor mikor mondhatjuk, hogy ez a megoldds egyértelm@i. Mivel a differencidl-
egyenletek csak kozelitik a valésagot, de sosem irjdk le pontosan, igy nem hivatkozhatunk arra, hogy a megoldas azért
1étezik és egyértelm(, mert konkrét jelentéssel bir a gyakorlatban. Ugyanakkor pontos matematikai tételek 1éteznek
azzal kapcsolatban, hogy mely feltételek teljesiilése esetén lesz a Cauchy feladatnak egyértelmii megoldésa. A tovab-
biakban feltessziik, hogy a fliggvényeink kellen "szépek", és a megoldas 1étezését nem vitatjuk.

Elsorendii szétvalaszthato valtozoju (szeparalhato) differencialegyenletek

Egy differencidlegyenletet elsérend(i szétvalaszthat6 véaltozéji egyenletnek hivunk, ha felirhaté a kdvetkez6 alakban:

y' = f(x)g(y)

A megoldds menete: El6szor megkeressiik azokat az azonosan konstans y fiiggvényeket, melyekre g(y) = 0. Ezek
megoldasok. A kovetkezd 1épésben felirjuk, hogy

% = f(x)g(y),

majd pedig szepardljuk az x-et és y-t tartalmazé fiiggvényeket az egyenlet két kiilonboz6 oldaldra. Ezt kdvet6en

integralunk, azaz felirjuk, hogy
1
——dy = / f(z)dx.
/ 9(y) @)

Ha mindkét oldal integralhatd, akkor x €s y kozott kapunk egy Osszefiiggést, amelybdl j6 esetben kifejezhets y.
(Amennyiben Cauchy-feladatot kell megoldani, Gigy az adott feltételt kielégit6 partikularis megoldas meghatarozasara
ezen 1épés utan van lehetdség.)



Elsorendii linearis differencialegyenletek

Egy differencidlegyenletet elsérenddi linedris inhomogén differencidlegyenletnek hivunk, ha felirhaté a kovetkezd
alakban:

¥ +p(x)y = q(z).

Ha a fenti egyenlet jobb oldaldn g(x) = 0, akkor homogén els6rendii linedris differencidlegyenletiink van. Ez pontosan
a kovetkezd alakot jelenti: 4 + p(z)y = 0.

Megoldds menete: Az inhomogén egyenlet megoldasa két részbdl all. EI6bb megkeressiik homogén egyenlet alta-
ldnos megolddsat, majd ezt kdveti az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsdnak megkeresése az dllandok
varidldsdnak modszerével. Végiil ezeket 0sszeadva adddik az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa:

Ym, A = Yy A + Y, p-

(Amennyiben itt is Cauchy-feladatot kell megoldani, tigy az adott feltételt kielégit6 partikularis megoldas meghataro-
zasara ezen 1épés utan van lehetdség.)

2. Feladatok

1. * Egy tartalyban 10 liter tiszta viz van, melybe literenként 0, 25 kg s6t tartalmazé oldat folyik be 2 liter/perc se-
bességgel. A befoly6 oldat azonnal dsszekeveredik a tartdlyban 1évo folyadékkal, és ez a keverék ugyanazzal a 2
liter/perc sebességgel kifolyik a tartalybol. Adjuk meg a differencidlegyenletet, mely leirja, hogy a t id6pontban

mennyi s lesz a tartalyban!

2. Hatdrozza meg a kovetkez$ szétvilaszthaté véltoz6ju differencidlegyenletek dltaldnos megoldésat!

@y =3(z—1)% by =%
©y =@ +1e > (@Y=

©y>—1=_2y+ay)y OF2@y+z—y—1)=(2%—22)y

3. Adja meg implicit alakban a kovetkez$ szétvalaszthat6 valtozoju differencidlegyenletek dltalanos megoldasat!
@ (z+ay®)y =3 b yy =2’y+4y—a2®—4

4. Hatdrozza meg a kovetkezd Cauchy feladatok megolddsét (szétvalaszthatd valtozéju egyenletek)!
@ (@+1y =y-2, y(=3)=1 Oy-y =10, yl)=1

© (2*2=1)y =2y, y(vV2)=-1 @*yhhydz+zdy=0, y(1)=1

5. Azy' = 3(x — 1)y differencidlegyenletet kielégit y fiiggvénynek mennyi lesz az értéke a 2 helyen, ha y(1) =
17?7

6. Az y' = (v* + 1) e~2* differencidlegyenletet kielégits y fiiggvénynek mennyi lesz az értéke a 1 helyen, ha



10.

11.

12.

Szérjunk 8 gramm tomegl anyagot oldészerbe. Az old6das sebessége a még fel nem oldédott anyag mennyisé-

d
gével ardnyos. Az oldddast leird differencidlegyenlet d—z = (8 — y), ahol y jeldli a ¢ id§ alatt feloldédott anyag

d
mennyiségét. 1 perc millva mennyi a feloldédott anyag mennyisége? (Segitség: az d—g = (8 — y) differencidl-

egyenletet kell megoldani az y(0) = 0 kezdeti feltétellel, majd az ad6dé y(¢) fiiggvény segitségével valaszolni
kell a feltett kérdésre)

Egy kezdetben 0°C-os testet kivisziink a szabadba ahol a hdmérséklet 20°C. Jelolje y(t) a test hdmérsékletét
t perc utan. A Newton-féle hiilési/felmelegedési torvény szerint a test hdmérsékletének valtozdsi sebessége
ardnyos a test és kornyezete hdmérsékletének kiillonbségével. A kezdeti feltételt is figyelembe véve ez azt jelenti,
hogy y(t)-t a kovetkezd Cauchy probléma megolddsaként kaphatjuk v = —k(y(t) — 20),y(0) = 0, ahol
k > 0 egy a koriilményektdl fiiggd aranyossagi tényezd. 1 perc elteltével megmérjiik a test hdmérsékletét, azt
tapasztaljuk, hogy 10°C-o0s. Hany fokos lesz 2 perc milva?

* Szoérjunk m tomegil anyagot oldészerbe. az oldédas sebessége a még fel nem oldodott anyag mennyiségé-
d
vel ardnyos, azaz az olddédast leir6 differencidlegyenlet d—f = k(m — x), ahol x jeldli a ¢ id§ alatt feloldédott

anyag mennyiségét, k ardnyossdgi tényezd. Ha 1 perc alatt az anyag 20%-a oldédik fel, akkor 3 perc alatt hany
szazaléka? (Azaz z(0) = 0, z(1) = 0,2m, z(3) =7)

Oldjuk meg az 1. feladat differencidlegyenletét, majd valaszoljunk a kovetkezd kérdésekre: mennyi s6 lesz
a tartdlyban 10 perc milva? Mennyi lesz a sé mennyisége a tartdlyban, ha nagyon sokdig magéra hagyjuk a
rendszert?

Hatarozza meg a kovetkezd elsérendi linedris differencidlegyenletek altalanos megoldasat!

@y +xy—xz=0 (b)cosz -y = —sinz-y+cos’x

© (22 +4)y' — 22y = (22 +4)2COS$ @2y’ = iy =2

Hatarozza meg a kovetkez6 Cauchy feladatok megoldasat (elsérendi linedris egyenletek)!
@y cosx+ysine =1, y0)=1 (b)ay —2y=a%" y(1)=2

©azy +2y=a*, y(1)=-2 @y +2?y =22 y2)=1



