Matematika EP2
Els6rendi differencidlegyenletek - tovabbi feladatok
2023/24. tavaszi félév

1. Elméleti osszefoglalo

Kiemelten fontos

A kockazatok és mellékhatasok elkeriilése érdekében kérdezze meg fizikusat és vegyészét mielStt haszndlja a
feladatokban szereplé modelleket!

A valé életbeli problémédk komplexek. Nagyon fontos fejben elkiiloniteni a matematikai modellt a valésagtdl. A
lenti feladatok egyszer( differencidlegyenlettel modelleznek komplex jelenségeket sok tényez6 elhanyagolasdval. A
mérnoki/fizikusi munka sordn sziikség lehet komplexebb modellek haszndlatdra. Példdul ha egy tojast vizbe tesziink
akkor ha nem elég nagy az edény akkor szdmolni kell a viz felmelegedésével is. A vizben oldédés fizikdja is joval
bonyolultabb a feladatsorban javasolt modellnél.

A zh-ban a lenti 9-es feladathoz hasonléan definidlva lesz a hasznalandé modell. Fontos tovdbba, hogy a lenti
feladatokban haszndland6 nem feltétleniil pontos modell egy korabbi feladat lefrasaban szerepel.

Iranymez6

Az y' = f(z,y) vagy kirészletezve az y'(x) = f(z,y(x)) alakd explicit differencidlegyenlet esetén grafikusan arr6l
van sz6, hogy az xy sik minden pontjédban az f(z,y) fiiggvény egy meredekséget ir el§. Ezt lehet tigy vizualizalni,
hogy a sik (z, y) pontjéba egy rovid f(z,y) meredekségli vonalat rajzolunk. Ezt a szemléltetést nevezziik irdinymezd-
nek. A kovetkez6 példdban a véltoz6t az id6re utalva (tempus) x helyett t jeloli:
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Irdanymezé az y' — 2y = 3e'egyenletre.



Az dltaldnos megoldds keresése azt jelenti, hogy felirjuk az dsszes olyan y(x) fiiggvényt amely kompatibilis a kis
vonalakkal vagyis amelyekre igaz, hogy minden pontban a derivalt vagyis az érintd meredeksége megegyezik az

el6irttal vagyis a kis vonal meredekségével. Cauchy (kezdeti érték) probléma esetén ezek koziil kell azt kivalasztani
ami dtmegy az (zo, yo) ponton.

Euler médszer

Az Euler médszer egy egyszerl és nagyon szemléletes médszer az ' = f(x,y), y(zo) = yo kezdeti probléma
a = xg és b kozti kozelité megolddsdnak meghatdrozédsdra. E16szor is kis részintervallumokra bontjuk az [a, b] in-
tervallumot az ¢ = z¢p < 1 < 23 < --+ < T, = b osztépontokkal. Ezutan az osztépontokban meghatdrozzuk a
kozelitd értéket majd ezeket egyenesekkel 0sszekotjiik. Az osztépontokban a kozelitd értékeket egy iterativ eljarassal
hatdrozzuk meg. El§szor felvessziik az (g, yo) ponton dtmend elGirt vagyis f (o, yo) meredekségli egyenest, majd ezt
kiértékeljiik az 1 pontban. fgy adédik az §(x1)-el jelolt z1 -beli kozelits érték. Ezt kovetSen felvessziik az (1, (1))

ponton 4tmend el&irt vagyis f(x1, (1)) meredekségii egyenest és kiértékeljiik az xo-ben. Igy adédik (z5) vagyis
az xo-beli kozelités. Ezt iterativan folytatjuk addig amig megkapjuk az x,,, = b-beli kozelitést is.

Euler mddszer a matematika nyelvén:

§(x1) = f(wo,y0)(x1 — x0) + Yo

Ha mér meghatdroztuk g(x)-t akkor

J(@rr1) = flow, 9(@k)) (@41 — zx) + 9(2k)
Kotelezo tankonyyv fejezetek
A tananyag a Thomas-féle kalkulus masodik kotetétének BME-s azonositdval lerre a linkre kattintva elérhetd
(edu.interkonvyv.hu-ra mutaté link) kovetkezd fejezetei: 7.5 alfejezet (transzcendens fiiggvények, 171-178), 9.1, 9.2,

9.3 alfejezetei az Integralds tovabbi alkalmazasai résznek (nem kell tudni a keverésekhez kot6dd differencidlegyenle-
teket felirdsat és az Euler modszer fejlesztésének tekinthetd Runge-Kutta médszert)!

2. Feladatok (nagyrészt a Thomas-féle kalkulusbol)

1. Vézold az y’ = y + 1 differencidlegyenlet irinymezgjét!
2. Viézold az 3/ = x + y differencidlegyenlet irinymez3jét!
3. Viézold az y' = (y + 2)(y — 2) differencidlegyenlet irdnymezdjét!

4. Kozelitsd az y’ = x — y, y(0) = 1 Cauchy probléma megoldésit a [0, 1] intervallumon a 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1
osztopontokat haszndlva!

5. Hasznéld az Euler-médszert y(1) becslésére 0.2-es részintervallum hosszal, ha y' = y, y(0) = 1! Mi y(1)
pontos értéke?

6. Haszndld az Euler-mddszert y(2) becslésére 0.2-es részintervallum hosszal, ha y' = £, y(1)
pontos értéke?

2! Mi y(2)


https://edu.interkonyv.hu/konyvek/thomas-kalkulus-2/
https://edu.interkonyv.hu/konyvek/thomas-kalkulus-2/

7.

10.

11.

12.

13.

14.

Haszndld az Euler-médszert y(2) becslésére & részintervallum hosszal, ha y' = y — €2*, y(0) = 1! Mi y(2)
pontos értéke?

. Egy 98 Celsius fokos kemény tojdst egy nagy tdl 18 fokos vizbe tessziik. Ha a tojds hdmérséklete 5 perc alatt 38

Celsius fokra csokken, mennyi id6t kell még varnunk, hogy a tojas 20 Celsius fokos-os legyen?

. A kisérletek tandsdga szerint a radioaktiv elemek bomlasanak titeme (az id6- egységenként megvaltozo ato-

mok szdma) a mintdban meglév6 atomok szdmdval ardnyos. A radioaktiv bomlast tehat a dy/dt = -ky, (k > 0)
egyenlet irja le. A radioaktivitds segitségével a Fold régmultja eseményeinek idejét is meghatarozhatjuk. Az
€16 szervezetekben a 14-es tomegszdmu radioaktiv szénizotdp és a kozonséges (12-es tomegszamu) szénizotdp
ardnya a szervezet életideje alatt kozel dlland6 (és koriilbelill megegyezik a kérnyezet hasonlé mutatéjdval), a
szervezet elpusztuldsa utdn azonban a 14-es izotépok nem pétlédnak, aranyuk ennek megfeleléen folyamatosan
csokken. A 14-es karbonizotdp felezési ideje 5700 év. Milyen régi az a lelet, amelyben az eredeti szintnél 10%
-kal kevesebb 14-es izotép van?

Az 6cedn felszine alatt x méter mélységben az L(x) fényerGsség kielégiti a

dL
— = —kL

dx
differencidlegyenletet. Tapasztalt buvarként tudjuk, hogy a Karib-tengeren 5,5 m mélységben a fényerdsség
éppen feleakkora, mint a felszinen. Mesterséges vilagitasra van sziikségiink akkor, ha a fényerdsség a felszini
érték egytizedére csokken. Milyen mélyre meriilhetiink biivarlampa nélkiil?

Egy aluminiumrudat a hideg udvarrél bevisziink a 18 Celsius fokos raktarba; 10 perc elteltével a rid h6mérsék-
lete 2 Celsius fokosra, tovabbi 10 perc miltan pedig 10 fokosra novekszik. Newton torvénye alapjan becsiiljik
meg, hany fokos volt eredetileg a rid?

Egy széndarabban, amely egy, az oregoni Crater-tavat létrehoz6 vulkéankitorés sordn elpusztult fabol szarmazik,
a l4-es szénizot6p mennyisége az €16 anyagban 1évé mennyiség 44,5%-a. Mikor keletkezett a t6?

Egy Vermeernek (1632-1675) tulajdonitott festményben az eredeti C14-tartalomnak legf6ljebb 96,2%-a lehet
jelen, ehelyett azonban 99,5%-ot dllapitunk meg. Hany éves lehet koriilbeliill a hamisitvany?

* Hallgasd meg figyelmesen a fiigg6hidak ldncainak alakjar6l sz6l6 oktatdi eladdst (ide kattintva eléred a
kotddo wikipedia oldalt)!


https://hu.wikipedia.org/wiki/L%C3%A1ncg%C3%B6rbe
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