Matematika EP2
Sajatérték, sajatvektor, diagonalizalas
2018/19. tavaszi félév

1. Elméleti osszefoglalo

Sajatérték, sajatvektor definicioja altalaban komplex elemii matrixokra
Legyen A = [a,;] egy komplex elemii n-edrendd (négyzetes) mdtrix. A komplex A\ szdmot az A matrix sajatérté-
kének nevezziik, ha létezik olyan v € C™ \ {0} vektor, amelyre Ay = \v teljesiil. A v € C™\ {0} vektort az A madtrix

A sajatértékhez tartozo sajatvektoranak hivjuk.

Az A = [a;;] komplex elemi n-edrendd métrix sajétértékeit gy hatdrozzuk meg, hogy kiszdmoljuk a

aig — A ai2 cee A1n
asy a9 — A . agn
p(A) :=det(A — A1) = det
an1 an2 oo Qpp — A

karakterisztikus polinom gyokeit.

A definici6bdl is lathatd, hogy a négyzetes matrixok sajatértékei és sajatvektorai "parban" 1éteznek. A definiciéban
1év6 egyenletet atrendezve kapjuk, hogy a A sajatértékhez tartoz6 sajatvektorok az

(A—L)v=0

homogén linedris egyenletrendszer megolddsai. Ennek az egyenletrendszernek végtelen sok megoldédsa van, ezért a
linedrisan fiiggetlen sajatvektorokat kell megkeresniink. Mds széhasznélattal a A sajatértékhez tartozo sajataltér egy
bazisat keressiik.

Megjegyzés: A p(X) karakteriszitkus polinom n-edfokd, igy az algebra alaptétel miatt (multiplicitdssal szdmolva) n
sajatértékiink van. A kiilonbozd sajdtértékekhez linedrisan fiiggetlen sajdtvektorok tartoznak. Ugyanakkor ha példaul
A egy 2-szeres sajatérték, akkor hozz4 tartozhat 2 linedrisan fliggetlen sajatvektor, de az is el6fordulhat, hogy csak
kevesebb linedrisan fiiggetlen sajitvektor tartozik hozza.

Valoés elemii matrixok

A Matematika EP1 tdrgyban szerepelt, hogy az n-edrend, valds elemi A matrix az R” vektortér egy linedris transz-
formaciéjat adja meg, mely a v € R™ targyvektorhoz az y = Awv képvektort rendeli. A gyakorlatban érdekesek azok
a vektorok, melyek irdnya az adott linedris transzformacié sordn nem viltozik, azaz érdekesek a sajtérték-sajatvektor
parok. Fontosak a kovetkezd allitasok:

e Ha A valés matrixnak minden sajatértéke valds, akkor a sajatalterek bazisai felvehet6k tgy, hogy minden koor-
dindta valés legyen. fgy elég csak a valds sajtvektorokkal foglalkozni.



e Ha A valés szimmetrikus matrix (A = A7”), akkor minden sajatértéke valés. (Ezzel az esettel foglalkozunk a
legtobbet.)

e Ha A egy n-edrendd valds szimmetrikus matrix, akkor A-nak van n szamu, paronként ortogonalis , lineari-
san fliggetlen sajitvektora. (Megjegyzés: Ezalapjdn 3-adrendii mdtrixok esetében, ha ismeriink két sajdtvektort,
akkor a harmadikat mdr megkaphatjuk ezek vektoridlis szorzataként is.)

Diagonalizalas és hatvanyozas

A val6s elemii n-edrendi A matrixot ortonormaltnak nevezziik, ha A - AT = I,,, ahol I,, az n-edrend(i egység-
matrix (vagyis az inverzilk egyszeriien a transzponaltjuk). Konnyen latszik, hogy A akkor és csak akkor ortonormalt
ha oszlopvektorai egységnyi hossziak és paronként ortogondlisok (természetesen ugyanez igaz a sorvektorokra is).

Egy n-edrendii A mitrix diagonalizalhaté, ha létezik egy olyan n-edrendii invertdlhaté C mitrix, hogy a C"*AC
szorzatmatrix diagondlis legyen.

Egy n-edrendii A matrix akkor és csak akkor diagonalizdlhatd, ha van n linedrisan fiiggetlen v, v,, . . ., v,, sajtvek-
tora. Ekkor a v;,v,, ..., v, oszlopvektorokkal rendelkez6 C mdtrixra, valamint a hozzdjuk tartozé (nem feltétleniil
kilonbozd) A1, Ag, . . ., A, sajatértékekre igaz a kovetkezd egyenlség:

C'AC = diag (\1, M2, ..., ).

Megjegyzés: A valés elemii n-edrendd szimmetrikus A matrix esetében létezik olyan diagonalizdlé C matrix, amely
ortonormalt. Azaz ekkor az az egyenl8ség all fenn, hogy CT AC = diag (A, A2, ..., An).

Hatvdnyozds: A diagonalizdlhaté A matrixra fenndll6 fenti egyenldséget A = C - diag (A1, Az, ..., An) - C~1 for-
maban is felirhatjuk. Indukciéval ldthatd, hogy (diag (A1, A2, ..., An))" = diag (AT, Ay, ..., \"), azaz diagonlis
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matrix hatvdnyozasdnal csak a féatloban szerepld értékeket kell a megfeleld hatvanyra emelniink. Ez 1ényegesen meg-
konnyiti egy tetsz6leges matrix hatvanyozasat, hiszen ekkor

A" = C - diag (A}, A, ..., A") - C 1.

2. Feladatok

1. Szamitsa ki a kovetkezd 2 x 2-es matrixok sajatértékeit és sajatvektorait! Mely matrixok diagonalizalhatok?
Hatdrozza meg azt a C matrixot (ha lehet, akkor ortonormalt C-t adjon meg), ami diagonalizalja 6ket, illetve

hatdrozza meg az A 'Y matrixhatvanyokat is!
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2. Szamitsa ki a kovetkezd 3 x 3-as szimmetrikus matrixok sajatértékeit €s sajatvektorait majd ortonormalt C-t
haszndlva irja fel a CT AC = diag(\1, A2, \3) diagonizdlé egyenleteteket (a szimmetrikussdg miatt minden
megadott matrix ortonormaltan diagonizalhat6)!
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3. Szamitsa ki a kovetkezd 3 x 3-as NEM szimmetrikus matrixok sajatértékeit és sajatvektorait!
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