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1. Elméleti osszefoglalo
Allandé egyiitthatés linearis masodrendii differencialegyenletek

Az allando6 egylitthatds linedris masodrendd differencidlegyenlet dltaldnos alakja a kovetkezd:

py" +aqy +ry = f(x),

ahol p, ¢, € R. Amennyiben a fenti egyenletben f(x) = 0, akkor homogén &llandé egyiitthatds linedris méasodrendd
differencidlegyenletiink van.

A megoldds menete: Az egyenlet megolddsa két részbdl all. EI6bb megkeressiik a homogén egyenlet altalanos megol-
ddsat, majd ezt koveti az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsanak megkeresése probefiiggvény modszerrel.
Azaz

Y, A = Yu, A T Y, P

Homogén allandé egyiitthatds linearis masodrendii differencialegyenlet megoldasa
A homogén egyenlet megolddsait y = e** alakban keressiik. Ha elvégezziik ezt a behelyettesitést, akkor felirhat-
juk a differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletét, ami a kovetkezé:
pPAZ 4+ g+ =0.
Ennek megoldésai a D diszkrimindns fiiggvényében a kovetkezbek lehetnek:
1. D > 0, azaz az egyenletnek két kiilonboz6 valds gyoke van A; és Ao. Ekkor

Y & = C1EM7 4 e,

Megjegyzés: Két negativ gyok esetén megfigyelhetd, hogy x novekedésével a megoldds exponencialis gyorsan
tart 0-hoz. Mig ha valamelyik gyok pozitiv, akkor a megoldas exponencidlisan tdvolodik a 0-t6l.

2. D =0, azaz az egyenletnek egy darab kétszeres valés gyoke van \. Ekkor

Yn 4 = C1 M+ coze™.

Megjegyzés: Negativ gyok esetén megfigyelhetd, hogy x novekedésével a megoldds exponencidlis gyorsan tart
0-hoz. Mig ha a gyok pozitiv, akkor a megoldds exponencidlisan tdvolodik a O-tdl.

3. D < 0, azaz az egyenletnek nem val6s, hanem két komplex gyoke van u + v és u — sv (1athatd, hogy a gyokok
egymads konjugaltjai). Ekkor



Yy 4 = c1€"" cos(vx) + cae sin(vz).

Megjegyzés: Negativ u esetén megfigyelhetd, hogy x novekedésével a megoldds ugyan rezegve, de még min-
dig exponencidlis gyorsan tart 0-hoz. Mig ha u pozitiv, akkor exponencidlisan novekvd hullamok keverékei a
megoldasok. Ha pedig v = 0, akkor konstans amplituddjui hullimok keverékei a megoldasok.

Inhomogén egyenlet partikularis megoldasanak megkeresése specialis jobboldal esetén

Tegyiik fel, hogy a jobboldal

f(x) = Py(x)e** cos(Br),
vagy

f(z) = Py(x)e** sin(Bx),

alaku, ahol P, (x) n-edfokd polinom, tovabbd « és /3 valés szamok (lehetnek 0-k is!). A megoldds els§ 1épése ezen
mennyiségek meghatarozasa. Annak megfeleléen, hogy o &+ Bi gyoke-e a karakterisztikus egyenletnek, hdrom esetet
kiilonboztetiink meg.

1. a &£ Bi nem gyokei a karakterisztikus egyenletnek. Ekkor van egy partikuldris megoldas
ym,p = Qn(z)e** cos(fx) + Ry (x)e™* sin(Sx)

alakban, ahol Q,, () és R, () n-edfoki polinomok, amelyek egyiitthatdit az eredeti differencidlegyenletbe val6
visszahelyettesitéssel kapjuk meg.

2. Egyszeres valos gyok, komplex gyokok, azaz az egyszeres rezonancia esete. Ekkor valéjiban két eset van.

(a) B = 0és akarakterisztikus egyenletnek két valés gyoke van A\; és Aq. o pedig ezen gyokok koziil az egyik.
(b) B # 0 és a karakterisztikus egyenlet komplex gyokei o + .

Ekkor mindkét esetben van egy partikularis megoldés
ym.p = 2Qn(2)e®” cos(Bx) + xR, (x)e™” sin(Bx)

alakban, ahol Q,,(z) és R, (z) n-edfokd polinomok, amelyek egyiitthatdit az eredeti differencidlegyenletbe val6
visszahelyettesitéssel kapjuk meg.

3. Kétszeres valés gyok, azaz a kétszeres rezonancia esete. Tegyiik fel, hogy 8 = 0 és a karakterisztikus egyen-
letnek egy darab valds kétszeres gyoke van ), amire A = « (azaz a gyok megegyezik a-val). Ekkor van egy
partikuldris megoldas

Y, p = $2Qn($)€ar

alakban, ahol Q,,(x) n-edfokid polinom, amely egyiitthatdit az eredeti differencidlegyenletbe val6 visszahelyet-

tesitéssel kapjuk meg.



2. Feladatok

1. Hatdrozza meg a kovetkezé homogén masodrendii differencidlegyenletek dltaldnos megoldasat!
@y’ -6y +8y=0 (b)y" -2y +5y=0
©y"+4y =0 Ay’ —4y=0
@y -2y +10y=0 @y’ —8y +16y=0

@y -8y =0 h)y"+9y=0

2. Hatdrozza meg a kovetkezd Cauchy feladatok megolddsat (homogén masodrendi egyenletek)!
@y"+5y +6y=0, y(0)=2 ¢ (0)=3 ®yY" +y -2y=0, y0)=1, y(0)=1
©@y" =2y +5y=0, y(5)=0, y(3)=2 DY 12 +4y=0, y(0)=2 y'(0)=-1

3. Hatidrozza meg a kovetkez6 inhomogén masodrendd differencidlegyenletek altalanos megoldasat!
(@)y" — 6y + 13y = (8 +4)e3* (b)y” — 4y’ = 2021
(©)y"” — 2y’ — 3y = 2 cos(3x) (d) y"” + 6y + 34y = 1722 — 622 + 23
@y" =3y —dy=e* O y" -y — 2y =8>
@y =2 =e"(@®+2-2) Oy’ +y+sin(22)=0
Dy -2y +y=¢e* () y" — 6y + by = e” sin(x)

Ky —y= (27 +3)e® +xe**  (*1)y” — by + 6y = sh(3x)

(*m) y" — 8y’ + 25y = ch(4x) (*n) y"" + 4y = 4 cos(2x) + 3sin(4x)

4. Hatarozza meg a kovetkez6 Cauchy feladatok megoldédsat (masodrenddi inhomogén egyenletek)!

@y’ +4y=a*+3z, y0)=0, y(0)=2 Oy -2y +y=-1, y2)=-1, y(2)=¢



