Matematika EP2
Kétvaltozos fliiggvények derivélasa, 7. gyakorlat
2013/14. tavaszi félév

1. Elméleti osszefoglalo

e

Lokalis szélsoértékek

Legyen f fiiggvény egy olyan tartoményon definidlva, melynek (z,yo) belsé pontja. (xg,yo) lokélis maximum/
minimum hely, ha van olyan (x¢, yo) kozéppontd nyilt korlap, melyben minden értelmezési tartomény beli pont fiigg-
vényértéke kisebb vagy egyenld/ nagyobb vagy egyenl§ f(xo, yo)-nél. A tovdbbiakban feltételezziik, hogy f értelme-
z¢€si tartomanya egy nyilt 7" halmaz és f elsérendd parcialis derivaltjai léteznek és folytonosak a 7" nyilt halmazon,
aminek eleme (xg, yo).

Kritikus ponmak nevezziik a T' értelmezési tartomdny azon pontjait, melyekben mindkét elsérendd parcialis deri-
vélt nulla.

Nyeregpontmak nevezziik a T értelmezési tartomdny azon (zo, yo) pontjait, melyekben mindkét els6renddi parcidlis
derivilt nulla és minden (g, yo) kozéppontd nyilt kérlapon van olyan pontja az értelmezési tartomdnynak, melynek
fiiggvényértéke kisebb az f(xg, yo) értéknél, és van olyan is, melynek nagyobb.

Lokdlis szélsériék létezésének sziikséges feltétele: Ha (x, yo )-ban lokélis szélsGértéke van f-nek, akkoritt f7 (zo,yo) =
0és f{l(aﬁo, yo) =0.

Lokdlis szélsGérték létezésének elégséges feltétele: Ha f;(zo,y0) = 0 és fy(wo,y0) = 0 és f mdsodik parcidlis
deriviltjai 1éteznek és folytonosak az (xg, yo)-t tartalmazé nyilt 7" halmazon, akkor
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1. Ha det :f/w(fﬂoayo) f%y(wo,yo)
| fay(osy0)  fry (%05 90) |
és ez a minimum érték f(zo, yo).

> 08és f (x0,y0) > 0, akkor f-nek (xq, yo)-ban lokélis minimuma van
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2. Ha det a;/m(x07y0) fn/c/y(z(hyo)

L xy(x()ay()) fyy(xOvyO) i
és ez a maximum érték f(xo,yo)-

> 08s fI (x0,y0) < 0, akkor f-nek (xq, yo)-ban lokélis maximuma van

3 Hadet | Foe(@oy0) Sy (x0,50) |

< 0, akkor f-nek (z¢, yo)-ban nyeregpontja van.
| wow)  fi(wo,w0) | Jonekc {0, yo)-ban nyeregpont
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Abszolut szélsoértékek

Ha a folytonos f(x,y) korldtos és zart halmazon értelmezett, akkor ott felveszi a maximumadt és minimumat. Ezen
most abszoliit maximumot, vagy abszolit minimumot értiink. Az abszolut sz€ls6érték megkeresésének menete a ko-
vetkezo:



e A tartomdny belsejében megnézziik a lehetséges szélséértékhelyeket.
e A tartomdny hatdran megnézziik a lehetséges szélsdértékhelyeket.

e Kiszdmoljuk az el6zdekre a fliggvényértékeket és kivéalasztjuk koziilikk a legnagyobbat és a legkisebbet.
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Feltételes szélsoértékek
Adott feltételek melletti lokdlis szélséértékek, azaz a feltételes lokdlis szélsdértékek kiszamitasanak fontos otlet a

Lagrange-multiplikdtoros médszer. Ha az f(x,y)-t szeretnénk minimalizélni egy g(x,y) = 0 feltétel mellett, akkor
ez ugyanaz, mintha a

h(‘rayv)‘) = f(xay) - )\g(:c,y)

figgvényt minimalizdlndnk minden feltétel nélkiil ( A a Lagrange multiplikator). Ha a h fiiggvény mindharom parcialis
derivaltjat egyenldvé tessziik 0-val, akkor az igy kapott egyenletrendszerb6l meghatdrozhatjuk a lokdlis feltételes
szélséértékeket.

2. Feladatok

1. Vizsgdlja meg, hogy az aldbbi fiiggvényeknek hol lehet lokdlis szélséértéke, van-e, s ha létezik, akkor minimum
vagy maximum!

@ f(z,y) = 22 + 3 (b) f(z,y) = 2% +4* + oy + 35—y +5
© flz,y) = (2° - 62)(y* —4dy) (@ f(z,y) =2° = Bay +y* — 1

@ f(z,y) =2’y (6 —z —y) Of(z,y) =" +y* — 2% — 20y — ¢
© fla,y) = (@ +2y)e D @) floy) = (v -y +1)° - (@2 - 2)?
@) f(z,y) = 2y(z + 8)(y — 6) () f(z,y) = (23— 9)(y* + 4y)

&) f(z,y) =2%y*(4 -2 —y) M fz,y) =2 +zy +y* + % + 2

(m) f(z,y) = cosw cosy cos(z + y)

2. Ossza fel a 12-t harom részre gy, hogy a hdrom szdm szorzata maximalis legyen!

3. Egy derékszogi hasab egy csticsdba Osszefutd éleinek osszege 45 cm. Hogyan kell az éleket megvalasztani,
hogy a hasab térfogata maximalis legyen?

4. Téglatest alaki, feliil nyitott 4 m? térfogati tartdlyt akarunk késziteni a lehets legkevesebb anyag felhasznala-
saval. Mekkordk legyenek a téglatest élei?

5. Ossza fel a 18-at hdrom részre ugy, hogy az els6 rész négyzetének, a masodik rész kobének és a harmadik
résznek a szorzata maximalis legyen!



[*)}

. Mikor a legnagyobb a 400 méter keriiletli szimmetrikus trapéz alaku telek teriilete? (Mekkordk a szdrai és a
hosszabbik alapon fekvd szogei?)

7. Hatdrozza meg az f(x,y) = 12 — 2% — 3612 egyenletii feliilet z > 0 része és az xy sik 4ltal hatdrolt térrészbe
frhaté maximadlis térfogati téglatest éleit, ha a test lapjai padrhuzamosak a koordinatasikokkal!
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8. Hatdrozza meg az f(x,y) = T + L + Z egyenletii ellipszoidba frhaté maximadlis térfogati téglatest
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éleit, ha a taglatest lapjai parhuzamosak a koordinatasikokkal!

9. Hatdrozza meg az f(z,y) = (2 — 62)(y? — 4y) fiiggvény legkisebb és legnagyobb értékét az x = 0, y = 0 és
x + y = 6 egyenesekkel hatdrolt zart tartomanyban!

10. Hatdrozza meg a kovetkezd kétvaltozos fliggvények eldirt feltételek mellett vett feltételes szélsGértékét!
@) f(z,y) =axy feltétel: z+y—1=0

=1

®) flz,y) = a2 +y> feltétel: = + %
a

©) flz,y) =22 —y? feltétel: 3z +2y+5=0

() f(x,y) = cos®?x +cos?y feltétel: = —y = %

11. Hatdrozza meg a sin z sin y sin z szorzat maximumat, ha x, y, z egy haromszog szogei!



