Matematika EP2
Kétvaltozos fliiggvények derivilasa, 5. feladatsor
2018/19. dszi félév

1. Elméleti osszefoglalé
Iranymenti derivalt

Az f(x,y) fiiggvény (x0,yo) pontbeli gradiens vektordnak nevezziik az adott pontbeli parciélis derivaltakbdl 4ll6
vektort:

Vf(xo,y0) = (f;;(%,y())?f{,(xo,yo))

A parcidlis derivdltakhoz hasonléan hatdrértékkel definidlhaté a fiiggvény (z, yo) pontbeli tetszSleges v irdnyd irdny-
menti derivaltja. Ez a v irdnyud egységvektor és a gradiens vektor skaldrszorzataként szdmolhato:

fé(l'oayo) = Vf(xo,%0) - %

A képletrdl leolvashatd, hogy az irdnymenti derivalt a gradiens irdnydban a legnagyobb és a gradienssel ellentétes
irdnyban a legkisebb.
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Lokalis szélsoértékek

Legyen f fiiggvény egy olyan tartomédnyon definidlva, melynek (zo,yo) bels6 pontja. (xg,yo) lokélis maximum/
minimum hely, ha van olyan (z, yo) kozépponti nyilt korlap, melyben minden értelmezési tartomény beli pont fiigg-
vényértéke kisebb vagy egyenld/ nagyobb vagy egyenl§ f(z, yo)-nél. A tovdbbiakban feltételezziik, hogy f értelme-
z¢€si tartomanya egy nyilt 7" halmaz és f elsérendd parcialis derivaltjai léteznek és folytonosak a 7" nyilt halmazon,
aminek eleme (xg, yo)-

Kritikus pontak nevezziik a T' értelmezési tartomdny azon pontjait, melyekben mindkét elsérenddi parcidlis deri-
vélt nulla.

Nyeregpontnak nevezziik a T' értelmezési tartomdny azon (xg,yo) pontjait, melyekben mindkét elsGrendd parcidlis
derivilt nulla és minden (xg, yo) kozéppontd nyilt kérlapon van olyan pontja az értelmezési tartomdnynak, melynek
fiiggvényértéke kisebb az f(xq, yo) értéknél, és van olyan is, melynek nagyobb.

Lokdlis szélsdériék létezésének sziikséges feltétele: Ha (x, yo )-ban lokélis szélsGértéke van f-nek, akkor itt f7 (zo, yo) =
0és f, (zo,y0) = 0.

Lokdlis szélsérték létezésének elégséges feltétele: Ha f(xo,y0) = 0 és f,(zo,y0) = 0 és f mdsodik parcidlis
derivdltjai 1éteznek és folytonosak az (g, yo)-t tartalmazo nyilt 7' halmazon, akkor
1 "
1. Ha det f;ﬁ;/x(anyO) f:;‘/y(m()ayo)
xy('r07y0) fyy(x07y0)
és ez a minimum érték f(zo, yo).

> 06s fV (x0,y0) > 0, akkor f-nek (zg, yo)-ban lokdlis minimuma van



" 1"
2. Hadet[ f?;/-r(xovyo) fmy(anyO)

xy(‘r(by()) fgl//y(x()vy(J)
és ez a maximum érték f(xo,yo)-

] > 08s fI (x0,y0) < 0, akkor f-nek (xq, yo)-ban lokélis maximuma van

1" 1
3. Ha det{ Fza(w0,40)  fry (0, 0)

(0.90) " (0, v0) } < 0, akkor f-nek (xg, yo)-ban nyeregpontja van.
xy L0, yy \ L0
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*Abszolat szélsoértékek

Ha a folytonos f(x,y) korldtos és zart halmazon értelmezett, akkor ott felveszi a maximumat és minimumat. Ezen
most abszoliit maximumot, vagy abszolit minimumot értiink. Az abszolut sz€ls6érték megkeresésének menete a ko-
vetkezo:

e A tartomdny belsejében megnézziik a lehetséges szélséértékhelyeket.
e A tartomdny hatdrdn megnézziik a lehetséges szEélsdértékhelyeket.

e Kiszdmoljuk az elézbekre a fliggvényértékeket és kivalasztjuk koziiliikk a legnagyobbat és a legkisebbet.
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*Feltételes szélsoértékek

Adott feltételek melletti lokalis sz€élsdértékek, azaz a feltételes lokdlis szélsdértékek kiszamitasanak fontos a Lagrange-
multiplikdtoros médszer. Ha az f (z, y)-t szeretnénk minimalizdlni vagy maximalizélni egy g(z, y) = 0 feltétel mellett,
akkor ezt megtehetjiik a

h(‘rayaA) = f(x,y) - )\g(x,y)

segédfiiggvény segitségével (A a Lagrange multiplikdtor). Az eredeti probléma lokdlis feltételes szélsGértékeit a se-
gédfiiggvény kritikus pontjai kozott kell keresni.

2. Feladatok

1. Hatdrozza meg a kovetkezd fiiggvények adott irdny szerinti irdnymenti derivaltjat a megadott pontban!

2]

@ f) = g v=(34), B(-11)
1

R Y VR N YCRY

© flz,y) =a'2-=In(1+y%)]. v=(13), PR(L0)

) f(z,y) =In (2> +9?), v=(1,3), Py(-3,-4)

2. Hatdrozza meg mely irdny esetén lesz nulla az f(z,y) = 2° + y3 — 3wy + v fiiggvény Py(2,0) pontbeli
irdnymenti derivéltja! Es mely irdny esetén lesz maximadlis az irdnymenti derivalt?

1
3. Milyen irdnyban lesz az f(z,y) = y2e= 2! fiiggvény (5, 1) pontbeli irdnymenti derivéltja maximélis, illetve

minimalis?



4.

*10

Vizsgalja meg, hogy az alabbi fiiggvényeknek hol lehet lokalis szélséértéke, van-e, s ha 1étezik, akkor minimum
vagy maximum!

(@) f(x,y) = 2* +y* ®) flzy)=2*+y* +ay+3z—y+5
© f(z,y) = (2 — 62)(y* — 4y) @) f(z,y) =2 = 3ay +y* — 1
@) flz,y) =2%y*(6 —x —y) O f(x,y) = 2* +y* — 2 — 2zy — 3

@ f(z,y) = (2> + 202 @) () fla,y) = (x—y+1)2 — (22 — 2)2

() f(z,y) = zy(z + 8)(y — 6) () f(z,y) = (2* = 9)(v* + 4y)
() f(r,y) = 224~z — ) OO flo) =t Fay i
(*m) f(x,y) = coszcosycos(x + y)

Ossza fel a 12-t harom részre gy, hogy a hirom szdm szorzata maximalis legyen!

Egy derékszogii hasab egy csucsdba Osszefutd éleinek dsszege 45 cm. Hogyan kell az éleket megvalasztani,
hogy a hasab térfogata maximalis legyen?

Téglatest alakd, feliil nyitott 4 m? térfogati tartalyt akarunk késziteni a lehetS legkevesebb anyag felhasznala-
saval. Mekkordk legyenek a téglatest élei?

. Ossza fel a 18-at hdrom részre ugy, hogy az elsé rész négyzetének, a masodik rész kobének és a harmadik

résznek a szorzata maximadlis legyen!

. Mikor a legnagyobb a 400 méter keriileti szimmetrikus trapéz alaku telek teriilete? (Mekkordk a szdrai és a

hosszabbik alapon fekvd szogei?)

Egy lapos korlap alaki tdnyér alakjat a D = {(z,y) : 2% + y? < 1} egyenlet irja le. A tényért melegitjiik
tigy, hogy barmely (x,y) pontban a hdmérséklet értéke T'(z,y) = x2 + 2y? — x lesz. Keressiik meg a tdnyér
legforrébb és leghidegebb pontjat!



