Kétvaltozos fliggvények integralszamitasa

1. Elméleti osszefoglalo
Kétvaltozos fiiggvények integralszamitasa

Az egyviltozoés fiiggvények Riemann-0sszege dltaldnosithat6 kétvaltozods esetre is. Ekkor egy az xy sikban fekvd T tartomanyt
téglalapokra osztunk fel, és ezekhez tartozé "téglatestekkel” kozelitjiik a T tartomény és a z = f(z,y) fiiggvény kozé esd térfo-
gatrészt. Be lehet ldtni, hogy akdrcsak az egyvdltozés esetben, ha az f(x, y) fiiggvény folytonos a korldtos és zért T tartomédnyon,
akkor ott integralhat6 is. TetszSleges tartomanyra igaz, hogy amennyiben létezik a kett6s integral a 7" tartomanyon, akkor az el6-
jeles térfogatot jelent. Azaz amennyiben f(x,y) grafikonja az xy-sik felett helyezkedik el, akkor a kett8s integrél értéke nem
mds, mint azon 7" f616tti haromdimenzids testnek a térfogata, melyet alulrél az xy-sik feliilrdl pedig a z = f(z,y) hatdrol. Ha

f(x,y) grafikonja az xy-sik alatt helyezkedik el, akkor a / / f(z,y)dA nem mds, mint azon 7" alatti hdromdimenzids testnek
T

a térfogata, melyet feliilr6l az xy-sik alulrél pedig a z = f(x,y) hatdrol. Ha / / f(z,y)dA = 0, akkor ez azt jelenti, hogy
T

ugyanannyi térfogatrésziink van az xy-sik felett, mint alatta. Emellett természetesen a kett6s integrdlokra is dltaldnosithatdak az
egyvaltozos fiiggvények Riemann-integrdljandl tanult tulajdonsdgok.

Kettos integral téglalap tartomanyon

Fubini tétel: Ha f(x,y) folytonos a T' = [a, b] X [c, d] zért téglalap tartoményon, akkor

//Tf(at,y)dA:/: (/jf(x,y)dy) dx:/cd </abf(a:,y)dx> dy.

Kettos integral normal tartomanyon

x-szerinti normdl tartomdny: AT, = {(z,y) € R?*|la <2 < b és c(x) <y < d(x)}, rovidenaza < x <b és c(zr) <y <
d(x) tartomdnyt x-szerinti normadl tartoménynak nevezziik.
y-szerinti normdl tartomdny: AT, = {(z,y) € R?|c <y < d és a(y) <z <b(y)}, révidenazc <y <d és a(y) <z <

b(y) tartoményt y-szerinti normdl tartoméanynak nevezziik.

Fubini tétel, erésebb alak: Legyen f(x,y) folytonos fiiggvény a T tartomdnyon

I. HaT ={a <z <b és c(x) <y < d(z)} xz-szerinti normdl tartomany, ahol ¢(x) és d(z) folytonos fiiggvények, akkor

[ [ #@maa= [ b ( / ::)f(x,y)dy) .

2. HaT ={c <y <d és a(y) <x < b(y)} z-szerinti normél tartomdany, ahol a(y) és b(y) folytonos fiiggvények, akkor

[ [ amaa= [ ' ( / :()) f(:v,y)d:c> dy.

3. Ha T mindkét tengelyre nézve normadl tartomany, akkor a két integral egyenld.

Kettos integral egyéb tartomanyon

Integrdltranszformdcio: Ha az xy-sikon minden (z,y) koordindtdji ponthoz hozzédrendeliink egy (z(u,v), (y(u,v)) pontot az
uv-sikbol, azaz f(x,y) = f(x(u,v), (y(u,v)), és az xy-sikbeli T tartomdny uwv-sikbeli megfelelGjét G tartomanyként jeloljiik,
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Jacobi determindns csak izolalt pontokban vagy éppen sehol sem 0, akkor

[ | s@nasdy= [ [ a0, o) 17 0)jdude

Ennek alkalmazdsa a polarkoordindtds transzformécid, amit akkor érdemes haszndlni, ha a tartomanyunk korlap, korcikk, kor-
gylr(, vagy ezek valamilyen részhalmaza. Itt az xy-sikrdl az ro-sikra torténik a transzformécid, ahol r jeldli az (z,y) pont
origbtol vett tavolsagat, ¢ pedig a pont helyvektordnak az x-tengely pozitiv irdnydval bezart szogét. Azaz

z(r,p) =rcose  és  y(r,p) =rsing
helyettesitést haszndlva a Jacobi-determinans:

| cosp —rsing |
J(r ) = singp  rcosp =7

azaz

dxdy = rdrde.

Kettos integral alkalmazasai

Egy T korlatos zart siktartomany zeriilete (ha az integral 1étezik és véges):

Terz//dA.
T

Ha egy vékony, T tartomdnyt borité fémlemez tomegeloszldsardl feltessziik, hogy folytonos, d(x, y)-nal jeloljik a fémlemez
anyaganak stirliségfiiggvényét (az egységnyi teriileten 1év6 tomeget), akkor a fémlemez tomege, az x-, valamint y-tengelyre
vonatkoz6 forgatonyomatékai és tomegkozéppontjdnak koordinatdi a kovetkezd képletekkel szamolhaté ki (ha az integrdlok

1éteznek és végesek):
M= [ [
T

tomeg:
Mx://w(x,y)d/l;
T

M, = / /T 26(z, y)dA;
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forgatényomatékok:

ezek segitségével a tomegkozéppont koordinatai:



2. Feladatok

1. Hatdrozza meg a kovetkezd kettds integralok értékét a megadott téglalap tartomanyokon!

(a)//(12x—6y—5)dA:,aholT:{ng§2 é —3<y<3)k
T

s

NIE

(b)//Tsin(x+y)dA:,aholT:{Ogmgg és 0<y <
(C)//T(JJQ—I—ély)dA:,aholT:{O§x§1 és 0<y<1}
(d)//Te33"+4ydA =,aholT={0<2<In2 é 0<y<In3};
(e)//Txyew2+y2dA =,ahol T={0<z<1é 0<y<1};
(D//:nysin(x2+y2)dA:,aholT:{ngg VE & 0<y< Tk

2. Hatarozza meg a kovetkezd kettGs integralok értékét a megadott normal tartomanyokon!

(a / /T 2zydA =, ahol T az y = 22 és y = /= gorbék 4ltal hatarolt korlatos sikrész;

(b) //Tysindi =,ahol T ={0 <z <y és 0<y <1} hdromszog;
(c)//T(x2+y)dA:,aholT:{y2 <z<yés 0<y<1}

(d) //Tx dA =, ahol T'az A(0,0), B(1,1), C(3,1) és D(4,0) csicsponti trapéz;

(e //T(x2 + 2y)dA =, ahol T'az A(1,1), B(0,3) és C(3, 0) csticsponti hdromszdg;

() / /T xeVdA =, ahol T az y = 22 és y = x gorbék dltal hatérolt korldtos sikrész;

(2) / /T (1 —y)dA =, ahol T az y = 2% — 4 és y = 0 gorbék 4ltal hatérolt korlatos sikrész;

(h) // (22 +y*)dA =, ahol T az A(0,0), B(3,0) és C(0,2) csticsponti hdromszog;
T

3. Hatdrozza meg a / eV’ dA = kettSs integrdlt, ahol T" az A(0,0), B(0,1) és C(2, 1) csticsponti hdromszog! (Segitség: a

T
sikeres integralashoz elengedheteten, hogy a kiilsé integral legyen az y szerinti)
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. Hatdrozza meg a kovetkezd kettds integralok értékét a megadott egyéb tartomanyokon! (Segitség: Végezzen polarkoordi-
natés helyettesitést!)

(a) / / 2x — 6y + 3d A =, ahol T az orig kozépponti 2 sugart korlap;
T

2zy
——2—-dA =, ahol T = {22 2<1)
(b)//sz-H/zd , aho {2 +y* <1}

Tty _ _ 2 2 .
(c)//Tx2+y2dA—,aholT—{1§x +y° <4, <0 0<yh

(d)//T(xQ—yQ)dA =ahol T={0<r <1 é 0<¢p< T} koreikk;

O / / 100 — 22 — y2d A =, ahol T az origé kozéppontd 5 sugart kor;
T

dA =, ahol T az origé kozéppontd, egységsugart kor pozitiv siknegyedbe esd része;

1
(D//:F\/x2+y2+1

(2) / / 5 j/_ 5dA =, ahol T" az origd koriili 1 €s 2 sugard korok kozé esd korgy(r elsd siknegyedbeli része;
TITY

(h) / / zy?dA =, ahol T az origé kozéppontii, R sugari kor elsé siknegyedbe esd része
T

. Hatérozza meg az y = 22 és y = /= gorbék 4ltal hatdrolt korlatos sikrész teriiletét!
1 V1—z?
. Adja meg szamolds nélkiil a / / 1 dydx integral értékét!
-1J0

. Hatdrozza meg a z = 25 — x? — 2 egyenlet(i feliilet és a z > 0 féltér 4ltala hatdrolt korlatos térrész térfogatat!

. Hatérozza meg a T = {2? + y? < 25,y > 0} félkor alakd tartomanyt lefeds homogén siklemez tomegkozéppontjanak
koordinatait!

. Hatdrozza meg a homogén lemezbdl kivagott R sugard negyedkorlap tomegkozéppontjat!



