Sztochasztika
3. gyakorlat

1. Legyen X N-értékd valvaltozo. Jeloljiik G(z)-vel a generatorfiiggvényét. Irjuk fel Y := X 41 és
7 = 2X generatorfiiggvényét G segitségével.

2. Van egy kék és egy piros dobdkockank, mindketts szabalyos. Dobunk el6szor a piros kockéaval, majd
annyiszor dobunk a kékkel, amennyi a piroson kijott. Jelolje Y a piroson kijott szdmot, X pedig a
kéken kijott szamok Osszegét.

(a) Irjuk fel egy dobokocka generatorfiiggvényst. Hogyan kaphaté meg ebbsl EY értéke?
(b) Irjuk fel X generatorfiiggvényét és szamitsuk ki ez alapjan EX-et és o(X)-et.

3. Egy szabalyos dobdkockat dobédlunk. Jeldlje X azt, hanyadik dobasra jon ki elGszor egymaés utan
két hatos (pl. 1462655661 sorozat esetén X = 9). Hatarozzuk meg X generatorfiiggvényét, majd
ennek segitségével X varhato értékét és szorasat.

4. Jené és Béla a kivetkez§ jatékot jatsszak: egy pénzérmét dobalnak, melyen a fej valoszintisége p, az
irasé ¢ = 1 — p. Ha fej jon ki, Béla fizet Jendnek 1 forintot, irds esetén pedig Jend fizet Bélanak 1
forintot. Jeldlje 7 azt, hogy hény kor mulva lesz Jend nyereménye elGszor 1 forint a jaték folyaman
(esetleg elsfordulhat 7 = oo is). Legyen G(x) T generatorfiiggvénye, azaz G(z) = >~ P(1 = n)a™.

(a) Irjunk fel G(z)-re egy fiiggvényegyenletet a teljes varhato érték tétel segitségével az elsé dobas
alapjan. Oldjuk meg az egyenletet és adjuk meg a G(x) fiiggvényt.

(b) Jelolje 6 azt, hogy hany kor mulva lesz el6szor tjra dontetlen az allas. Irjuk fel § generator-
fiiggvényét, F(x)-et, G(z) segitségével.

(c¢) Milyen kovetkeztetést vonhatunk le G(1) és F'(1) értéke alapjan?

5. (a) Legyenek X1, Xo,..., X, fliggetlen és azonos eloszlasi valoszintiségi valtozok, kozos eloszlas-
fiiggvényiikk F(xz) = P(X; < z). Gondoljuk meg, hogy az Y = max{X;, Xo,..., X, } valoszi-
niiségi valtozo eloszlastiggvénye H(z) = F"(x).

(b) Legyenek X1, Xo, ... fiiggetlen és azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok, kozos eloszlasfiiggve-
nyilik F'(z) = P(X; < x). Legyen v ezektdl fliggetlen, pozitiv egész értéki valosziniiségi valtozo.
Jelolje v generdtorfiggvényét G(z). Mutassuk meg, hogy az Y = max{X1, Xo,..., X, } valo-
szintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye H(x) = G(F(x)).

(c) Egy vetélkeddn 3-5 f6s csapatok vesznek részt. Egy csapat minden tagjanak haromszor kell
dobnia egy labdaval, és a csapat eredménye ezen dobéasok koziil a legnagyobb. A versenyen
minden résztvevs egyforman jol dob, egy dobas nagysaganak stirtségfiiggvénye (méterben):
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A versenyen ugyanannyi 3, 4 illetve 5 {6s csapat van. Taladlomra kivilasztunk egy csapatot.
Mi az eredményiik eloszlasfiiggvénye?

6. The generating function of a nonnegative integer valued random variable is
3 3 15 14
g(z)—8+8z—|—82 —|—8z.

What is the discrete probability distribution (namely the probabilities P(X = k))? What is the
expectation and variance of X7

7. We toss a fair coin 3 times, and a biased coin with P(heads) = % also three times. Let Z denote
the total number of heads seen. Calculate the generating function of Z.

8. Let X1, X5, . .. beiid. N valued random variables. Furthermore, let N be an N valued random
variable which is independent of the Xs. Let Y be equal to Zf\il X;. Show that

e E(Y) = E(N)E(Xy),



9.

10.

11.

12.

e the variance D?(Y) of Y is equal to D?(N)(E(X1))? + E(N)D?*(X).

We keep rolling a fair die until we first roll a 6. Let X denote the sum of the numbers rolled before
(and not including) that 6. Calculate

e the generating function of X,
e the expectation of X,

e the variance of X.

(Warning: What is the conditional distribution of a number rolled under the condition that it is
not a 67)

Between 8 and 9 am the number X of requests arriving to the router has Poisson distribution
with parameter \. Each request may come independently of each other from places A and B with
probability p and (1 — p) respectively. What is the distribution of the number of requests coming
from place A?

Between 8 and 9 am the number X of requests arriving to the router has Binomial distribution with
parameters (n,r). Each request may come independently of each other from places A and B with
probability p and (1 — p) respectively. What is the distribution of the number of requests coming
from place A?

Find the generator functions of the pessimistic and the optimistic geometric distributions!



